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Introducédo

O presente artigo visa discutir um problema relacionado ao contelido
desenvolvido nas escolas de nivel médio: a apresentacéo da funcdo

f(x)= 1 ndo é muito detalhada nos livros didaticos, sendo seu gréfico
X

considerado uma hipérbole sem, entretanto, uma argumentacdo
matematica razoavel ou determinacéo de seus focos.

Consideramos que tal assunto pode ser abordado apds o estudo das
conicas — assunto bastante detalhado pela RPM, com a publicagdo de
diversos artigos. Trata-se do estudo de uma func¢do cujo dominio ndo é o
conjunto de todos os reais, sendo necess&rio excluir um Unico ponto do
conjunto R, para obter seu campo de definicdo. A generalizacdo para uma
fungdo racional, com numerador de grau no méximo 1 e denominador de
grau 1, pode ser feita de maneira bastante natural, explorando
movimentos no plano. Esse tipo de abordagem parece ser interessante,
pois estimula a leitura e interpretacdo de graficos e, considerando a
guestdo sob um ponto de vista mais amplo, possibilita estabelecer
significado para operagdes algébricas.

Lembremos que, dados dois pontos F; e F,, denominamos
hipérbole de focos F; e F, acurvaque € o lugar geométrico dos
pontosdeum planopor F; e F,, taisque

|d(P,F,)- d(P,F,)|=2a<d(F,F,) ()
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onde a constante 2a € um numero positivo dado inicidmente e € a
distancia entre os vértices da hipérbole, que sdo os dois pontos da curva,
um em cada ramo, tal que a disténcia entre eles € a menor possivel.

Examinando o gréfico da fungdo y__

f(x)= 1 gue, a cada nimero red
X

ndo nulo associa 0 Seu inverso,
percebemos que os pontos dos dois
ramos do grafico que estdo a
distancia minimasio A =(1,1) e
A, =(-1-1), sendo a distancia
entre des 24/2..

XA

Para garantir que esse grafico é uma hipérbole, precisamos encontrar
doispontos F; e F,, doplano xy, que sgjam osfocos e mostrar que:

(i) todo ponto do gréfico dafungdo verifica a propriedade (*);
(ii) todo ponto do plano xy que verifica (*) étd que y = 1 .
X
Busquemos entdo quais pontos sdo razoaveis candidatos a focos.
Lembrando que os focos de uma hipérbole pertencem a reta que passa
pelos seus vértices e sGo simétricos em relagdo ao ponto médio do

segmento determinado pelos mesmos vértices, teremos que procurar
pontosdaforma F; =(p,p) e F, =(- p- p),com p>1.

Um ponto particular do gréfico de f(x)=1, por exemplo,
X

ng‘iég, pode nos gjudar aencontrar F; e F,. Substituindo P por
e 29
Q em (*) obtemos

4@ F)- d(Q.F2) [ =242, logo, |d(Q.Fy)- d(QF))” =8.

Com F,=(p,p) e F, =(- p- p), podemos escrever
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Efetuando os cél cul os necessarios, obtemos:
%+4p4+ p? =16+2+1—16+4p4- 8p?, isto & 18-9p?=0, de

onde concluimos que p=\/§ ou p=- J2 ., ou Sgja, 0s pontos

Flz(\/E,\/E) eF2=(- \/5,- \/E) s30 o0s candidatos a focos da
hipérbole. Podemos verificar também que d(Fy,F,)=4.

Vamos provar em seguida o primeiro resultado de uma série de cinco:

Resultado 1: O gréfico de f(x)=1/x € uma hipérbole de

focos F; = (\/E\/E) ek, =(— \/E,- \/E)

Prova do resultado: Devemos mostrar as afirmagoes (i) e (ii) a seguir.

() |d(P,F)- d(P,F,)|=2V2, paratodo ponto P daforma 8%(19
e Xg

(i) Paratodo ponto (x,y) tal que

[d((x. v (2.42))- dl(x ). V2 v2)| =242, temos y ==
Efetuando os cdl cul os necessarios, obtemos

16 0 4 10( 5. 5)0
b el 2ol

2
=8. Logo,

=2J2,0 que mostra (i).

o520 ) o 20f a2l

Xg

Por outro lado, se (x,y) éta que
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- 2 +ly-v2f +leri2f +lyv2f -
2(x- V2f +{y- V2f e V2f v+ 2 =

entdo, efetuando os célculos, obtemos

x2+y? = \/x4 +y*+2x%y? +16- 16xy, de onde concluimos que
xy =1, oquemostra (ii).

I. Como éo gréfico de, por exemplo, f;(x)=2/x, quando comparado
comogréficode f(x)=1/x7?

Para um mesmo vaor ndo nulo
da abcissa, 0 valor da ordenada
na funcdo f; € o dobro do

valor da ordenada na funcéo f;
logo, ocorre, em relagdo a
funcdo inicia, uma mudanca de
“inclinagdo” com a curva se
afastando da origem. '

Supondo que o gréfico de  f;(x) =2/x também sga uma hipérbole,
vejamos qual € a acdo do coeficiente 2 nos focos da nova hipérbole em
comparacdo aos focos da primeira hipérbole, gréfico de f.

Inicialmente, observemos, pela simetria, que os vértices da nova curva
s80 os pontos (\/E\/E) e ( J2.- \/E) (de y=x=2/x) eadistancia
entre eles é 4. Em segundo lugar, observemos ser razoavel que 0s novos
focos sgjam os pontos (2,2) e (-2,-2). De fato, no gréfico da funcéo
inicial f(x)=1/x, os vértices eram os pontos (L1) e (-1,-1) e os focos

eram (\/E\/E) e ( \/E,- \/E) No gréfico de f;(x) =E, 0s Vvértices sdo
X

0S pontos (\/E\/E) e ( V2, \/E) — ocorreu a multiplicagdo pelo fator

V2 nas coordenadas antigas — e entd vamos considerar como
candidatos a focos os pontos (2,2) e (-2,-2), obtidos através da

multiplicac&o por V2 das coordenadas dos focos de f(x) = 1 . Logo,
X
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parece que o grafico de fl(x)=E € uma hipérbole de focos
X

(2.2) e (-2-2) ecom distancia entre os vértices igual a 4. Esse resultado

pode ser ampliado na forma mais geral abaixo, com demonstracdo
andloga a do Resultado 1.

Resultado 2: O gréafico de g;(x)=k/x, onde k é uma
constante ndo nula, € uma hipérbole cujos focos sdo os pontos

(ﬂ@)e( @ @) e tal que a distdncia entre os

vérticeséigua a 22K .

Vejamos agora como é o grafico dafuncéo g,(X) = 1 +h.
X

Observemos que, para um
mesmo valor da variavel x, a
ordenada correspondente  do
ponto no gréfico de g, éigual
a ordenada do ponto no gréfico

de f(x)=1 somada com h.
X

Assim sendo, ndo h& mudanca
de “inclinagdo” na curva, mas
ocorrera alteragdo nas ordenadas
dos focos, com adicdo da constante h. Esse fato € o Resultado 3, cuja
demonstragdo € novamente andloga a do Resultado 1 e pode ser
dispensada se aidéia datrandacéo for clara

Resultado 3: O gréfico de g,(x) = 1 +h é uma hipérbole cujos
X

focos sd0 0s pontos (\/§,h+\/§) e(— \/E,h- \/E) eta que a
distncia entre os vértices éigud e 22.

I1. Se efetuarmos uma translagdo horizontal através da constante m, no
1

X+m’

graficode f(x)=1/x, obtemoso gréficodafuncdo g;(x) =
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Nesse caso, nd ha mudanca de :
“inclinagd” no gréfico da nova
funcdo, e as abcissas dos focos i
sf0 dteradas através da adicéo da
constante m.

Temos assim o seguinte resultado:

Resultado 4: O gréafico de g5(x) = € uma hipérbole cujos

X+m
focos s30 os pontos (m+\/§,\/§) e (m- J2 - \/5) e td que a
distancia entre os vértices éigual a 2v/2 .

[11. Finalmente, a situacdo mais gera, englobando os dois Ultimos
resultados, pode ser colocada na forma:

Resultado 5: O grafico de  g,(x) =h+ i € uma hipérbole
X+m

cujos focos sdo 0s pontos (m+ 2,h+\/§) e (m- \/E,h- \/E) etd
que adistanciaentre os vértices é igud a 22.

V. Para estudar o caso da fungdo gg5(x) =h+k i , Observamos
X+m

que, primeiramente, ocorreu uma trandacdo horizontal através da
constante m, a seguir uma mudancga de “inclinacéo” através da constante
k e finamente, uma trandagdo vertical através da constante h.
Podemos, assim, enunciar o resultado seguinte:

Resultado 6: O grafico de gs(x)=h+k € uma hipérbole

X+m
cujos focos séo (m+@,h+@) e (m- @,h- @) eta que

adistAnciaentre osvértices éigua a 2+/2k .
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V. Como conclusdo, podemos considerar o grafico da funcéo
g(x) :ax_+b, definida no dominio R- i Eu. Em primeiro lugar
cx+d 1 c%

precisamos garantir que bc- ad * 0, poisobservamosque bc- ad =0
engloba 0s seguintes casos que nNdo interessam na analise:

b

a=b=0, quando g é afuncio nula; a=c=0, quando g(x)=— para

todo x; b=d =0, quando g(x )—— paratodo x; ¢ =d =0, quando n&o

existeafuncio g; bc=ad, quando, novamente, g(x)=2 paratodo x.
c
a8‘§<+99 ¢ bc-adH s
Afungio g(x)=-S 28-%g, @& -2, 3 temn
&K+d0 ce i, dqgc o ,,d
e Cg e cd c

por gréfico uma hipérbole obtida a partir do gréfico de f(x) =1,
X

fazendo as operacOes: trandacdo horizontal de - E multiplicagdo pelo
c

bc- ad

C2

com o Resultado 6, os focos da curva sdo os pontos

& d \/bc ada \/bc—adQ
— —+ (2 L]
g ¢ e g

&
°d_ \/ bc- ad,a \/ be- zadT e adisténcia entre os vertices é igual
s :

C C g

fator

, € depois trandacdo vertical de 2_ Assim, de acordo
c
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