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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um texto introdutério sobre as Funcgoes
Elipticas de Jacobi e algumas aplicagao. Com uma abordagem simples e objetiva dissertamos
sobre esta lacuna existente na literatura académica brasileira dentro das fungoes especiais.
Iniciamos com uma pequena revisao da literatura no aspecto historico, bem como dos ma-
tematicos que mais contribuiram com tal assunto. Abordamos as defini¢oes e as propriedades
das funcoes elipticas de Jacobi, e também das funcoes circulares e hiperbdlicas, consideradas
casos degenerados destas fungoes. A seguir, lembramos como o conhecimento das integrais
elipticas nos ajuda na obtencao da retificacao de um arco de elipse. Finalmente mostramos
a aplicacao mais conhecida destas funcoes e que, do ponto de vista historico, tudo indica ter
sido esta a razao pela qual as integrais desse tipo foram chamadas de elipticas: o compri-

mento do arco de uma elipse.

Palavras chave: Funcoes Especiais. Funcoes Elipticas de Jacobi. Elipse.



Abstract

This work aims to present an introductory text about the Jacobi Elliptic Functions and
some applications. With a simple and straightforward approach, we discurs about this gap in
the Brazilian academic literature within the special functions. We begin with a brief review
of the literature on the historical aspect as well as the mathematicians who contributed most
to this subject. We approach the definitions and properties about Jacobi s elliptic functions,
and also the circular and hyperbolic functions, considered degenerate cases of these functions.
Then we remember how knowledge of elliptic integrals helps us in getting the rectification of
an arc of ellipse. Finally, we show the most known application of these functions and that,
from the historical point of view, it seems that this was the reason why the integrals of this

type were called elliptical: the arc length of an ellipse.

Key words: Special Functions. Jacobi’s Elliptic Functions. Ellipse.
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JUSTIFICATIVA QUANTO AO PROFMAT

Um bom professor é aquele capaz de potencializar seus estudantes, quanto maior o
conhecimento deste, tanto maior o niimero de ferramentas que tera para motivar seus alunos
ao estudo. Entao, o professor precisa ampliar seus conhecimentos, assumir a postura de
examinar e refletir sobre o que ja foi desenvolvido pela humanidade. O conhecimento fortalece
o pensamento do professor, leva-o a pensar a um nivel mais elevado, tornando-o um intelectual
transformador, capaz de desenvolver uma pratica educacional mais consistente e eficaz. Este
passa a identificar situagoes singulares, processa melhor as informacoes, elabora diagnésticos
mais precisos e toma decisoes mais acertadas sobre as necessarias intervengoes pedagégicas

e curriculares.

Assim, o PROFMAT visa atender professores de Matematica que busquem aprimora-

mento em sua formagao profissional. O Programa diz em seu regimento no artigo 1° que:

O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)
tem como objetivo proporcionar formagao matematica aprofundada, rele-
vante e articulada com o exercicio da docéncia no Ensino Baésico, visando
fornecer ao egresso qualificacao certificada para o exercicio da profissao de

professor de Matemética. (grifo nosso)!

thttp:/ /www.profmat-sbm.org.br /regimento.asp

Entao, o professor torna-se capaz de exercer a profissao com competéncia e inovar quando
amplia o proprio conhecimento. E sabemos que, para inovar é preciso conhecer e ter contato

com a ampla producao de conhecimento ja disponivel.
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Baseado no acima exposto, nosso trabalho sobre Funcgoes Especiais vem trazer ao profes-
sor um pouco deste conhecimento dentro do espago das Funcoes Especiais, do qual muitos

nao tiveram contato em suas graduagoes.

O artigo 28, do regimento do PROFMAT nos diz que o Trabalho de Conclusao de Curso
deve ter impacto na pratica didatica do professor. E para que isso aconteca, é necessario
que o conhecimento do professor va além do mero contetiddo ensinado. Nosso trabalho apre-
senta um conhecimento adicional ao estudo de uma classe importante da teoria das fungoes,
a saber, as funcoes elipticas Jacobianas, também conhecidas como funcoes trigonométricas
generalizadas. E sabido que, a grande maioria dos professores de Matematica quando ensina
as Funcgoes Trigonométricas aos seus alunos da Educacao Bésica nao tem nogao que estas po-
dem ser estudadas como casos desse tipo especial de funcao. Assim, trazemos uma pequena
introducao destas, para que ele possa divulgar aos alunos mais curiosos e deslumbrados pela
matematica, outras informacoes sobre tais Fungoes, incitando a busca por mais conhecimen-

tos. Quem sabe até, ajudando a estimular a formacao de novos profissionais da Matematica.

Portanto, um professor precisa buscar um aperfeicoamento constante, deve assumir a
postura de intelectual, desenvolver maior autoridade sobre o seu proprio trabalho e entao,
ajudar a instigar nos alunos a busca por este conhecimento. Para que este habito possa ser

cultivado, é necessario despertar a curiosidade e a capacidade de pesquisa do professor.



INTRODUCAO

Segundo [5], o estudo e a obtencao das integrais elipticas e das fungoes elipticas de Jacobi
trazem e facilitam o entendimento e as aplicagoes trazidas principalmente pela Geometria
e pelo Célculo Integral. Apesar de muitas grades curriculares nao possuem este ramo da
Matematica, as fungoes e integrais elipticas tém ressurgido com grande énfase em intimeros
problemas e aplicagoes na Teoria dos Niumeros, Algebra, Dinamica, Eletrostatica e outros

campos da Matematica e da Fisica, além das equacgoes diferencias ordinarias nao-lineares.

O nosso objetivo €, a partir de uma rapida apresentagao histérica, apresentar um texto
introdutoério sobre as Funcoes Elipticas de Jacobi e aplicagoes. Este trabalho auxilia aqueles
que pretendem apreciar e promover este assunto que, apesar de sua relevancia, poucos tiveram
contato na graduacao. Parte deste trabalho foi desenvolvido em conjunto com a mestranda

Priscila Gleden Novaes da Silva.

No capitulo 1 deste trabalho descreveremos, de forma resumida, um pouco da histéria do
surgimento das funcoes elipticas de Jacobi, bem como dos matematicos que tornaram possivel
0s escritos sobre este assunto. Sao brevemente considerados neste texto as obras-padrao de
Legendre, Abel e Jacobi. Segundo [9], o trabalho de Legendre deve ser considerado como a
base da teoria das integrais elipticas e este deve ser considerado o fundador desta teoria. De-
vido as suas investigacoes foram estabelecidas as propriedades duplamente periédicas dessas

funcoes por Abel e Jacobi.

Aquelas integrais que continham expressoes que nao podiam ser reduzidas as formas nor-

mais conhecidas foram denominadas integrais elipticas, e conforme [10] foi Legendre que as
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reduziu as trés formas, denominadas canonicas. Segundo [6], Jacobi introduziu a notacao da
teoria das funcoes elipticas e chamou de funcgoes elipticas as fungoes inversas das integrais

elipticas de primeira ordem, da forma canonica.

No capitulo 2 exporemos os casos considerados degenerados das funcgoes elipticas de Ja-
cobi, os quais sao as funcgoes trigonométricas e as func¢oes hiperbdlicas. Abordamos estas
fungoes como casos particulares das fungdes elipticas. Apds, seguindo principalmente [4] e
[7], abordamos as defini¢oes e as propriedades das fungoes elipticas de Jacobi, bem como suas

derivadas e integrais.

Finalmente, como as integrais elipticas surgiram em problemas de determinacao do com-
primento de algumas curvas, em particular, no problema de determinacao do comprimento da
elipse. No capitulo 3 escolhemos mostrar que a retificacao da elipse depende de uma integral
eliptica conforme em [10], bem como o comprimento da elipse e calculamos alguns valores
para que se possam comparar aproximacoes destes comprimentos. Faremos esta comparacao

usando a integral eliptica e uma série binomial.



CapiTULO 1

Breve Historia

A historia das Integrais Elipticas e das Funcoes Elipticas de Jacobi que apresentamos neste
texto consideram os matematicos e os estudos que tornaram possivel o desenvolvimento desta

teoria.

1.1 Legendre, Abel e Jacobi

Os matematicos mais importantes na histéria das Funcoes Elipticas de Jacobi foram Le-

gendre, Abel e Jacobi. A seguir, apresentaremos uma pequena biografia de cada um deles.

1.1.1 Adrien Marie Legendre

Figura 1.1: Adrien Marie Legendre

Matemaético Frances nasceu em 1752, viveu em Paris e faleceu em 1833. Seus principais
trabalhos em matematica superior concentram-se em teoria dos nimeros, funcoes elipticas, o

método dos minimos quadrados e integrais. E também conhecido na histéria da matemaética



Breve Historia 6

elementar pelo seu tratado Eléments de Géométrie, que foi largamente traduzido. Esta é

uma obra de grande estudo da geometria euclidiana e foi modelo para textos posteriores.

Segundo [6], Legendre publicou também o trabalho Essai sur La Théorie dés Nombres
(1797-1798), que constitui a primeira abordagem exclusiva da teoria dos nimeros. Apds,
escreveu o tratado Ezxercises Du Calcul Integral (1811-1819) em trés volumes, que competiu
com o semelhante trabalho de Euler. Em seguida, Legendre estendeu partes desse tratado
em Traité des Fonctions Elliptiques et des Intégrals eulériennes (1825-1832), também em trés

volumes.

O trabalho Ezercises Du Calcul Intégral foi um dos grandes trabalhos de Legendre sobre
funcoes elipticas, onde ele apresentou as propriedades basicas das integrais elipticas, bem
como suas tabelas e também das fungoes beta e gama. E no trabalho Fonctions Traité des
Elliptiques, reorganizou este material. Passou 40 anos trabalhando em fungoes elipticas, mas

foi ofuscado pelos trabalhos de Abel e Jacobi.

1.1.2 Niels Henrik Abel

Figura 1.2: Niels Henrik Abel

Abel nasceu em Findo na Noruega, em 1802. De familia pobre, estudou na Universidade
de Oslo com a ajuda de professores. Obteve uma bolsa que lhe permitiu viajar para a Ale-

manha, a Italia e a Franca e escreveu diversos artigos em matemaética.
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Conforme [6], o canal de divulgacao para seus artigos foi a revista conhecida como Journal
de Crelle. E foi em 1827, no segundo volume desta revista que Abel apresentou o trabalho
“teoria das fun¢oes duplamente periddicas”. Como Legendre era pioneiro no desenvolvimento
das funcgoes elipticas ficou admirado com as descobertas de Abel, as quais foram realizadas

concomitantemente a Jacobi.

Abel apresentou uma dissertacao sobre integrais de funcoes algébricas, sé publicada 12
anos apos sua morte. Com pouca idade, descobriu que sofria de tuberculose, mas prosseguiu
com suas pesquisas até a morte, em 1829. Nao teve o reconhecimento devido em vida, contudo
postumamente foi nomeado professor da Universidade de Berlim e ganhou um prémio do

Instituto Francés em 1841, por seus trabalhos com Funcoes Elipticas.

1.1.3 Carl Gustav Jakob Jacobi

Figura 1.3: Carl Gustav Jakob Jacobi

No século XIX a Matematica era basicamente ligada a mecanica e a astronomia e Carl
Gustav Jakob Jacobi e outros, foram os notdveis matematicos que deram um novo impulso

as atividades matematicas fazendo-a avancar, na Alemanha.

Segundo [6] Jacobi nasceu em Potsdam em 1804 e era descendente de judeus. Em 1825
obteve seu doutorado na Universidade de Berlim e trabalhou como respeitéavel professor em
Konigsberg. Em 1842, com uma pensao do governo da Prissia, abdicou a sua cadeira em

Konigsberg e mudou-se para Berlim, onde viveu até 1851, ano de sua morte.

Entre as obras de Jacobi, é notavel sua pesquisa que trata das funcoes elipticas, ele
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pesquisou simultaneamente ao matematico noruegués Abel e os resultados acordados, embora
de forma totalmente independente, lancaram as bases da teoria destas funcgoes. Jacobi com
o trabalho “Fundamenta nova theoria functionum el lipticarum” em 1829, ano da morte de
Abel, conseguiu atrair a atencao de toda a comunidade matematica e mereceu elogios até de
Legendre. Este sucesso deveu-se a crucial idéia de iniciar suas descobertas com a inversao

das integrais elipticas.

Com as profundas descobertas no estudo de fungoes elipticas Jacobi alcancou o seu lu-
gar como um dos maiores matematicos da época e deixou contribui¢oes importantes que

abrangem quase todas as areas da matematica.

Jacobi foi um professor e matematico brilhante, fez contribuigoes significativas em teo-
ria dos numeros, equagoes diferenciais e algebra linear. Ajudou a difundir o emprego dos
determinantes, com o trabalho De determinantibus functionalibus em 1841, onde introduziu
artificios matematicos que simplificavam de modo consideravel varias operagoes. Esse deter-
minante funcional que aparece no teorema da mudanca de varidveis para integrais passou a

ser chamado Jacobiano em sua homenagem.

Para [3] Jacobi merece crédito por vérios teoremas centrais relacionados com fungoes
elipticas. A ele também devemos o estudo das “funcoes theta de Jacobi”, fungoes inteiras das

quais as elipticas sao quocientes.

1.2 Perspectiva Historica das Funcoes Elipticas

O comprimento de arco de uma elipse, a determinacao do periodo do péndulo simples e a
deflexao de uma barra elastica fina sao alguns dos problemas encontrados no tempo em que
é exigida a integracao de funcoes irracionais para a sua solucao. Como nao é possivel avaliar
estas integrais em termos de fungoes elementares, eram obtidos resultados tteis em termos

de séries infinitas, aproximacoes ou relacionando com o teorema de adi¢ao devido a Euler.

O primeiro relato de integrais elipticas foi em 1655, quando John Wallis (1616-1703)
comegou a estudar o comprimento do arco de uma elipse. Tanto John Wallis quanto Isaac

Newton (1643-1727) publicaram uma série infinita de expansao para o comprimento de arco
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de elipse.

A teoria das integrais elipticas, desenvolvida por Fagnano, Euler e Legendre, foi extrema-
mente complicada, envolvendo valores infinitos para cada integral eliptica como mostra [2].
Entre 1714 e 1718, Giulio Carlo de’Toschi di Fagnano (1682-1766) publicou no Giornali dei
Letterati d’Italia uma série de artigos sobre a retificagdo de certas curvas (elipse, hipérbole,
cicléide e lemniscata) estudadas pelos irmaos James e John Bernoulli, nos quais demonstrou
que a retificagao das mesmas nao poderia ser feita por meio de fungoes elementares, e sim
através das integrais elipticas. E Leonhard Euler (1707-1783) mais tarde desenvolveria o

trabalho de Fagnano, obtendo o teorema da adigao de integrais para a lemniscata.

No final dos anos de 1700, Legendre publicou artigos sobre integrais elipticas, os quais
tratavam de arcos elipticos. Ele apresentou as propriedades bésicas das integrais elipticas
e das funcoes beta e gama. Trabalhou com essas funcoes em suas aplicagoes a Mecanica, a
rotacao da Terra e atracao de elipsdides além de outros problemas. Fez as famosas tabelas

de integrais elipticas as quais foram calculadas por ele mesmo [3].

Ainda segundo [3], Carl Friedrich Gauss (1777-1855) também estudou a fundo as integrais
elipticas. Papeis particulares de Gauss mostram que talvez ja em 1800 ele tivesse descoberto
a dupla periodicidade das fungoes elipticas. Porém s6 em 1827-1828 essa propriedade foi reve-
lada pelo matematico Niels Henrik Abel numa memoria no Journal de Creile. Abel também
escreveu importantes generalizagoes das funcoes elipticas, bem como algumas propriedades

importantes, mas infelizmente este trabalho s6 foi publicado apds a sua morte.

Legendre passara quase quarenta anos estudando as integrais elipticas e desenvolveu mui-
tas féormulas incluindo a classificacao das mesmas. Contudo, o trabalho de Legendre foi
essencialmente despercebido pelos seus contemporaneos até 1827. Nessa época, dois jovens
matematicos, Abel e Jacobi colocaram o assunto em uma nova base que o revolucionaram

completamente.
O que Legendre nao vira, mas Gauss, Abel e Jacobi viram, é que invertendo a relagao

funcional das varidveis na integral eliptica obtemos uma nova fungao. E estas novas fungoes

foram definidas como fungoes elipticas.
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Tao impressionado ficou Jacobi com a simplicidade que resultava da
simples inversao da relacao funcional em integrais elipticas que ele con-
siderava o conselho, “Deve-se sempre inverter” como o segredo do sucesso

na matemética. ([3], p.376).
Jacobi escreveu um tratado classico sobre as funcoes elipticas, de grande importancia
em Fisica-Matematica, pois estas fungoes estao relacionadas com a energia cinética de corpos
rigidos em rotacao. Além disso, Jacobi foi o primeiro matemaético a aplicar as funcoes elipticas

a Teoria dos Numeros, provando o teorema sobre niimeros poligonais de Fermat.

1.3 Formas Canodnicas das Integrais Elipticas

Segundo [10] a expressao integral

F(z) e
v P(x)
em que P(zx) representa um polinémio do quarto grau em z, e F'(x) uma funcao algébrica
racional, nao pode ser reduzida a formas normais conhecidas pelo calculo integral. A sua
redugao origina trés novas formas que, quando da impossibilidade de mais simples expressao,
se calculam numericamente. Chamam-se integrais elipticas esses trés termos de reducao que

também sdao chamadas formas canonicas.

Legendre demonstrou o fato de que todas as integrais elipticas podem ser reduzidas a

formas canonicas. A integral eliptica de primeira ordem é definida como:

(1.1)

r 1
0= | e

A integral eliptica de segunda ordem é definida por:

.
E(z, k) / N tQ)dt (1.2)

A integral eliptica de terceira ordem é determinada por:

1

(z,n, k) = /0 (1+ ntg)\/(l — k22)(1 — t2)dt




Breve Historia 11

A transformagao = = sen(v)) converte as integrais elipticas de uma forma algébrica para
uma forma trigonométrica. Neste trabalho estaremos interessados apenas em calcular as
integrais elipticas completas de primeira e segunda ordem simbolizadas por K (k) e E(k),

respectivamente, e definidas trigonometricamente como:

2 1
Kk = /0 1 — k2sen?(¢) @ (14

_E(k)::jgz\/1——k2aﬂﬁ(¢)d¢ (1.5)

As quais sao particularidades das integrais elipticas

v 1
Fl k) = /0 1 — k2sen?(¢) @ (16)

]
MWMZA = i2sen®(9)do (1.7)

As quais sao funcgoes de dois argumentos: a amplitude ¥ e o médulo k£ e limitadas por
0<k<1le-—% <% <7. Demodo andlogo ¢ possivel escrever a integral eliptica completa

de terceira ordem de Legendre como:

v 1
(¢, n, k) = d )
W ) /0 (1 —nsen?(¢p))\/1 — k%sen?(¢) ¢ 18

Estas trés formas de integrais elipticas assim como suas redugoes a esses termos, encontram-

se em [10].
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Funcoes Elipticas de Jacobi

As funcoes elipticas de Jacobi sao definidas como as inversas da integral eliptica de primeira

ordem. Assim chamamos a equagao (1.1) de:

* 1
‘e /0 Nk 21)

Temos que u é uma fungao de x, isto é, u = f(z), e Jacobi observou que invertendo a

relacao funcional entre v e z, obtém uma funcao mais interessante e 1util,
1
z=f"(u)

A integral (2.1) é definida em (1.6) também como:

v 1
‘e /0 1 — k2sen?(¢) d (22)

onde 1 é chamado de amplitude correspondente ao argumento u e escrito como
Y =am(u, k) = am u,
denotado assim por Jacobi.

Veremos que as funcgoes elipticas reduzem-se as funcgoes circulares quando k£ = 0 e as

funcoes hiperbdlicas quando k = 1, considerados casos degenerados destas fungoes.

Primeiramente vamos explorar esta idéia para funcoes circulares.
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2.1 Funcoes Circulares

Delinearemos as propriedades das funcoes elipticas quando estas se reduzem ao circulo.

Coloque em (2.1) k = 0 e teremos:

r 1
u(z) = /0 Nl (2.3)

Note que em [1], do teorema sobre as derivadas das fungoes trigonométricas inversas

N

Suponha que o limite superior da integral da equacao (2.3) = € R e esteja no intervalo

obtemos a integral indefinida dt conhecida como sendo arcsen(t).

(—1,1). Usaremos agora algumas ferramentas classicas do Célculo Diferencial e Integral. O

leitor interessado pode consultar a referéncia [1]. Assim,

1 1 .
lim u(x) = —dt = arcsen(l) — arcsen(0) = — 24
e
i ) = [ Lt = aresen 1) — aresen(0) = -
im wu(z) = ———dt = arcsen(—1) — arcsen(0) = ——
-1t 0 (1—1¢2) 2

e supondo V1 — ¢2 > 0, temos o integrando positivo e a derivada de (2.3) também positiva e

desta forma, caracterizamos u(x) como estritamente crescente.

T T

Assim, a equagao (2.3) define u como uma fungao x que varia de —5 a5 enquanto

varia de -1 até 1. De modo que u é uma funcdo impar de z. De fato, no lugar de (2.3)
podemos colocar:

u = arcsen(x) (2.5)

Pelo teorema da funcao inversa, a mesma equacao define x como uma funcao de u que

T T
varia de -1 a 1 enquanto u varia de 5 a5 Logo, = é uma funcao impar de u, denotada

por:

xr = sen(u) (2.6)
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Também definimos cos(u) como sendo a relagao:
cos(u) = /1 — sen?(u) (2.7)

Note que a raiz quadrada é positiva para todo —F < u < 7, de modo que cos(u) é uma

fungao par. De (2.7) segue a identidade muito conhecida da trigonometria:
sen?(u) + cos®(u) = 1 (2.8)

Estas definigdes nos fornecem u = 0 quando x = 0 e, como ja visto em (2.4) quando

z =1, u= 2. Em particular, note que sen(0) =0, cos(0) =1, sen (3) =1 e cos (3) = 0.

2.1.1 Derivadas

As derivadas de sen(u) e cos(u) sdo dadas por:

d

@sen(u) = cos(u) (2.9)
d
@COS(U) — —Sen(u) (210)

Para provar (2.9), veja que, fazendo a diferenciagdo em (2.3) ficamos com

du 1
dr /1 — a2

e pelo teorema da derivada da inversa, temos

d dx
JE— _ — = — 2 — — 2 et
dusen(u) T V1 =22 = /1 — sen?(u) = cos(u),

o que prova (2.9).

E para provar (2.10), diferenciando (2.8) ficamos com:

2sen(u)cos(u) + QCos(u)%cos(u) =0& @cos(u) = —sen(u)

e obtemos assim a equagao (2.10).
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2.1.2 Expansoes de sen(u) e cos(u) em poténcias de u

Por diferenciacao repetida e substituicao nas séries de Maclaurin, podemos encontrar as

expansoes de sen(u) e cos(u) em poténcias de u.

Expansao da fungao sen(u) em séries de Taylor em torno de u =0

Calculo da funcao sen(u) e suas derivadas em u = 0:

flw) = sen(u) f(0) = sen(0) = 0
f'(u) = cos(u) f () = cos(0) = 1
f"(w) = —sen(u) f'(0) = —sen(0) = 0
f"(u) = —cos(u) f7(0) = —cos(0) = -1
D) = sen(u) f@0) =  sen(0) = 0

As derivadas da funcao sen(u) sao ciclicas, de modo que
FOu) = f(u)

FO(u) = f'(u)

e assim por diante.

Substituindo na expressao geral para a série de Taylor, resulta:
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Expansao da fungao cos(u) em séries de Taylor em torno de u = 0.

Calculo da fungao cos(u) e suas derivadas em u = 0:

flu) = cos(u) f(0) = cos(0) = 1
f'(u) = —sen(u) f'(0) = —sen(0) = 0
f"(u) = —cos(u) f'(0) = —cos(0) = -1

f"(u) = sen(u) f"0) = sen(0) = 0
f@Du) = cos(u) fH0) = cos(0) = 1

Observar que, como no caso da fungao sen(u), as derivadas da fungao cos(u) sao repetitivas

a partir da 4% derivada. Substituindo na expressao geral para a série de Taylor, resulta:

0o
u2 U,4 ’LL6 2n

L, U
cos(u) =1— §+ i a—l— = ;(—1) )l para todo u

2.1.3 Foérmulas da adicao
As férmulas da adicio de arcos sen(w) e cos(u) sio:
sen(u +v) = sen(w) cos(v) + cos(u)sen(v) (2.11)
cos(u +v) = cos(u)cos(v) — sen(u)sen(v) (2.12)

Segundo [4] provaremos a férmula da adigao para (2.11):

Estando u, v e (u 4 v) entre —5 e 7 e considerando

z = sen(u)cos(v) + cos(u)sen(v),

diferenciando parcialmente temos:

0z
Ev cos(u)cos(v) — sen(u)sen(v)
0z
ov

= —sen(u)sen(v) + cos(u)cos(v)
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0z 0z
Entdo, — = — e podemos fazer z = F'(u + v), portanto

ou Ov

F(u+v) = sen(u)cos(v) + cos(u)sen(v)

onde F(u + v) denota alguma funcao de u + v.

Se colocarmos v = 0 temos F(u) = sen(u), e como F' e sen(u) sdo fungdes de mesmo

dominio, consequentemente F'(u + v) = sen(u + v) provando assim a equagao (2.11).

Para provar (2.12), basta tomar a equagao (2.11) juntamente com a equagao (2.7) que

teremos o esperado.

2.1.4 Expansao da definicao de sen(u) para todos os valores reais

de u

™

%, mas podemos definir sen(u) para todos

Até aqui u foi restrito ao intervalo —§ < u <

os valores de u. Uma maneira de fazer isto é fornecida pela formula da adi¢ao, que pode ser

us

considerado como valido para todos os valores de u e v. Assim, se colocarmos u = u; e v =

em (2.11) obtemos:

m 7r 7T
sen (u1 + 5) = sen(uy) cos <§) + sen (5) cos(uq),

novamente fazendo nessa formula u = u; + 7, ela pode ser reescrita como
T
sen(u) = cos (u — 5)

que define sen(u) quando 7 < w < 7. Dessa mesma forma podemos estender o intervalo

dentro do qual sen(u) é definida de forma a incluir todos os valores reais de u.
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2.1.5 Aplicagao: Calculo da area de uma elipse usando funcgoes

circulares
2 g2
Exemplo 2.1.1. Encontre a drea limitada pela elzpse -+ i 1.
Solugao: Resolvendo a equacao da elipse para y, temos:
yz
2 =1-— <:> y=- :l: — a2

Como a elipse é simétrica em relagao a ambos os eixos, a area total A é quatro vezes a area
b
do primeiro quadrante. Entao a parte da elipse no primeiro quadrante é: y = —va? — x2,
a
com 0 < x < a. Assim,
1 ‘b 5
-A= —Va? — x2dx
4 0 a
portanto,

A= 4><—/ va? — x2dx

a

Para avaliar essa integral fazemos = = asen(f) e dxr = acos(f)df. Veja que: se x = 0,

sen(f) = 0, logo 6 = 0 ¢; se x = a, sen(f) = 1, logo § = 5. Temos

/ Va2 — a2sen?(f) (acos()) df = 4ab / : cos®(6)de,

0
1 + cos(20)

mas, cos*(f) = 5

e, substituindo, temos:

us

A= 2ab/2 (1 + cos(26))d8
0
Assim, o valor desta integral definida é:

A = 2ab|0+

0

— 2ab (g + Sezﬁ)) = (0+ Sen;o))} ,

A = abrw

e obtemos
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2.2 Funcoes Hiperbdlicas

Delinearemos as propriedades das funcgoes elipticas quando estas se reduzem a hipérbole.

Considere z € (—1,1). Fazendo k = 1 na equagao (2.1) teremos

v 1 o1
u(z) = /0 NI 752)dt logo, u(z) = /0 mdt, (2.13)

Suponha (1 —t*) > 0. Em [1] temos pelo Célculo Integral que /

dt é conhecida

1 —¢2
como arctgh(t) se |t| < 1.

Note que se x — 1~ temos:

o1
lim u(z) = lim Sdt = +00, (2.14)
Tz—1~ z—=17 Jo 1—
se . — —17 temos:
. ) o1
lim wu(z)= lim dt = —oc0
z——11 z——1% Jq 1—1¢2

A equagao (2.13) define u como uma func¢do impar de x que, uma vez que o integrando é

positivo e varia de —oco a oo enquanto x varia de -1 a 1. Assim, podemos denotar:
u = arctgh(x)

Inversamente, a mesma equagao define x como uma funcao impar de u que varia de -1

até 1 enquanto u varia de —oo a co. Sendo assim:
xr = tgh(u) (le-se: tangente hiperbdlica de u). (2.15)

As fungoes hiperbdlicas podem ser expressas em termos de e*, assim como as fungoes hi-
perbdlicas inversas podem ser expressas em termos dos logaritmos naturais. De fato, podemos

expressar (2.13) como:

1
u==In
2

1+z
11—z

se u # 1.




Fungoes Elipticas de Jacobi 20

Definimos sech(u) como sendo a relagao:
sech(u) = /1 — tgh?(u). (2.16)

Note que a raiz quadrada é positiva para todo u de modo que sech(u) é uma fungao par.

De (2.16) segue a identidade hiperbdlica:

sech?®(u) = 1 — tgh*(u) (2.17)

Como visto em (2.15), u — oo quando z — 1 e estas defini¢oes nos fornecem também,

u — 0 quando = — 0.

2.2.1 Outras Funcoes Hiperbdlicas

As fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbdlicas sao definidas da seguinte

forma:

tgh(u) = cosh(a) (2.18)

cotgh(u) = SZZ};LEZ)) (2.19)
1

sech(u) = cosh(a) (2.20)

cossech(u) = sen}l(u) (2.21)

2.2.2 Identidades Hiperbdlicas Fundamentais

As funcoes hiperbdlicas, similares as fungoes trigonométricas, satisfazem também outras

trés identidades fundamentais além da equacao (2.17):

cosh?(u) — senh?(u) = 1 (2.22)
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tgh(u) = m (2.23)
cotgh®(u) — cossech?(u) = 1 (2.24)

Para provar a identidade (2.22) basta substituir em (2.17) as definigdes (2.18) e (2.20). A
identidade (2.23) segue imediatamente das definigdes (2.18) e (2.19). E a demonstracao de
(2.24) segue de (2.19) e de (2.21).

Analogia entre a Identidade Trigonométrica Fundamental e a Hiperbdlica

Conforme [1] faremos uma analogia da identidade hiperbdlica (2.22) com a identidade tri-

gonométrica fundamental.

No circulo unitdrio 2% 4+ y? = 1 escrevemos = = cos(u) e y = sen(u), com 0 < u < 27,

visto na figura abaixo:

. (cos(u), sen(iz))

/ ‘\
/ /
,/

Figura 2.1: 22 + y* = cos?(u) + sen?(u) = 1

Entao 2% +y? = cos?(u) +sem?*(u) = 1 e como 0 < u < 27 interpretamos u como o angulo
que vai do eixo x positivo até o ponto (cos(u),sen(u)). Assim, as equagOes paramétricas

x = cosh(u) e y = senh(u), com —oo < u < 0o e x = cosh(u) > 0, representa uma parte da
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curva z2 — %> = 1 que podemos escrever:

2 — y? = cosh*(u) — senh?(u) = 1

conforme a figura abaixo da curva denominada hipérbole unitaria.

(cosh{u) senh(u))

Figura 2.2: 22 — y? = cosh*(u) — senh*(u) = 1

Os valores funcionais de senh e cosh tém a mesma relacao com a hipérbole unitaria que
os valores de sen e cos tem com o circulo unitario. Entao, como sen e cos sao chamados de

funcoes circulares, senh e cosh sao chamados de fungoes hiperbdlicas.

2.2.3 Derivadas

As derivadas de tgh(u), sech(u), senh(u) e cosh(u) sdo:

%tgh(u) = sech?(u) (2.25)
d
@sech(u) = —tgh(u)sech(u) (2.26)
isenh(u) = cosh(u) (2.27)

du
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d

@cosh(u) = senh(u) (2.28)
. du 1

Para provar (2.25), derivamos (2.13) e ficamos com w1 2 consequentemente
x -

d dz
—tgh(u) = — =1 —a2% =1 —tgh?
Totgh(u) = - x gh™(u)

e substituimos (2.17), obtendo (2.25).

A fim de provar (2.26), deriva-se (2.17) e teremos:

2360h(u)disech(u) = —2tgh(u)ditgh(u),
u u

e substituindo (2.25) fica:

d
2$ech(u)@sech(u) = —2tgh(u)sech?(u),

assim,
B 2tgh(u)sech?(u)
2sech(u)

@sech(u) =

e obtemos (2.26).

Para provar (2.27): De (2.24) temos cossech(u) = y/cotgh?(u) — 1, de (2.23) trocamos
1
cotgh?(u) por ———— e ficando

tgh?(u)
1 —tgh?
cossech(u) = 7fgh+(u()U)’
que de (2.17) ficamos com
h
cossech(u) = S:gch((;))
e substituimos em (2.21) ficando com:
tgh(u)
h =
senh(u) sech(u)

Derivando esta tultima expressao, pela regra do quociente, temos:



Fungoes Elipticas de Jacobi 24

sech(u)sech®(u) — tgh(u)(—tgh(u)sech(u))
sech?(u)

@senh(u) =

sech?(u) + tgh*(u)
sech(u)

1
sech(u)

e por (2.20) obtemos (2.27).

Prova de (2.28): A partir de (2.22) temos cosh(u) = /1 + senh?(u). E derivando esta

expressao, ficamos com:

d d 2senh(u)cosh(u)
—_ = — 2 = — = —
o cosh(u) TV 1 + senh?(u) senh(u)

24/1 + senh?(u)

2.2.4 Foérmulas da Adicao

Outras identidades, tais como as func¢oes hiperbdlicas da soma de dois nimeros sao simi-

lares as identidades trigonométricas correspondentes. Sao elas:
senh(u 4+ v) = senh(u)cosh(v) + cosh(u)senh(v)
cosh(u + v) = cosh(u)cosh(v) + senh(u)senh(v)

Suas demonstragoes também podem ser feitas de forma analoga as trigonométricas cor-

respondentes.

2.3 Funcoes Elipticas de Jacobi

As fungdes elipticas de Jacobi s@o definidas na equacdo (2.1) para k e x € R, com

k€ (0,1), com x € [-1,1] e para /(1 — k22)(1 — #2) > 0.

Veja que, em (2.1) temos:

dt = K (k) (2.29)

lim wu(z

! 1
z—1- )= /0 \/(1 — k22)(1 — ¢2)
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Assim, a equacao (2.1) define u como uma fungao impar de x que, uma vez que o inte-
grando é positivo, varia de 0 para K enquanto z varia de 0 a 1. Esta fun¢ao foi denominada
inicialmente por Jacobi como:

u = arcsen am(r)

E segundo [5], Christoph Gudermann (1798 - 1852) propoés escrever:

u = arcsn(z) (2.30)

Inversamente, a mesma equacao define x como uma funcao impar de u que varia de 0
a 1, enquanto u varia de 0 a K. Esta fungao foi denominada por Jacobi como sen am(u)
(le-se: “seno amplitude de u”). E como proposto por Gudermann, escrevemos sn(u) (16-se:

“senoidal de u”) de modo que podemos colocar:
xr = sn(u) (2.31)

As fungoes cn(u) (16-se: “cnoidal de u”) e dn(u) (1é-se: “dnoidal de u”) que foram inicial-
mente chamadas por Jacobi de cos am(u) e § am(u), respectivamentepodem, e sao definidas

pelas equagoes:

en(u) = /1 — sn?(u) (2.32)

dn(u) = /1 — k?sn?(u) (2.33)

Assim, sn(u), en(u) e dn(u) sdo chamadas fungoes elipticas devido a conexao das fungdes
com a elipse. E sao chamadas funcoes elipticas de Jacobi porque foram utilizadas por Jacobi

em seus estudos sobre fungoes de duplo periodo.

A fungao sn(u) é considerada um “tipo”’de fungao seno e cn(u) e dn(u) sdo “tipos”de
fungao cosseno. As fungoes circulares sao periédicas simples e as fungoes sn(u), cn(u) e
dn(u) sao de duplo periodo, sendo um periodo real e outro imaginédrio. Nosso enfoque neste

trabalho é com o argumento real.
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O ntumero u é chamado de argumento das funcoes elipticas de Jacobi. O argumento u
¢ uma variavel independente, mas no caso das funcoes circulares, este seria o angulo 6 no

limite quando £ — 0, quando a elipse tornar-se um circulo.

Note que em (2.1), u = 0 quando = 0 e como visto em (2.29), u = K quando x = 1

temos, em particular:

u | sn(u) | en(u) | dn(u)

0 0 1 1
K 1 0 K

Tabela 2.1: Valores de sn, cn e dn parau=0e¢ u =K

O namero k é chamado de parametro ou de médulo destas fungoes. Geralmente, omite-se
o médulo k e escreve-se sn(u) = sn(u, k), usando k somente quando se quer evidencié-lo.

Baseado na tabela (2.1) e em (2.33) encontramos
K= V1— k2,

entao,

B+ (k) =1 (2.34)

assim k‘ é chamado de moédulo complementar.

2.3.1 Identidades

Encontramos relagoes entre as fungoes elipticas similares as encontradas na trigonometria.

Sao elas:
sn?(u) + cen?(u) =1 (2.35)
dn*(u) + k*sn*(u) = 1 (2.36)
dn*(u) = kK*en®(u) + (K')? (2.37)

en®(u) + (K')?sn*(u) = dn®(u) (2.38)
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Provas de (2.35) e (2.36): Da equagao (2.32) segue a identidade (2.35). E da equagao
(2.33) segue a identidade (2.36).
Prova de (2.37): Colocando (2.35) em (2.36) ficamos com:
dn®(u) + k* — kK*en’(u) = 1,

isto é,

dn*(u) = —k*cn*(u) + 1 — k?

e substituindo nesta expressao (2.34) obtemos a identidade (2.37).

Prova de (2.38):

Na equagao (2.37) substituimos (2.34) e ficamos com
dn®(u) = en®(u) — (K')%en®(u) + (K')?,

entao, usando a (2.35) obtemos a identidade (2.38).

2.3.2 Outras Funcoes Elipticas Jacobianas

As outras nove fungoes elipticas jacobianas sao definidas a partir da notacao de J. W. L.
Glaisher (1848-1928). Elas sao definidas com os quocientes das fungoes elipticas de Jacobi,

como indicadas em [8]:

1 sd(u) — sn(u) sc(u) = on(u)
ns(u) = sn(u) d(u) dn(u) (u) cn(u)
_ 1 cs(u) = enlu) catu) = ot
ne(u) = en () (u) sn(u) d(u) dn(u)
it = st = 22 delu) = 220
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2.3.3 Derivadas

As derivadas das fungoes sn(u), en(u) e dn(u) sdo dadas por:

i)
%Sn(u) = cn(u)dn(u) (2.39)
ii)
%cn(u) = —sn(u)dn(u) (2.40)
iii)
d 2
@dn(u) = —k*sn(u)cn(u) (2.41)

Prova de (2.39): Sabemos que z = sn(u) e de (2.1) temos que:

du 1 dx
— = e portanto — = 1 —k222)(1 — 22
T = e e g, = VIR )

e de (2.32) e (2.33) segue (2.39).

Prova de (2.40): Pelas regras da diferencia¢ao temos:

icn(u) = %\/ 1 —sn?(u) = 2sn(u)dn(u)en(v) = —sn(u)dn(u)

du 2/1 — sn?(u)

Prova de (2.41):

diidn(u) = iu 1 — k2sn?(u)
2k?sn(u)dn(u)cn(u)

2¢/1 — k2sn?(u)

_ _ Ksn(u)dn(u)cn(u) — _Rsn(wen(u)

dn(u)
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2.3.4 Expansao em Séries de Poténcias de u.

As expansoes de sn(u), en(u) e dn(u) em poténcias de u sdo as seguintes:

(1+k)u® (1 + 14k + EY)u®

sn(u) =u — i + o + ... (2.42)
u? (1 + 4k%)ut

en(u) =1 — ETER R TR (2.43)
2,2 (44 E2)yd

dn(u) =1 — k; 4 +4]T e (2.44)

Demonstracao: Iremos fazer a demonstragao de (2.42).

Calculando as derivadas sucessivas de sn(u) temos:

Lonw) = en(udn(u)

%8"(@ — —sn(wdn2(u) — Ksn(u)en?(u)

%sn(u) = —cn(u)dn®(u) + 2k2dn(u)sn2(u) — k2dn(u)en® (u)+
+2k2sn?(w)dn (u)cn(u)

%sn(u) = sn(u)dni(u) + 3k%cn?(uw)dn(u)sn(u) — 2k*sn3(w)en®(u)+

+4kZsn(u)dn®(u)en?(u) — 2k2dn®(u)sn®(u) + k*en*(u)sn(u)+
+3k%cn(u)sn(u)dn?(u) — 2k*sn?(u)en?(u) + 4k*sn(u)dn?(u)cen?(u)—
—2k%sn3(u)dn?(u)

Para reduzirmos o trabalho e o tamanho das expressoes, na derivada quinta apenas nos
interessa os termos em que sn(u) nao figuram, pois quando substituirmos v = 0 sabemos
que tais termos irao zerar. Portanto, faz sentido derivarmos na expressao acima apenas os

termos em que sn(u) aparecem com poténcia um. Assim:
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%sn(u) = sn(u)dn*(u) + 3k%cn®(u)dn(u)sn(u) + 4k*sn(u)dn?(u)cn®(u)+
+ktent(u)sn(u) + 3k2en(u)sn(u)dn?(u) + 4k?sn(u)dn®(u)en?(u)+
+en(u)dn®(u) — 4k?sn?(u)en(uw)dn(u) — 6k%sn?(u)en(u)dn?(u)—
—3ken?(u)sn?(u) + 3k?cn(u)dn?(u) + 4k*cnd(u)dn®(u)—
—8k*sn?(u)dn(u)cn®(u) — 8k?sn?(u)dn®(u)en(u) — 4k*en(w)sn?(u)dn(u)+
+kien® (w)dn(u) — 3k*sn?(u)dn(u) + 3k*en®(u)dn®(u)—
—6k*en?(u)sn?(u)dn(u) + 4k*en®(u)dn®(u) — 8k*en?(u)sn(u)dn(u)—

(
—8k%sn?(u)dn®(u)cn(u).

Fazendo u = 0, conforme quadro (1) em 2.3., substituindo na série de Maclaurin obtemos

(2.42). 0

As séries de potencias podem ter quantos termos queiramos e podemos ver em [7] que estas
séries avancam até quinze termos. Poucos sao os detalhes conhecidos sobre tais expansoes e

que, ao que parece, nao ha nenhuma férmula de recorréncia para tais coeficientes.

2.3.5 Foérmulas da Adicao

As férmulas da Adicao para as fungoes elipticas sn(u), cn(u) e dn(u) sao:

sn(u)en(uw)dn(u) + sn(v)en(v)dn(v)

sn(u+v) = 1 — k2sn?(u)sn?(v) (2.45)

ii)
en(u+v) = Cn(u)cn(f )__kjgég()j;ls(g Ei:)(u)dn(v) (2.46)

iii)
dn(u + v) = dn(u)dn(u) — k*sn(u)sn(v)en(u)en(v) (2.47)

1 — k2sn?(u)sn?(v)

Provas conforme [4]

Prova de (2.45):
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Colocamos por brevidade, s1 = sn(u), sy = sn(v), ¢; = cn(u), ca = en(v), di = dn(u),

dy = dn(v) e A =1 — k?sn?(u)sn?(v). Também colocaremos:

,_ (s10ads Z s2¢1d1) (2.48)

Entao, por diferenciagdo parcial em relagdo a u, conseguimos em (2.48) pela regra do

quociente:

0z Alcidicads) + (s1Cod2)(2k*s1c1d153) — A(K2c2s981 + s159d%) + (s9c1dy)(2k2s1c1dy53)
ou A2

Desse modo,

0z
%A2 = A [(cldlcng) — Slsg(d% —+ kQC%)] + (2k’281€1d183)(81C2d2 + 8201d1>

= (c1dicads) (A + 2k?s2s3) — 5189 [A(d3 + Kk2c3) — (2k2s3c¢2d?))]
= (crdicody) (A + 2k?s3s3 + k%s2s2) — s189[Ad2 + A(K*c?)—

—(k?s3cid?) — (k?s5cidi)].
Lembrando que A = 1 — k?s2s2, entdo: A + k?s?s2 = 1. Assim temos:

0z
8_UA2 (crdicads) (1 4 k?sis3) — s180 [di (A — k?s3e}) + kP (A — s3d})]

Sabendo ainda que:

e de (2.35) e (2.36) teremos s? + ¢? = 1, assim como d3 + k*s3 = 1. E ainda temos:

A—s3di =1—k*s3s3 — sad> =1 — s3(k*s7 +d3) =

z
Entao, substituindo na iltima expressao de 8_A2 ficamos:
U

0
a—zA = Cld1C2d2(1 + k282 ) 5182<d%d§ + kQCicg)
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) 0z
Vemos assim que — é simétrico em u e v, e ja que z também é simétrico, segue que

u
0z i 0z . i . i .. 0z 0z
— serda o mesmo como —. Por isso, z satisfaz a equagao diferencial parcial — = —.
v ou ou v

Consequentemente, z = f(u+wv), onde f(u+v) indica alguma funcdo de u+ v, e, por (2.48),

temos:

(51C2d2) + <8261d1>
A

flu+v) =

Colocando v = 0 teremos f(u) = sn(u), e deste modo f(u + v) = sn(u + v), o que prova
(2.45).
Prova de (2.46):

Por (2.35) e (2.45) temos:

en*(u+v) = 1—sn*(u+v)

(s1cads + 8201d1)2
(1 st

- 1-

(1 — ]{725%83)2 — (8102d2 + 8261d1)2
(1= ks

Colocamos do lado direito do numerador (1 — k%s?s2)? = (2 + s2d3)(c3 + s3d?), entdo a

expressao se reduz para:
2
(0162 - 5152d1d2)

A= F37

e ao assumir as raizes quadradas de ambos os lados e removendo a ambiguidade de sinal

en*(u+v) =

colocando v = 0, deduz-se (2.46).

Prova de (2.47):

Por (2.36) e (2.45) temos:
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dn®(u + v)

= 1-k*sn*(u+v)

k2 (3102d2 + 5201d1)2

(1 — k2s?s3)’

(1 — k%s252)2 — k2 (s1codo + soc1d)?
(1~ RSP

No lado direito do numerador substituimos:

(1= K*s7s)” = (di + K*s1c5)(d5 + K s5c1),

e depois de feita uma pequena reducao obtém-se (2.47).

Considerando as férmulas da adicdo podemos ver que, se tomarmos k = 0 em (2.45)

obtemos:

sn(u)en(v)dn(v) + sn(v)en(u)dn(u)
1-0

= sn(u)en(v)dn(v) + sn(v)en(u)dn(u)

vemos que em k = 0, temos sn(u) = sen(u), cn(u) = cos(u) e dn(u) = 1, ficamos com:

sn(u+v)

Também em (2.46) e (2.47)

en(u +v)

= sn(u)en(v)dn(v) + sn(v)en(u)dn(u)

= sen(u)cos(v) + sen(v)cos(u)

= sen(u+v)
obtemos:

en(u)en(v) — sn(u)dn(v)sn(v)dn(v)
1 — k2sn?(u)sn?(v)

= cn(u)en(v) — sn(u)sn(v)

= cos(u+v)



Fungoes Elipticas de Jacobi 34

e dn(u+v) =1.

Vemos, desta forma, que estas funcoes dependem também do parametro k.

2.3.6 Expansoes das definicoes de sn(u), cn(u) e dn(u) para todos
os valores reais de u e periodicidade
As férmulas da adicao podem ser usadas para estender as definicoes das funcoes elipticas

para valores de u além do alcance —K < u < K. Verificaremos que as fungoes continuam

satisfazendo as mesmas identidades como quando fora do intervalo restrito [4].

Colocando v = K em (2.45) e usando a tabela (2.1), obtemos:

_sn(u)en(K)dn(K) + sn(K)cn(u)dn(u) — en(u)dn(u) — cn(u)
sn(u+ K) = 1 — k2sn?(u)sn(K)  dn2(uw)  dn(u)

Também em (2.46) ficamos com:

_en(u)en(K) — sn(u)sn(K)dn(u)dn(K)  K'sn(u)dn(u)  K'sn(u)
en(u+ &) = 1 — k2sn?(u)sn(K) T dn?2(w) dn(w)

E também em (2.47) teremos:

dn(u)dn(K) — k*sn(u)sn(K)en(u)en(K)  K'dn(u) K

1 — k2sn?(u)sn(K) T dn2(u)  dn(uw)

dn(u+ K) =
Ao colocar u = K veremos que
sn(2K) =0, cn(2K)=—-1,dn(2K) =1 (2.49)
Assim como, ao colocar v = 2K em (2.45), (2.46) e (2.47) e usando (2.49) ficamos com:
sn(u+2K) = —sn(u) (2.50)

en(u+2K) = —en(u) (2.51)

dn(u +2K) = dn(u) (2.52)
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De (2.52) vemos que dn(u) é uma fungao periddica, com periodo 2K. E de (2.50) e (2.51)

recolocamos u por u + 2K, assim teremos:

sn(u+4K) = sn(u)

en(u+4K) = en(u)

E vemos que sn(u) e en(u) também sao fungoes periddicas, com periodo 4K. Como

mostra o grafico abaixo:

Y P oo f

&
R

AT TN

[e000 anfiy0,5) cn(0,5) |

Figura 2.3: Grafico de sn(u;0,5) e en(u;0,5)

Veja que nestas fungoes, como caracteristica distintiva, seu periodo nao é um nimero
absoluto, como nas trigonométricas, pois conforme K varie o periodo dependerd do valor do
moédulo. Outra diferenga é que essas fungoes sao duplamente periddicas, pois tém, além do

periodo 4K, um segundo periodo imaginério, o qual nao é foco de estudo neste trabalho.
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2.3.7 Graficos

Os gréficos das fungoes sn(u), en(u) e dn(u) podem ser esbogados para todos os valores
reais de u. Indicaremos alguns gréficos' tanto para valores positivos, quanto para valores
negativos de u. E para lembrar que sn(u) ¢ uma funcdo fmpar e que en(u) e dn(u) sio

funcgoes pares.

As figuras (2.4) a (2.6), apresentam as trés fungoes elipticas jacobianas quando fazemos

o parametro k = 0.

Figura 2.4: sn(u;0) = sen(u)

-0,5

Figura 2.5: cn(u;0) = cos(u)

!Construidos através do aplicativo maple 13
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0, -

0,6 -

Figura 2.6: dn(u;0) =1

Em concordancia com a teoria dessas fungoes, vemos que para k = 0, temos sn(u,0) =
sen(u), en(u,0) = cos(u) e dn(u,0) = 1. As duas primeiras fungdes se degeneram nas conhe-

cidas fungoes trigonométricas e dn(u,0) é constante.

As figuras (2.7) a (2.9), apresentam as trés fungoes elipticas jacobianas quando fazemos

o parametro k = 1.

0,5

Figura 2.7: sn(u; 1) = tgh(u)
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S
|
(5
o
b

Figura 2.9: dn(u;1) = sech(u)

Note que para k = 1 temossn(u, 1) = tgh(u), en(u,1) = dn(u,1) = sech(u), isto é, elas

se degeneram nas conhecidas fung¢oes hiperbdlicas.

As figuras (2.10) a (2.12), apresentam as fungdes elipticas jacobianas sn(u), cn(u) e dn(u)
quando fazemos o parametro k = 0,5 e k = 0, 8. Nestes graficos, a linha continua representa

a funcao para k = 0,8 e a linha pontilhada para k = 0, 5.
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sn{w,0,8) |

sn{w,0,5)

Figura 2.10: sn(u;0.5) e sn(u;0,8)

cniu;0,8) |

|° eee cniwll5)

Figura 2.11: cn(u;0.5) e en(u;0,8)

dn(,08)]

| 2000 n(u0,5)

Figura 2.12: dn(u;0.5) e dn(u;0,8)
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Tome o cuidado de nao considerar os graficos de sn(u) e cn(u) um como meramente o
deslocamento do outro, eles nao tém os mesmos formatos.

Para visualizar graficos das outras nove fungoes elipticas jacobianas veja em [8].

2.3.8 Integrais Elipticas

Como ja sabemos, originalmente o nome “integral eliptica”foi devido ao problema de re-
tificar a elipse e essa dependia de uma integral expressa por uma das trés formas canonicas

ja vistas em (1.1), (1.2) e (1.3). Veremos tal problema adiante
Se colocarmos = = sen(¢) e tomarmos o limite inferior de integragao para ser zero, essas
integrais tomam a forma como em (1.6), (1.7) e (1.8). Além disso, se colocarmos
sn(u) = x = sen(),

elas tomam as formas:

F(¢, k) =u (2.53)
B(o,k) = Bu) = /0 " i (u)du (2.54)
(¢, n, k) = /Ou mdu (2.55)

Neste trabalho aplicaremos exemplos em que as formas integradas envolvem (2.53) ou
(2.54), ou melhor, integrais estritamente elipticas, que podem ser expressas em termos de

integrais de primeira ou de segunda ordem.
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Vejamos alguns exemplos de integrais em que os integrandos sao fungoes elipticas.

Exemplo 2.3.1. Calcular/sn(u)du.

Solucao: Esta é uma integral elementar, pois fazendo sn(u) = z, temos que u = arcsn(z) e

1
du = tal que:

V=)= )
/ smfu)du = / N

1
a partir de sua expressao em termos de ¢, fazendo t = 22 implica que z = v/t e do = —=dt

2Vt

ficamos com:

3/ ¢<1—;;t><1_t>dt = oy [VI= = kT

= %log [dn(u) — k cn(u)]

Exemplo 2.3.2. Calcular/cn(u)du.

d
Solugao: De (2.41) temos d—dn(u) = —k*sn(u)en(u)dn(u), e de (2.36) temos
u
k sn(u) = /1 —dn?(u).

Conforme [9] temos sem dificuldade:

/cn(u)du = _i/—kzcn(u)sn(u)du

k2 sn(u)

- L[y L L[

(Se v = dn(u)) a ultima integral é:
1

1
Earcos(v) = Ea'rcos(dn(u)) = Ea'r’csen(k sn(u))
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Exemplo 2.3.3. Calcular/dn(u)du.

d d
Solugao: Podemos fazer /—cn(u) n(u)du = /—(sen(u) de (2.35) e (2.39). Fazendo
en(u) 1 — sn?(u)
v = sn(u) temos que:

/dn(u)du = / ! dv = arcsen(sn(u))

V1—0?
g
Exemplo 2.3.4. Calcular/an(u)du.
1 —dn?
Solugao: De (2.36) temos sn?(u) = k—Z(U)’ sendo assim
1—dn?(u) 1 u— F(u)
[ = el B =
g
Exemplo 2.3.5. Calcular/ch(u)du.
d 2 _ k’/ 2
Solugao: De (2.37) temos: cn?(u) = % entao,
dn?(u) — (K')? 1
/%du = = [/an(u)du— (k/)z/du}
1 "2
= B — ()]
= (K)*u+ E(u)
= e



CapriTULO 3

Aplicacao

3.1 Retificacao de um Arco de Elipse

Vejamos como o conhecimento das integrais elipticas nos ajudam para a obtencao de um

arco de elipse retificado [10].

A
e ~_ N
A N
o .,
d Blb .
/ I - R
— T \

/ T //' Q \ ‘M Ay
[/ d / \\. N
{7 / : Y AN
If f ' } A
I / : \ \

| . N
t +* + + >
-a A || A R |P }a x

I'.'\_ \ ,-’J:'
II". ) . .‘-\\ _,.f'f // .-"II

™ N\ - ;‘I

\ e \\ - /
' T - —
\ o~ —
N - o
\-\\ -~ d
- i} '_.//

Figura 3.1: Elipse com dois circulos concentricos

Conforme a figura (3.1), seja BM = s, o arco que se pretende conhecer, contado a partir
da extremidade B do eixo menor. Sabe-se que, tracados os dois circulos concéntricos com
a elipse, e cujos raios sao os dois semi-eixos a e b, um ponto qualquer da elipse M, tem a
mesma abscissa que o ponto N do circulo exterior, e a mesma ordenada que o ponto ) do

circulo interior dado pela sua interseccao com o raio AN. Temos, portanto, representando
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por x e y as coordenadas de M, e por ¢ o angulo BAN,
x = asen(¢)

y = beos(¢)
Logo,

(ds)* = (dx)*+ (dy)*

= (a®cos*(¢) + b sen?(¢))dg?

= [a*(1 = sen®(¢)) + b*sen?(9)] do?

= [a® — a®sen®(¢) + b*sen?(9)] d¢?

2 _ 12
a—b , .. . . .
Lembrando que — = k* e k é a excentricidade da elipse, pois uma elipse com centro
a

na origem ¢ dada por:

£E2 y2
@ e !

c . b2 , .
Como a excentricidade k = ¢ = — e a® = b*+¢?, entdao € = 1/1 — — onde k é o parametro

a a
das fungoes elipticas. Deste modo, 0 < k£ < 1, quando k = 0 temos a trigonometria ordinéria,
e quando k = 1 temos as fungoes hiperbdlicas, como ja visto. Assim teremos:

ds* = a® [1 — k*sen®(¢)] d¢”,
desse modo,
ds = a\/1 — k2sen?(¢)d¢.

Portanto:

P
s = a/o V1 —k%2sen?(¢)d(¢) (3.1)
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que é a mesma funcao (1.7), podemos entao colocar
s = al(y, k)

Vemos aqui que a retificagao da elipse depende de uma integral eliptica de segunda ordem.

3.2 Comprimento da elipse

Por [4] usando, sem perda de generalidade, uma elipse com centro na origem definida por:

$2 y2
@ et

b2
como a excentricidade k = 1/1 — —, as coordenadas de qualquer ponto pode ser escrito por:
a
x = asen(¢)

y = beos(¢)

s
Se chamarmos de L o perimetro e 1 = 5 usando (3.1) e pela simetria da elipse nos

quatro quadrante, teremos:

[=da / 1= sen?(3)d(o), (3.2)
0
e, portanto:

L =4aE(k),

onde k é a excentricidade.

Por exemplo, tomando os valores de uma integral eliptica completa £ = FE(k), a partir

do aplicativo maple 13 encontramos, aproximadamente:



Aplicagao 46

k E L
0 g 2ma = 6,283185537a
% 1,467462209 | 5,8698488360
% 3 | 1,211056032 4,84424128q
1 1 da

Tabela 3.1: Alguns valores de £ = E(k) e de L.

3.3 Aproximacao para o comprimento da elipse

A integral dada em (3.2) é uma integral eliptica que pode ser expressa em termos de
fungoes elementares. Para obter uma féormula para comprimento da elipse, iremos expandir

o integrando através da série binomial, ou seja,

nin—1z?> nn—1)(n—2)2®
(I4+2)"=1+nx+ ( ) + ( ) ) + ...
2! 3!
1 9 o .
Fazendo n = 3 e x = —k*sen®(¢) nesta expressao, obtemos:

- k*sen?(¢) n klsen'(¢)  k°sen®(¢) (3.3)

(1-— k286n2(¢>)% 5 5 16

I

Substituindo (3.3) em (3.2) e integrando termo a termo, obtemos a férmula aproximada
para calcular o comprimento de uma elipse em funcao de sua excentricidade k e do seu eixo
maior a, isto é,

kK* 3kt BES

L~ar|o— "t 428 2% 3.4
an 5 T 32 T 18 (3.4)
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3.4 Comparacao dos valores para o comprimento da

elipse

Pelas férmulas utilizadas acima que permitem estimar o comprimento L de uma elipse,

fizemos uma tabela comparativa de seus valores:

L L
k | Pela Integral Eliptica (3.2) | Pela Aproximacao (3.4)
0 2arm 2arm
1
3 D, 869848836a 5, 87016098a
% 3 4, 844241284 5, 265772554
1 4a 4,884194829a

Tabela 3.2: Alguns valores para comprimento da elipse
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Consideracoes Finais

Consciente da limitada atencao dada ao estudo das fungoes elipticas de Jacobi no ensino
da matemaética no nosso pais, esta dissertacao sugere uma possivel contribuicao: servir como
fonte de consulta para aqueles que desejam ampliar e dar maior atencao ao assunto. Visto
que quase nao ha literatura sobre este assunto no Brasil, o texto possui uma exposicao extre-
mamente simples, através de uma argumentacao pratica e acima de tudo acessivel. Embora
algumas demonstragoes possam até serem longas, elas utilizam ferramentas usuais da geo-

metria euclidiana e do calculo diferencial e integral.

Este trabalho sugere possiveis amplia¢oes na abordagem do ensino das fungoes especiais.

Tais propostas sao exemplificadas a seguir:

e Efetuar na graduacao, mesmo que de maneira breve e simples, a ligacao entre as trés
funcoes: eliptica, trigonométrica e hiperbédlica. Estas trés fungoes sao descritas normal-
mente sem interligagao, mas elas podem ser objetos de estudo através das inversas das
integrais elipticas. Pois, como vimos, as funcgoes elipticas de Jacobi sao fungoes espe-
ciais chamadas “intermedidrias”, pois podemos obter através do médulo (que depende
da excentricidade da elipse), as referidas fungoes trigonométricas e também as fungoes

hiperbdlicas.

e Efetuar a ligacao existente entre a elipse e as fungoes elipticas. Mostrar que a retificagao
da elipse depende de uma integral eliptica bem como o seu perimetro. Desta maneira
podemos explanar este assunto, mesmo que de forma superficial, para qualquer estu-

dante mais curioso. Pois estes podem perguntar: se calculamos o perimetro do circulo



Consideracoes Finais 49

como podemos calcular este para a elipse?

As funcoes elipticas possuem muitas aplicagoes praticas. Entretanto, neste trabalho calcu-
lamos o comprimento da elipse para alguns valores e para fazer uma comparacao escolhemos
utilizar uma série binomial com apenas quatro termos. Vemos ai a possibilidade de se ex-
pandir a série binomial em mais termos para que a aproximagao seja melhor em relacao a

integral eliptica.

Enfim, este assunto é potencialmente mais amplo que a abordagem mostrada aqui e

muitas outras aplicagoes podem ser exploradas com o estudo das funcoes elipticas de Jacobi.
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