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RESUMO

O presente trabalho tem como principal finalidade apresentar uma proposta pedagdgica para o
ensino de fungbes no Ensino Meédio. Para tanto realizou-se um levantamento bibliogréfico
buscando trabalhos que mostram que o ensino pode ser alcangado relacionando as diferentes
representacfes de funcdo em diversas metodologias de ensino e ressaltando a forma como é
introduzido o conceito de fungdo. Em um primeiro momento, colocou-se as dificuldades no
processo de ensino-aprendizagem das funcdes e discutiu-se suas diferentes representacoes
destacando a importancia que a informatica pode ter nesse processo. O contetdo fungdes foi
escolhido por ser um tema relevante do ensino basico e que os alunos demonstram ter grandes
dificuldades. Foi realizada uma sintese da histéria das funcdes apresentando sua definicdo e
atividades envolvendo fungédo afim e funcdo quadratica com o uso do software GeoGebra,
funcéo inversa e funcdo composta. Foram propostas algumas atividades como a maquina de
calcular, identificacdo de regularidades e graficos das fungbes com auxilio do Google, as
quais poderdo ser utilizadas em sala de aula. Discutiu-se ainda a responsabilidade do
professor no ensino das fungdes, e 0 uso da informatica na escola.

Palavras-chave: funges, dificuldades, ensino-aprendizagem, informatica.



ABSTRACT

This work has as main purpose to present a pedagogical proposal for teaching of functions in
High School. To this end, it was carried out a literature research seeking for works that proved
that the proposed objective can be achieved, relating the different representations in various
teaching methodologies, emphasizing how the concept is introduced. At first, it was presented
the difficulties in the teaching-learning process of functions and discussed their different
representations, high lighting the importance of technology information in this process. The
content of functions was chosen because it is an important issue of basic education and the
students demonstrated great difficulties. Therefore an overview of the history of functions
took place, definition, and activities involving linear function and quadratic function using
GeoGebra software, inverse function and composite function. It was proposed a number of
activities, such as calculating machine, identification of regularities and graphs of functions
with Google support which may be used in the classroom. It was discussed about the teacher’s
responsibility by teaching this content using computers in school.

Keywords: functions, difficulties, teaching-learning, computer.
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1 INTRODUCAO

Neste capitulo introdutdrio apresentam-se as principais motivac¢des que culminaram
na preocupacdo sobre o ensino de fungdes. Inicia-se com uma revisdo bibliogréfica, e em
sequida reflete-se sobre a relevancia do problema, definem-se os objetivos e apresenta-se o

delineamento do texto.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta secdo pretende-se compreender a ocorréncia do processo ensino-aprendizagem
de funcédo através de diversos trabalhos de professores e pesquisadores que serdo citados na
sequéncia.

Alkimim e Paiva (2012) estudaram a transposic¢do didatica numa escola publica do
Ensino Médio e indicaram que ao resgatar o enfoque histérico e modelar situagfes do
cotidiano no estudo do conceito de fungdes, o professor desenvolve o pensamento variacional,
propiciando a construgédo deste conceito e a utilizacdo critica no cotidiano.

Barreto (2007) destacou alguns aspectos no ensino de funcGes que considera
importante de serem desenvolvidos na escola média, sdo eles: a) a natureza algébrica; b) as
diferentes formas de representacéo; c) a aplicacdo a problemas e situacfes da vida e de outras
ciéncias; d) a articulagdo com outros topicos da propria Matematica.

Trindade (1999) fez uma reflexdo sobre a teoria dos obstaculos epistemoldgicos e
sua aplicacdo no processo de formacdo do conceito de funcdo. Buscou identificar e analisar
alguns dos principais problemas, as principais dificuldades e obstaculos a aprendizagem,
propondo algumas atividades pedagdgicas que podem contribuir na superacao dos obstaculos
epistemologicos e promover o raciocinio matematico nesse dominio. O autor indica ainda a
necessidade de propor aos alunos atividades que Ihes permitam desenvolver e/ou adquirir as
noc¢oes ligadas a este conceito, como de correspondéncia, variavel, dependéncia, regularidade
e generalizacdo. Nocdes estas, que sdo basicas para o aprendizado e o dominio dos diferentes
registros de representacao de funcdes.

Costa (2008) verificou o conhecimento do professor sobre o conceito de funcdo com
36 alunos do Curso de Especializacdo em Ensino da Matematica, na disciplina Fun¢des Reais.
Foi aplicado um questionario com dez questdes a todos os participantes e depois de analisar as
respostas, no final do curso realizou uma entrevista com dez desses alunos para rever as

respostas dadas anteriormente que estavam fora das expectativas e corrigi-las caso
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conseguissem identificar o erro. Concluiu que alguns conceitos referentes a fungdo ainda néo
eram dominados por certos professores, mesmo tendo aprendido ou revisto teoremas e
estruturas pertencentes a Matematica avancgada durante o curso.

Zuffi e Pacca (2000) apresentam um trabalho qualitativo sobre a utilizacdo da
linguagem matematica por professores de Matematica do Ensino Médio sobre fungdes.
Propds um questionario com 20 perguntas relacionadas ao tema funcdo para sete professores,
verificando que a linguagem formal do professor tenta se aproximar das defini¢Oes atuais,
com a de Bourbaki® e Dirichlet?.

Segundo Zuffi e Pacca (2000) as defini¢es formais para as fungdes tem um papel de
pouco destaque na expressdo do professor do Ensino Médio. As ‘“regras” e os
“procedimentos” estabelecidos pela comunidade escolar e pelos livros didaticos, para o tema
“fungdes”, tem um destaque maior fazendo predominar uma linguagem matematica pautada
na sintaxe, e em detrimento de aspectos semanticos ou socioculturais.

Zuffi e Pacca (2002) apresentam alguns dos resultados obtidos com a observacéo da
pratica pedagdgica de trés professores de Matematica do Ensino Médio, ao usarem a
linguagem matematica no ensino de “fun¢des”. Elas chamam a atencéo sobre as formas com
que tem sido veiculada a linguagem matematica nas escolas do Ensino Médio principalmente
pelos professores de Matematica.

Andrade e Saraiva (2012) estudaram as conexdes que 0s alunos estabelecem com as
multiplas representacdes de uma funcgdo, ressaltando a importancia para o desenvolvimento
deste conceito. Eles aplicaram o questionario a duas alunas. Em um segundo momento através
de entrevistas discutem as respostas dadas, identificando as causas das suas incompreensoes.
Concluindo a ideia de que a atividade matematica consiste essencialmente na transformacéo
de representacGes, também confirmaram que o processo de formacdo dos conceitos
mateméticos combina, numa acdo reciproca, o conceito definicdo® e o conceito imagem®.

Guimardes (2010) prop6s uma sequéncia didatica para duas escolas de Ensino

Médio, uma Estadual e outra cooperativa no interior de Sdo Paulo. Utilizou a resolucédo de

! Sintese da definicdo de Bourbaki por Sierpinska(1992, p. 30) apud Zuffi e Pacca (2000, p.16) : “Uma funcio é
uma tripla ordenada (X, Y, f), onde X e Y sdo conjuntos e f é um subconjunto de X x Y, tal que, se (x,y) € f e
(x,y)Ef ,entdoy =y’

Z «“Se uma variavel y esta relacionada a uma variavel x, de modo que, ao se atribuir qualquer valor numérico a x,
existe uma regra com a qual um dnico valor de y é determinado, entdo y é dito ser uma funcdo da variavel
independente x”. Sintese da defini¢do de Dirichlet por Sierpinska (1992, p. 46) apud Zuffi e Pacca (2000, p. 16).
3«Conceito definicdo ¢ a defini¢do verbal do conceito”. (VINNER, 1983 apud ANDRADE; SARAIVA, 2012, p.
142).

*“Conceito imagem ¢ a ideia que uma pessoa associa ao conceito” (VINNER, 1983 apud ANDRADE;
SARAIVA, 2012, p. 142).
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problemas para ensinar fungdes usando a Engenharia Didatica. As atividades eram
contextualizadas de forma que o conceito de fungdo fosse construido gradativamente sem a
necessidade de muitos exercicios mecanicos. Apés a aplicacdo, a autora, fez alteracBes nas
atividades que haviam sido propostas a fim de aprimorar a sequéncia.

Santos (2010) prop6s uma sequéncia didatica com o propdsito de promover o ensino-
aprendizagem de fungdes de uma forma ludica e dindmica a fim de estimular a memdria
grafica e a inteligéncia visual para alunos da 12 série do Ensino Médio. O autor usou recursos
de informética tais como: o Flash 8° para a construco de objetos de aprendizagem animados
o Winplot® na exploracdo do plano cartesiano e o Power Point na apresentagdo. Procurando
sempre relacionar as situacfes problemas com situacdes do dia a dia e as demais ciéncias.
Além disso, discutiu a utilizacdo de recursos computacionais no ensino da Matematica.

Strapason (2011) analisou a utilizacdo de jogos como estratégia de ensino na
aprendizagem dos alunos referente ao conceito de fungéo e de fungdes polinomiais do 1° e do
2° graus. Observou que com essa metodologia a aprendizagem das funcbes fica mais
interessante, motivando os alunos a aprenderem, efetivando assim o processo de ensino-
aprendizagem.

Borba (2008) investigou em uma turma de magistério: “Como a utilizagdo de jogos
matematicos contribui para a criacdo de imagens conceituais associadas ao conceito de
Fungdo?”. Neste estudo usou a teoria de David Tall, que formula os conceitos de imagem e
definicdo conceitual sugerindo relacionar o conceito de funcdo com maquinas. A autora
verificou que a maquina de funcdo é uma ferramenta importante que permite aos educandos
uma compreensdo mais abrangente sobre os conceitos envolvidos no conteudo de funcéo.
Através das atividades realizadas ocorreu uma evolucdo nas imagens conceituais em relacao
ao contetdo de funcdo, gréaficos, expressdes, diagramas de correspondéncia, que puderam ser
analisadas e discutidas, permitindo que imagens como a de que toda funcédo é representada por

gréficos e por linhas retas, pudessem ser modificados.

® Flash é um software primariamente de gréfico vetorial - apesar de suportar imagens bitmap e videos - utilizado
geralmente para a criagdo de animagdes interativas que funcionam embutidas num navegador web e também por
meio de desktops, celulares, smartphones, tablets e televisores.

® O Winplot é um aplicativo para Windows que permite a plotagem de curvas e superficies.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%A1fico_vetorial
https://pt.wikipedia.org/wiki/Bitmap
https://pt.wikipedia.org/wiki/V%C3%ADdeo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Anima%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Navegador_(inform%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Aplicativo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Windows
https://pt.wikipedia.org/wiki/Curva
https://pt.wikipedia.org/wiki/Superf%C3%ADcie
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Magarinus (2013) propde uma sequéncia de atividades que a partir de problemas
reais explorasse 0s principais conceitos presentes no estudo de funcdes afins e quadraticas
utilizando os softwares Tracker’ e GeoGebra®,

A autora observou dois fendmenos: queda livre e langamento horizontal. Os
fenbmenos foram filmados e a seguir com o auxilio do Tracker, analisou-se o deslocamento
em cada caso com a finalidade de obter a nocdo intuitiva de funcdo. Posteriormente propds
algumas atividades com 0 GeoGebra. A escolha dos softwares, a metodologia de resolucéo de
problemas e o contexto das situacdes apresentadas possibilitaram uma maior exploracdo dos
aspectos relacionados ao estudo de fungdes de um modo dindmico e significativo. Sugere
ainda que para complementar a atual proposta é criar uma comunicacdo direta entre a
Matematica e a Fisica.

Lima (2013) investigou a utilizacdo do software GeoGebra no ensino de fungdes. O
autor fez uma apresentacdo do software, seu historico, a estrutura do GeoGebra e as possiveis
aplicacOes de suas ferramentas bem como sua utilizagdo e trouxe alguns exemplos. Elaborou
uma sequéncia didatica que proporcionou aos alunos compreender e aprofundar o
conhecimento matematico.

Lemos Junior (2013) também usou o software GeoGebra propondo atividades
contextualizadas e realistas a alunos da 12 série do Ensino Médio. Com isso procurou tornar
significativo o ensino de fungdes, funcdes afim e quadratica obtendo uma mudanca positiva,
aumentando o interesse e entendimento destes conceitos.

Maggio e Nehring (2013) investigaram uma professora que atua no Ensino Médio
que conhece a teoria cognitivista e da aprendizagem dos Registros de Representacdo
Semioética de Raymond Duval como ela planeja e conduz suas aulas. Analisaram o modo
como as representacdes semidticas do conceito de funcdo foram utilizadas no ensino
planejado e vivenciado em sala de aula.

Os autores constataram aspectos problematicos e consistentes sobre a comunicacéo da
linguagem matematica (forma escrita e oral), no Ensino Béasico. Nao basicamente ao modo de
planejar, mas ao modo de concretizar 0 ensino em termos de representacdes semidticas, como
empregar perguntas referentes ao contetdo cognitivo de funcdo na conducdo de suas tarefas

de tratamento e conversao desses registros.

'O programa Tracker é uma aplicacdo grafica em JAVA construida na Open Source Physics (OSP), comunidade
cientifica que desenvolve e disponibiliza gratuitamente recursos para o ensino de Fisica e de modelagem
computacional.

80 GeoGebra é um software gratuito de geometria dindmica, criado por Markus Hohenwarter, desenvolvido para

0 ensino e aprendizagem da matematica, tanto no nivel basico como universitario.
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Santos et al. (2004) apresentam sugestdes préticas envolvendo a construgdo do
conceito de funcdo em um minicurso destinado a professores de Matemética e de series
iniciais. As atividades foram realizadas com maquinas, malhas, gréaficos e jogos, entre eles 0s
Blocos Légicos. Foram sugeridas atividades para diferentes séries, trabalhando com as ideias
de sequéncia, regularidade, padrdo, varidvel, dependéncia de variaveis, correspondéncia
univoca e generalizacdo, analisaram situacdes-problema que estdo presentes em livros
didaticos das oito séries do ensino fundamental.

As autoras concluem que o processo de ensino-aprendizagem de funcdo deve ser
iniciado desde as primeiras séries do Ensino Fundamental ou na pré-escola, com atividades
que tenham como objetivo a introducéo deste conceito.

Rocha (2008) propds uma experiéncia no ensino de fungdes, envolvendo alunos da
Licenciatura em Matematica. Tomando como base investigagdes sobre a Historia da
Matematica, despertou a curiosidade e o interesse dos alunos, assim contribuindo para a
melhoria do ensino-aprendizagem deste conceito aos futuros professores.

Viseu e Nogueira (2014) averiguaram como se desenvolve o pensamento algébrico
de uma aluna do 10° ano® no estudo das funcdes, seguindo uma metodologia qualitativa e
interpretativa, através da resolucédo de tarefas propostas em sala de aula e entrevista em trés
fases que decorreram antes, durante e apds o estudo das funcdes. Os resultados revelam que a
aluna desenvolveu a capacidade de manipular expressdes com letras, embora em algumas
situacOes ndo perceba totalmente o seu significado.

Os autores concluem que o estudo de funcbes potencializa o desenvolvimento da
capacidade, tanto para compreender enunciados escritos quanto para traduzir informacdes
contidas em graficos.

Bassoi (2006) analisa os registros de representacdo semidtica usado por uma
professora e seus alunos de 8?2 série, atual 9° ano, em aulas de Matematica sobre fungdes. A
autora destaca que devido a diversidade de representacbes do mesmo objeto matematico,
neste caso funcdo, é importante o uso de diferentes registros de representacédo, principalmente
na conversao de registros nas diferentes formas de linguagem (natural, aritmética, algébrica,
entre outras). O que auxilia na caracterizacdo do objeto matematico e tem um papel relevante
na compreensdo dos alunos, sugerindo assim, que sejam levadas em conta as diversas

representacdes na elaboracdo de propostas de ensino de conteldos matematicos escolares.

®10° ano- corresponde ao 1° ano do ensino secundério em Portugal.
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Maciel (2011) usou a Historia da Matematica a fim de promover uma aprendizagem
significativa do conceito de funcdo, elaborando com os alunos um video sobre o tema. Ele
ressalta que no processo de ensino aprendizagem de funcGes had necessidade de
conhecimentos matematicos prévios — 0s quais 0s alunos demonstraram ndo possuir
adequadamente na resolucdo das atividades.

A partir do resultado dessa pesquisa, 0 autor apresentou algumas propostas de
trabalho sobre fungdes, possibilitando aos alunos um real entendimento deste conceito.

Através da revisdao bibliografica pode-se constatar que o desenvolvimento do
pensamento funcional estd diretamente ligado a relacdo das diferentes representaces de

funcdo e da forma como este conceito é introduzido.

1.2 RELEVANCIA DO PROBLEMA

O conceito de funcdo € um dos conceitos que desde cedo fazem parte de nossa vida.
A sua importancia vai além da interpretacdo de situacdes encontradas em jornais e outros
meios de comunicacdo, pois esta presente em diversas atividades do nosso cotidiano. Como
por exemplo, a conta de agua na qual o valor pago depende da quantidade de metros cubicos
gastos.

Para Barreto (2007, p. 88), nas aplicagdes no contexto da Matematica escolar
“funcdes podem ser entendidas como um conceito que trata de problemas de variagdo e
quantificacdo de fendmenos. Ou, em outras palavras, o estudo das funcbes pode ser entendido
como o estudo de relagdes entre grandezas que variam”. Com relacdo a esta concepgao, “uma
variavel representa os valores do dominio de uma funcéo, surgindo a nocdo de variaveis
dependente e independente.”

Segundo as Diretrizes Curriculares Estaduais da Educacdo Bésica do Estado do
Parana (DCE) o aluno do Ensino Fundamental deve conhecer as relacGes entre variavel
independente e dependente, o0s valores numéricos de uma funcdo, a representacao grafica das
funcbes afins e quadraticas. A diferenca entre funcdo crescente e decrescente deve ser
percebida e cita ainda que uma forma de favorecer a construcdo desses conhecimentos é a
utilizacéo de situacbes problema. (PARANA, 2008).

Segundo os Parametros Curriculares do Ensino Médio (2000), o ensino de funcdes

deve:

garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de funcéo
em situacles diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situagdes-
problema de Matematica e de outras areas, o0 aluno pode ser incentivado a buscar a
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solucdo, ajustando seus conhecimentos sobre fungdes para construir um modelo para
interpretacdo e investigagdo em Matematica. (BRASIL, 2000, p. 257).

No Ensino Fundamental, o professor ao fazer uma fundamentacdo teérica da
construcgdo do conceito de funcdo, deve levar em consideragdo que “este ¢ um conceito chave
da Matematica, que é muito complexo, pois envolve outros conceitos na sua construgdo” e
que deve ser introduzido, inicialmente de forma intuitiva, “passando por diferentes
representacdes que levam a sua matematizagéo e a posterior generalizacdo, concluindo com a
sua formalizagdo” (Santos et al. 2004, p. 2-3).

A construcdo do conceito funcdo ndo se efetiva em um més ou um semestre, varia de
aluno para aluno. Precisamos nos preocupar com este conceito desde os primeiros contatos
com a Matematica visando um real entendimento a todos os alunos. Para Leal (1990) apud
Trindade (1999, p. 2-3), a falta de uma preparagdo dos alunos, ao longo dos primeiros sete
anos de escolaridade, € uma das principais causas das dificuldades de aprendizagem do
conceito de funcdo. A questdo pedagogica € como vencer todas estas dificuldades em classe.

Para ensinar de uma maneira satisfatoria o professor deve saber o que o aluno ja
domina servindo de base para novos conhecimentos a serem trabalhados. Chaves e Carvalho

(2004) acrescentam ainda:

que muitos contetidos estudados no Ensino Fundamental (EF) servem de “ancora”
para o ensino de fungdes, como por exemplo: i) a proporcao, pois trata de grandezas
variaveis e interdependentes de forma direta ou indireta; ii) as equagdes do 1° e 2 °
graus e os sistemas que modelam situacBes do cotidiano; iii) a geometria onde
perimetros e areas dependem de medidas de lados, angulos ou diagonais.
(CHAVES; CARVALHO, 2004, p. 8).

Algumas nogdes intuitivas sobre fungdes precisam ser trabalhadas desde os anos
iniciais, Gigante e Santo (2012, p. 25):

Ao longo de todo o ensino fundamental, a ideia de regularidade, apresentada em
sequéncias figurais e numéricas, bem como a identificagdo de padrbes que as
relacionam, proporciona generalizaces e as primeiras algebrizagBes. Alguns
conceitos, trabalhados como nogdes intuitivas nos anos iniciais (o conceito de
funcdo, por exemplo) vdo se ampliando ao longo dos anos finais e consolidam-se no
decorrer do Ensino Médio.

Para a formacdo do conceito de funcdo é necessario evidenciar varios fatores no
processo ensino-aprendizagem, entre eles: o conhecimento que os alunos adquiriram nas
séries anteriores, a metodologia empregada pelo professor, a forma como o professor ira
conduzir suas aulas e as atividades que os antigos professores desses alunos utilizaram para

auxiliar nesta formacdo. Esses fatores sdo decisivos para que 0 ensino ocorra de forma
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satisfatoria. Além disso, ndo podemos deixar de considerar a complexidade do conceito

fungdo neste processo.

1.3 OBJETIVOS

O presente trabalho tem como finalidade apresentar uma proposta pedagogica para o
ensino de funcbes, com atividades dirigidas a alunos do 1° ano do Ensino Medio,
proporcionando assim o entendimento do conceito de Funcdo, Funcdo Afim e Funcéo
Quadratica.

Objetiva-se ainda dar significados aos conteldos trabalhados, utilizando
metodologias diferenciadas, principalmente recursos computacionais, para tornar as aulas
mais dindmicas e aumentar o interesse dos alunos.

Para isso pretende-se:

e Identificar algumas dificuldades no processo de ensino-aprendizagem de funcdes;

e Apresentar atividades que envolvam observacéo e generalizacéo de padroes;

e Modelar problemas usando a lei de formacéo das funcgdes;

e Propor situacdes com o auxilio do Google sobre o gréafico das fungdes;

e Utilizar o GeoGebra enfatizando as diferentes representacfes para o estudo das
funcoes;

e ldentificar e interpretar as funcdes na sua forma gréafica e algébrica.

1.4 DELINEAMENTO DO TEXTO

Este trabalho foi estruturado em seis capitulos. Além do capitulo introdutério e do
conclusivo conta com outros quatro capitulos referentes a fundamentacdo tedrica e o
desenvolvimento da proposta, conforme ¢é detalhado a seguir. No segundo capitulo encontra-
se a fundamentacdo tedrica, apresenta-se algumas consideracfes sobre as dificuldades no
processo ensino aprendizagem das fungdes. Destaca-se as diferentes formas de representar as
funcoes, a relacdo algébrica e a importancia do uso da informatica no ensino das func@es. O
terceiro capitulo traz um pouco da histdria das funcoes, sua definicdo e apresenta alguns tipos
de fungdes, como por exemplo, fungbes afim, quadratica e inversa. As funcBes afim e
quadratica sdo trabalhadas a partir de atividades propostas no GeoGebra, ainda trabalha-se

com o conceito de fungBes compostas. No quarto capitulo algumas atividades s&o indicadas
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para auxiliar no ensino das fun¢Ges como as maquinas de calcular, as regularidades e o uso do
Google no entendimento dos gréaficos. O quinto capitulo é marcado com algumas
consideracOes sobre o ensino das fungGes por parte dos professores e a utilizacdo dos
laboratorios de informéatica nas escolas. O sexto capitulo apresenta as consideracGes finais

acerca de todo o trabalho desenvolvido.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresenta-se uma sintese de algumas dificuldades encontradas no
processo ensino-aprendizagem das funcGes. A seguir, as diferentes representacdes de fungdes
sdo tratadas. Além de fazer uma anélise de como o pensamento algébrico é fundamental nesse

processo e como o uso da informatica pode contribuir para o ensino de fungdes.

2.1 DIFICULDADES NO PROCESSO ENSINO-APRENDIZAGEM DAS FUNCOES

Os alunos chegam ao Ensino Médio apresentando muitas dificuldades com os
conteldos matematicos do Ensino Fundamental. Com isso 0 processo de ensino-
aprendizagem de novos contetdos ndo ocorre de forma satisfatdria. No ensino das funcdes,
pode-se destacar alguns pontos fundamentais: suas multiplas representagcdes que precisam ser
evidenciadas e também a relacdo algébrica que é fundamental para o seu entendimento. A
informatica pode ser uma grande aliada nesse processo.

Magarinus (2013, p. 12) baseada na sua préatica de professora no Ensino Médio e
Fundamental, coloca que “apesar da contextualiza¢do ¢ interdisciplinaridade, o ensino de
funcbes ndo vem garantindo aos alunos sua efetiva aprendizagem ou a flexibilidade esperada
para a resolucdo de problemas diversos”. Muitos alunos encontram dificuldades em trabalhar
com fungdes e poucos compreendem seu conceito. A autora fala sobre o ensino e
aprendizagem de funcdes e relata indicios de que as dificuldades apresentadas pelos alunos do
Ensino Médio também sdo verificadas por estudantes do ensino superior. Segundo Costa
(2004, p. 12) apud Magarinus (2013, p. 12), “muitas das dificuldades apresentadas pelos
estudantes no que se refere ao conceito de limite, derivada e integral recaiam na compreensdo
do conceito de fungio”.

Na mesma linha Zuffi e Pacca (2000, p. 10) colocam que este conceito tem se
revelado de dificil assimilacdo por parte dos alunos do Ensino Médio e Superior. Citam
algumas investigagdes de diversos pesquisadores mostrando que “as ideias de variavel,
dominio, contradominio e imagem que permeiam a compreensdo do conceito, ja trazem
grande complexibilidade para a aprendizagem dos alunos”.

Entretanto a investigacdo de Mendes (1994) e Schwarz (1995) apud Trindade (1999,
p. 1-2) mostra que para a maioria dos professores de Matematica de segundo grau e para 0S

autores dos livros didaticos adotados, “o conceito de fun¢do € tido como um conceito simples,
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ndo havendo muitos obstaculos ou dificuldades a sua aprendizagem. Mas a situagdo € bem
outra, o conceito de fungdo é um conceito dificil de ser assimilado™.

Segundo Rocha (2008, p. 18), “os autores abordam muitos conceitos que envolvem
as funcbes em poucas paginas dos livros, ndo possibilitando ao aluno o tempo necessario para
seu amadurecimento conceitual”, além disso, de uma forma muito sucinta e
descontextualizada tornando pouco atrativa e de dificil entendimento.

Barreto (2007, p. 87) coloca que no curriculo médio, o estudo deste topico “segue
uma ordenacao ainda tradicional e ditada, na maioria das vezes, pela sequéncia sugerida pelos
livros didaticos” onde os temas quase sempre sdo tratados de forma independente e sem
conexdo alguma entre eles. Por exemplo, as fungdes afins e exponenciais sdo trabalhadas no
primeiro ano do Ensino Médio, enquanto as progressdes aritméticas e geométricas sdo
estudadas no ano seguinte sem que se faca qualquer relacdo entre elas. Além disso, “poucas
séo as situagOes em que se fazem referéncias as aplicacGes da Matematica as outras ciéncias”.

O professor precisa ser mais autdbnomo, mas para isso é necessario ter conhecimento
daquilo que vai ensinar e ndo aceitar os contetdos como sdo colocados nos diversos materiais.
Entdo qual deve ser o motivo que levam os professores a usarem a sequéncia utilizada pelos
livros didaticos? O que vem acontecendo com o ensino de funcdes? Zuffi e Pacca (2000, p.26)

colocam:

A nossa pesquisa revelou que a linguagem matematica que eles utilizam esta muito
mais determinada pelas suas praticas pedagégicas, e por toda uma cultura
matematica escolar estabelecida, do que pelos aspectos 1dgico-formais com os quais
eles tiveram contato em seus cursos superiores, ou na vida diaria. O apego aos livros
didaticos e a situacdo cultural vivenciada nas escolas séo fatores que ainda parecem
influenciar fortemente os modos de utilizagdo da linguagem matematica pelos
professores investigados.

Costa (2008, p. 93) investigou o conhecimento do professor em relacdo ao conceito
de funcdo em nivel médio e verificou um fraco desempenho, “demonstrando limitac6es
incompativeis com o seu grau de formacéo, ora produzindo os erros dos alunos desta etapa da
educacéo, ora reproduzindo em sala de aula erros de abordagem e de conceito”.

Segundo Costa (2008), pesquisas mostram que:

as dificuldades do professor em relacdo a este conceito tém origem anterior a sua
graduacdo e nesta nem sempre ele é aprofundado. Algumas destas dificuldades
advém dos obstaculos de natureza epistemoldgica que sdo inerentes ao conceito e
devem ser transpostos na medida em que sdo aceitos e compreendidos. (COSTA
p.10).

E conclui ainda:

Mesmo com todos estes anos de estudo, tanto na Educacdo Bésica quanto no Ensino
Superior, podemos observar que, na maioria das vezes, apds completar o seu ciclo
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de formagdo, o professor de Matematica ainda possui uma visdo fragmentada do
conceito de funcgéo, reproduzindo em sala de aula 0 mesmo modelo de ensino com o
qual teve contato na sua Educacdo Basica. E comum que ele desenvolva uma
didatica muito parecida com a de seus antigos professores. Este fato nao
representaria nenhum problema, caso o nosso professor possuisse dominio sobre o
contetdo a ser ensinado de modo que pudesse redimensionar antigas praticas ou,
pelo menos, ndo reproduzisse erros conceituais ou metodoldgicos contidos em
alguns materiais didaticos por nao saber reconhecé-los. (COSTA, 2008, p. 2).

Por isso é necessario um investimento maior na formacdo continuada dos
professores, pois na graduacdo ndo é possivel consolidar todos 0s conceitos necessarios para o
ensino de Matematica. Muitas vezes o aluno ainda ndo se apropriou destes conceitos no
Ensino Médio, nem na graduacao e precisa ensinar para seus alunos. Assim ao chegar a sala
de aula, se depara com diversos conceitos e alguns deles ainda ndo dominados.

A abrangéncia do conceito de funcdo revela inumeras dificuldades, envolvendo
diversas concepc¢des e multiplas representacdes, fazendo-se necessario entdo, “compreender o
sentido que este conceito pode assumir em diferentes contextos, quais significados o aluno
pode produzir e de que formas isto se desenvolve no ambiente escolar”. (BARRETO, 2007, p.
88).

Saraiva e Teixeira (2009) apud Andrade e Saraiva (2012, p. 141) colocam que
“algumas das dificuldades que os alunos enfrentam quando tentam compreender o conceito de
funcéo estdo relacionadas com o uso do conjunto de simbolos relacionados com ele”.

Para Duval (1995, p. 2) apud Bassoi (2006, p. 27), diferentemente de outras areas do

conhecimento, a Matematica:

requer a utilizacdo de outros sistemas de expressdo e representacdo além da
linguagem natural e das imagens, como por exemplo, vérios sistemas de escritas
para os ndmeros, notagBes simbdlicas para os objetos, escritas algébricas e I6gicas
que assumem o estatuto de lingua paralela a lingua natural para exprimir as relacoes
e operagBes, figuras geométricas, representaces em perspectiva, gréficos
cartesianos, redes, diagramas, esquemas, etc.

Para Sajka (2003) apud Andrade e Saraiva (2012, p. 142)

as causas das dificuldades dos alunos com os simbolos estdo relacionadas com os
contextos em que eles sdo trabalhados nas aulas de Matemaética e nas escolhas
limitadas que os professores fazem das tarefas matematicas — o conceito de funcédo
muitas vezes esta ligado ao conceito de férmula, e, as vezes, os alunos associam 0
conceito de funcdo ao processo gréfico, onde uma formula é necesséria para
desenhd-lo, mas a prépria capacidade dos alunos para manipular os simbolos, e
operar com eles, ndo é suficiente para a sua compreensao estrutural de uma funcao.

Algumas vezes podemos observar que o professor ndo vem conseguindo efetivar o
processo ensino-aprendizagem por diversos fatores, entdo é necessario propor acfes, como

por exemplo, uma formagdo continuada para auxilid-los. A dificuldade na compreensdo do
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conceito funcgdo esta ligada a sua complexidade, pois sdo usados diferentes simbolos e formas
de representa-lo que muitas vezes confundem o educando. O professor precisa dar uma
atencdo especial a essas diferentes representacdes que serdo fundamentais para o0
entendimento das funcdes.

2.2 DIFERENTES REPRESENTACOES DAS FUNCOES

Muitos alunos chegam ao Ensino Médio com muita dificuldade em abstragdes ao lidar
com as expressdes algébricas e os graficos cartesianos. Conclusivamente, a partir do exposto
pelo referencial estudado sera necessaria uma articulacdo entre as formas de representacéo no
ensino de fungdes: a numérica, a gréafica e a algébrica.

Para Duval (2012):

As representagBes mentais recobrem o conjunto de imagens e, mais globalmente, as
conceitualizaces que um individuo pode ter sobre um objeto, sobre uma situacdo e
sobre o0 que lhe é associado. As representacdes semiéticas sdo producdes
constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representagdes
que tem inconvenientes proprios de significacdo e de funcionamento. Uma figura
geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um gréfico sdo
representacfes semidticas que exibem sistemas semidticos diferentes. (DUVAL,
2012, p. 269).

Duval (2012, p. 2) coloca que a dificuldade dos alunos ndo esta nos conceitos ligados
a fungdo, mas sim “na falta de conhecimento das regras de correspondéncia semiotica entre o
registro da representagao grafica e o registro da representacdo algébrica”.

Para que ocorra a aprendizagem € necessario trabalhar com todas as formas de
representacdes de fungdes e suas correspondéncias. Andrade e Saraiva (2012, p. 141)

reforcam ainda que:

A aprendizagem das fung¢Bes deve contemplar o estabelecimento e a compreenséo de
relacBes entre os varios tipos de representacdo (a gréfica, a algébrica, a tabelar e a
verbal), pois isso promove o desenvolvimento de diversas conexfes e a
compreensdo efetiva do conceito de funcdo... [ ]. A construcdo, a interpretagdo e a
manipulacdo de representacdes para a relacdo funcional entre duas variaveis, quer
sejam de caracter simbolico, tabelar, geométrico ou outro, proporciona diversos
pontos de contacto com aspetos de natureza algébrica. (ANDRADE; SARAIVA,
2012, p. 141).

O Quadro 2.1 apresenta categorias de distintas representa¢fes do conceito de funcéo,
seguidas de seus respectivos sistemas de representacdes semidticas, com base na classificacao
dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico concebido por Duval
(2012).
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REPRESENTACOES DISCURSIVAS

REPRESENTACOES NAO DISCURSIVAS

Registro da lingua natural

*Uma funcéo f: C — D consta de trés partes:
um conjunto €, dominio da fungdo; um
conjunto D, contradominio da fungdo e uma
regra que associa cada elemento x € C um
Unico elemento f(x) € D.

*Sejam x e y duas variaveis representativas
de conjuntos de nameros; y é funcdo de x e
escreve y = f(x), se ente duas variaveis
existe uma correspondéncia univoca no
sentido x + 3 - f(x).

Registro gréafico

Gréfico cartesiano

Registro dos sistemas de escrita

Simbodlico (linguas formais)
fiC>D,x+3- f(x),f(x) =y ou y = f(x)

Algébrico y=x+3
Numérico (natural, inteiro, racional e
irracional)

f(1) =4ef(-07) =23

Tabela
x y
1 4
05 | 35
1 13
4 4
0 3
1 5
2 2
-0,7 | 2,3

Quadro 2.1- Representacfes semidticas do conceito funcéo
Fonte: Elaborada pelo autor.

Os alunos do Ensino Médio devem ter a capacidade de entender e relacionar 0s

diferentes tipos de representacdo das fungdes, identificando as caracteristicas dos diversos

tipos de funcdo. Conforme Andrade e Saraiva (2012):

Os alunos em particular no ensino secundario devem aprender as caracteristicas dos
diversos tipos de fungBes, estabelecendo relacBes entre eles, e compreender as
relacdes entre tabelas, graficos e simbolos, avaliando as vantagens e desvantagens de
cada representacdo. Ao trabalhar com diferentes representacdes de funcdes, os
alunos poderdo desenvolver uma compreensdo mais aprofundada do conceito de
fungdo. Mais do que isso, os alunos poderdo ser capazes de compreender as relagdes
entre graficos e simbolos e de avaliar as vantagens e desvantagens de cada
representacdo, consoante os objetivos pretendidos. (NCTM, 2007 apud ANDRADE;

SARAIVA, 2012, p. 141).

A partir do pressuposto de que “a compreensdo de um conceito matematico pelo

sujeito necessita da coordenacdo de, pelo menos, dois registros de representacdo desse

conceito” (BASSOI, 2006, p. 35).

Pinheiro e Barreto (2013, p. 3) na mesma linha citam Duval (2009):

para ndo confundir o objeto e o contelido de sua representacdo é necessario dispor
de, ao menos, duas representacdes, de modo que estas duas devam ser percebidas
como representando 0 mesmo objeto. Além disso, € preciso que o estudante seja
capaz de converter, de transitar entre uma e outra representacdo. (DUVAL, 2009
apud PINHEIRO; BARRETO, 2013, p. 3)
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Levando em conta a existéncia de muitos registros de representagéo, as atividades de
transformagdo e a conversdao entre estes registros, para Duval sdo imprescindiveis para a

compreensdo dos objetos matematicos.

A converséo é a transformacao da representacdo de um objeto, de uma situacao ou
de uma informac&o dada de um registro em uma representacdo deste mesmo objeto,
desta mesma situacdo e desta mesma informacdo num outro registro. As operagdes
que designamos habitualmente pelos termos “tradugdo”, “ilustragdo”,

PR3

“transposi¢do”, “codigo” etc. sdo operagdes que a uma representacdo de um registro
dado faz corresponder uma outra representacdo de um outro registro. (DUVAL,
1995, p. 40-41 apud BASSOI, 2006, p. 31).

No entanto, conforme referem Zachariades et al. (2001) apud Andrade e Saraiva
(2012, p. 142),

é necessario ter também em conta as passagens entre outras representacdes e ndo
limitar o ensino das representacdes de fungdes apenas a passagem da representacao
algébrica para a representacdo grafica, podendo levar os alunos a interpretar uma
funcdo como sendo uma formula, ou vendo a funcéo apenas como uma equacdo, ndo
sabendo como dar sentido a propria definicéo.

A aprendizagem do conceito de funcdo precisa do ‘“‘estabelecimento de conexdes
entre as suas representacdes e o confronto de ideias que nem sempre sio faceis de agregar”.
Assim, os alunos precisam de acompanhamento na sua aprendizagem, para que “a definicao
que se pretende que interiorizem e a imagem que tém de funcdo se complementem e permitam
uma aprendizagem significativa.” (ANDRADE; SARAIVA, 2012, p. 146).

Alguns objetos matematicos possuem varias de formas de representacdo sendo a
funcdo um deles. Entdo ao ensinar fungdes €& necessaria a exploracdo de todas essas
representacdes e suas transformacdes de uma para outra, com isso, 0s alunos poderdo fazer
relacGes entre essas representacdes visando uma aprendizagem significativa. Geralmente a
dificuldade maior é na representacdo algébrica, pois alguns conceitos fundamentais para o seu

entendimento ainda ndo foram consolidados.

2.3 ARELACAO ALGEBRICA NO ENSINO DAS FUNCOES

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) o estudo da Algebra constitui
um espaco bastante significativo para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de
abstracdo e generalizacdo, além de lhe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta
para resolver problemas. (BRASIL, 1998, p. 115). Essa capacidade serd necessaria para que 0

aluno compreenda o que € uma funcao.
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O estudo das fungBes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas e modelar
situagOes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo vérias
conexdes dentro e fora da propria Matematica. (BRASIL, 2006, p. 121), mas segundo
Campiteli e Campiteli:

O estudo de fungBes costuma se inclinar sempre mais para a consideracdo do
aspecto algébrico e para a procura de uma ampla generalidade. Ainda que
importantes, sdo nogGes introduzidas de forma prematura e imprdépria, sem se levar
em conta se os alunos estdo ou ndo em condigBes de tirar proveito delas. A
preocupacdo em introduzir muita terminologia abstrata, que nunca chega a ser usada

de forma significativa, é uma tentagdo frequente dos programas. (CAMPITELLI;
CAMPITELI, 2006, p. 15).

Para que isto ndo ocorra, Vergnaud (1988, p. 15) apud Bassoi (2006, p. 25) coloca
que “a algebra é o caso mais Obvio, na matematica escolar, do auxilio dos simbolos ao
pensamento”. Este auxilio, se trabalhado gradualmente sem se precipitar em usar X, “comega
nos niveis elementares de escolaridade, no inicio da contagem com palavras e também no uso
de tabelas e diagramas” para ajudar o aluno em conhecimentos futuros.

Os adolescentes desenvolvem de forma bastante significativa a habilidade de pensar
‘abstratamente’, desde que sejam proporcionadas experiéncias variadas envolvendo nogdes
algébricas a partir dos ciclos iniciais, de modo informal em um trabalho articulado com a
Aritmética. Assim, os alunos adquirem base para uma aprendizagem de Algebra mais solida e
rica em significados. (BRASIL, 1998, p. 117).

Barreto (2007, p. 93) cita alguns pesquisadores: Booth (1995); Raford 1996; Ursini
(2000) os quais verificaram que “muitos alunos tém dificuldades na compreensdo do conceito
de variavel, em lidar com expressdes algebricas e ainda mais, em expressar relacdes
generalizadas, pois comumente ndo sentem a necessidade de generaliza¢ao”, para enfrentar
estas dificuldades, cita ainda outros autores, como Ponte (1990), Markovits; Eylon;
Bruckheimer (1995), Demana e Leitzel (1995) que sugerem que “o estudo das fungdes deva
iniciar a partir de representacbes numeéricas, graficas e contextualizadas, que sdo mais
intuitivas e possuem um apelo mais visual”, deixando os métodos algébricos e os aspectos de
formalizacdo reservados para um segundo momento.

Nessas perspectivas, Schoen (1995) apud Barreto (2007, p. 93) afirma:

Lancar os alunos precipitadamente ao simbolismo algébrico é ignorar a necessidade
de uma fundamentacdo verbal e de uma simbolizacdo gradual sugeridas pela historia
e apoiadas por pesquisas sobre ensino e aprendizagem de &lgebra. (SCHOEN, 1995
apud BARRETO, 2007, p. 93).
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Demana e Leitzel (1995) apud Barreto (2007, p. 93) defendem que uma situagdo, um

problema ou um fen6meno deve ser descrito inicialmente verbalmente, sem nenhuma

linguagem formal e com o passar do tempo deve se fazer uso de variaveis para representar

relagbes funcionais.

A introducdo de varidveis para representar relagces funcionais em situacoes-
problema concretas permite que o aluno veja uma outra funcdo para as letras ao
identifica-las como ndmeros de um conjunto numérico, Uteis para representar
generalizagBes. (DEMANA e LEITZEL, 1995 apud BARRETO, 2007, p. 93).

Santos et al. (2004, p. 7) afirmam que “as variaveis sdo representagdes simbdlicas

para 0S conjuntos que nos permitem expressar as generalizacfes, saindo das tabelas que

referem resultados particulares”.

Na éarea de Matematica as letras sdo usadas de diversas maneiras, por exemplo, 0s

conjuntos que representam quantidades (numéricos) podem ser finitos ou infinitos e todos

seus elementos sdo representados por simbolos, geralmente letras, que sdo as variaveis.

Segundo Caraga:

[...] seja (E) o conjunto dos nimeros reais do intervalo (0,1) e seja x a sua variavel,
que queremos significar? Que o simbolo X, sem coincidir individualmente com
nenhum dos nUimeros reais desse intervalo, é suceptivel de os representar a todos;
é, afinal, o simbolo da vida colectiva do conjunto, vida esta que se nutre da vida
individual de cada um de seus membros, mas nao se reduz a ela. (CARACA, 1989,
pag. 127).

A nocao de variavel é das mais dificeis para os alunos, pois pode representar qualquer

namero do conjunto, mas ndo se refere a nenhum nimero especifico deste conjunto, fato este

que muitos deles ndo entendem.

As variaveis sao representadas geralmente por letras, o que dificulta, pois as letras

também sdo usadas em outras representagcdes, como:

-Nas funcdes, onde as letras representam quantidades varidveis, mas as vezes
constantes.

-Nas equagdes, onde as letras representam incognitas que sdo valores dados.

-Nas expressoes algébricas, onde as letras sdo usadas como generalizag@es.
(SANTOS et al., 2004, p. 7).

A dificuldade em saber o0 que estd usando, a que se refere, leva os alunos muitas

vezes a desistir de um exercicio, portanto devemos diferenciar o famoso e temivel x e explicar

cada vez porque é usado, o que significa e a que se refere. A Fig. 2.1 extraida dos PCN

apresenta um cronograma sobre o estudo da Algebra no Ensino Fundamental.
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Figura 2.1 — Algebra no Ensino Fundamental
Fonte: BRASIL, 1998, p. 116.

Andrade e Silva (2011, p. 2) observaram que “na passagem da algebra aritmética
para a algebra das equacOes e desta para a algebra funcional, hd& uma ressignificacdo de
conceitos”. O que implicard na elaboragcdo de novos acordos e negociagdes entre professores e
alunos envolvidos na construcdo deste novo saber: o conceito de funcdo. Eles perceberam
ainda que este estudo introduzido de maneira geral no 9° ano do ensino fundamental e
desenvolvido no 1° ano do Ensino Médio, “ndo tem se mostrado de relevancia significativa
para os alunos, nem tampouco vem despertar a curiosidade destes”. (ANDRADE; SILVA,

2011, p. 3).

A nogéo de varidvel, de modo geral, ndo tem sido explorada no ensino fundamental
e por isso muito dos estudantes que concluem esse grau de ensino (e também o
médio) pensam que a letra em uma sentenca algébrica serve sempre para indicar (ou
encobrir) um valor desconhecido, ou seja, para eles a letra sempre significa uma
incdgnita. (BRASIL, 1998, p. 118).

A dificuldade na aprendizagem de algebra segundo Andrade e Silva (2011, p. 3) é
basicamente as letras que ora representam termos desconhecidos ora variaveis, verifica-se isso
nos resultados da Prova Brasil, do SAEB (Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica) e do
ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio), que a medida que surgem questdes sobre algebra
o0 aluno egresso da educacdo basica ndo responde satisfatoriamente, raramente atingindo o
indice de 40% de acerto em muitas regides do pais.

Fica evidente que o entendimento da algebra é fundamental para o estudo de funcgdes,

entdo:

Para uma tomada de decises a respeito do ensino da Algebra, deve-se ter,
evidentemente, clareza de seu papel no curriculo, além da reflexdo de como a
crianca e 0 adolescente constroem 0 conhecimento matematico, principalmente
quanto a variedade de representagfes. Assim, é mais proveitoso propor situacdes
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que levem os alunos a construir nogdes algébricas pela observacdo de regularidades
em tabelas e graficos, estabelecendo relagBes, do que desenvolver o estudo da
Algebra apenas enfatizando as ‘manipulagdes’ com expressdes e equagdes de uma
forma meramente mecéanica. (BRASIL, 1998, p. 116).

Por isso é de extrema importancia que os alunos tenham experiéncias de
aprendizagem com recurso as tecnologias e, em particular, nos casos de exploracdo de
situagdes que envolvam fungdes e graficos. Assim “articular de uma maneira equilibrada as
trés formas mais importantes de representacdo de uma funcdo: a tabelar, a gréafica e a
algébrica”. (NCTM, 2007 apud ANDRADE; SARAIVA, 2012, p. 147). Com isso 0s alunos
poderdo identificar as potencialidades e as limitacGes das diferentes formas de representacéo
principalmente a algébrica.

A introducdo de letras no ensino da Matematica € uma mudanca significativa para o0s
alunos, por isso deve ser de forma bem planejada. Podemos notar que a falta de um
entendimento na representacdo algébrica das funcbes se deve a falta de conhecimento
principalmente do que representa as letras (x), pois o aluno ndo consegue diferenciar quando
é um valor desconhecido e quando é uma variavel. Entdo é necessario propor atividades em

todas as séries visando o desenvolvimento do pensamento algebrico.

2.4 A IMPORTANCIA DA INFORMATICA NO ENSINO DAS FUNCOES

O uso da informatica esta presente em nossas vidas. As escolas estdo sendo cada vez
mais equipadas com computadores e outras tecnologias, por isso o professor precisa se
atualizar e estar preparado para usa-las. E um desafio que o professor deve estar disposto a
enfrentar para melhorar o ensino da Matematica. Giraldo et al. (2012, P. VII) coloca que “em
muitos casos, a incorporacdo de tecnologias digitais na escola esbarra em barreiras de ordem
pratica, tais como caréncia de recursos materiais, ou resisténcias politicas por parte das
direcGes escolares”.

Apesar desses problemas o uso da informatica vem sendo um aliado muito
importante, pois proporciona um noOvo processo para ensinar e aprender Matematica,
agradando aos alunos de um modo geral, 0s quais estdo cada vez mais imersos no mundo
tecnoldgico. Eles terdo uma motivacdo a mais para compreender melhor e mais facilmente o

comportamento das fungbes no grafico. Como sugerem os PCN de 1998:

O uso desses recursos traz significativas contribuicBes para se repensar 0 processo
de ensino-aprendizagem da Matematica a medida que: relativiza a importancia do
calculo mecénico e da simples manipulagdo simbdlica, uma vez que por meio de
instrumentos esses calculos podem ser realizados de modo mais rapido e eficiente;
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evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e de novas
formas de representacdo, permitindo novas estratégias de abordagem de variados
problemas; possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela
realizacdo de projetos e atividades de investigagdo e exploracdo, como parte
fundamental de sua aprendizagem; permite que os alunos construam uma visdo mais
completa da verdadeira natureza da atividade matematica e desenvolvam atitudes
positivas frente ao seu estudo. (BRASIL, 1998, p. 43-44).

Na Matematica o uso das tecnologias possibilita experimentar e testar hipoteses,
confrontar ideias, trocar experiéncias, formular gréficos entre tantas outras possibilidades. “O
uso pedagdgico destes recursos tem sido foco de muitos estudos, uma vez que por si s eles
ndo garantem um novo modelo educacional”. (BALDINI; CYRINO, 2012b, p. 43)

Os PCN recomendam fortemente o uso das novas tecnologias na sala de aula, com o
intuito de criar ambientes investigativos, que favorecam a aquisi¢cdo do conhecimento pelo
aluno (BRASIL, 2002).

Especificamente, no ensino da Matematica, os PCN, salientam a necessidade de uma
organizagdo curricular que favorega o desenvolvimento das competéncias e habilidades

desejadas aos alunos do ensino basico.

Assim, as funcGes matematicas e a presenca da tecnologia nos permite afirmar que
aprender Matematica deve ser mais do que memorizar resultados dessa ciéncia e que
a aquisicdo do conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um
saber fazer Matematica e de um saber pensar matematico. (BRASIL, 1998, p. 252).

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o computador,
exigird do ensino de Matematica um redirecionamento, sob uma perspectiva curricular que
favoreca o desenvolvimento de habilidades e procedimentos, com os quais o individuo possa
se reconhecer e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante movimento.

Giraldo et al. (2012, p. VIII) coloca que é importante que as atividades elaboradas
“aproveitem as especificidades dos recursos computacionais para disparar investigacao
matematica e para revelar aspectos dos conceitos que ficariam ocultos com recursos ou
representacdes convencionais” propiciando experiéncias com 0s conceitos mais concretos do
que qualquer outro meio. Para o ensino de func¢des, o autor comenta que para enriquecer as
atividades ¢ necessaria uma abordagem que promova “articulagcdes multiplas entre diferentes
formas de representacdo e, desta forma, contribuam para uma compreensdo mais qualitativa
do conceito (por exemplo, relacionando as propriedades geométricas do gréafico e algébrica da
formula de uma funcédo, sem a intermediacdo de tabela de valores).” (GIRALDO et al., 2012,
p. 59).

No ensino de funcdes a informética contribui para facilitar o esboco dos gréaficos

funcionais, assim possibilitando o trabalho com um maior nimero de funcées. A utilizacdo de
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softwares incentiva os alunos a descrever os fatos observados, estimulando a representagéo
verbal, comparando os graficos com os resultados algébricos e interacfes mais intensas e
afetivas entre os alunos e também com o professor. (SOUZA; SILVA, 2006, p. 120).

Para Lemos Junior (2013, p. 4):

O GeoGebra é um software que facilita a execucdo de atividades, amplia a sua
exploracdo e analise, abre novas oportunidades de produzir respostas.
Especificamente, possibilita trabalhar de forma dindmica a exploragdo de diversas
representacfes de funcles, a exploracdo de procedimentos rotineiros (como tracar
graficos) de forma mais rapida e precisa, deixando os alunos mais livres para as
tomadas de decis0es, para a reflexéo e raciocinio.

Segundo Damasco Neto (2010) nesse ambiente informatizado os objetos
matematicos passam a ter representacdes mutaveis, diferente dos tradicionais ambientes "lapis
e papel” ou "giz e quadro-negro”.

Tal dinamismo é permitido através da manipulacdo direta sobre os objetos presentes
na tela do computador. Por exemplo: em geometria os elementos de um desenho séo
manipulaveis (o centro e o raio de uma circunferéncia, a reta e os pontos pelos quais
ela fora definida); no estudo de fungdes de primeiro grau as suas respectivas
representacOes graficas sdo objetos manipulaveis permitindo descrever a relacédo de
crescimento/decrescimento entre os coeficientes e suas respectivas representagdes
algébricas. (DAMASCO NETO, 2010, p. 69).

Outra vantagem que o GeoGebra fornece sdo as trés diferentes janelas: gréafica,
algébrica e a planilha de célculos. Elas mostram os objetos matematicos em trés diferentes
representacdes: graficamente (pontos e graficos de funcdes), algebricamente (coordenadas de
pontos e equacdes) e na forma de tabelas através das células da planilha de calculo. (LEMOS
JUNIOR, 2013, p. 15).

A informatica auxilia bastante no ensino de funcgdes, pois acelera o processo na
obtencdo do esbogo dos graficos deixando um tempo maior para comparar e analisar as
diferentes funcdes. Com isso o0 aluno podera tirar conclustes, refletir e raciocinar mais

rapidamente o que néo seria possivel com outra metodologia aplicada.
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3 FUNCOES

Funcdo € um conceito que evoluiu através dos tempos, varios povos e matematicos
fizeram suas contribuicBes para chegar até a definicdo que usamos atualmente.

Neste capitulo vamos propor algumas atividades com fungdo afim, quadrética,
funcdo inversa e composta visando uma aprendizagem significativa desses conceitos. As

atividades serdo aplicadas aos alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

3.1 UM POUCO DA HISTORIA DAS FUNCOES

O conceito de fungdo passou por uma evolucdo de forma gradativa. Encontra-se
indicios que algumas ideias, ainda que vagas, tiveram inicio ha cerca de 4000 anos. Porém,
somente nos ultimos séculos o desenvolvimento da nocdo de fungdo se aproximou do que
conhecemos atualmente. Para Youschkevich (1976) apud Souza e Mariani (2005, p. 1244-
1245) o desenvolvimento da nogéo de fungéo divide-se em trés etapas principais, sendo elas:

Na Antiguidade: Nesta época verifica-se o estudo de alguns casos de dependéncia
entre duas quantidades, sem ainda destacar a nogao de variaveis e funcdes;

Na ldade Média: Epoca em que se expressavam as nocdes de funcdes sob forma
geomeétrica e mecéanica, porém ainda prevalecendo as descricdes graficas ou verbais;

No Periodo moderno: A partir do seculo XVI e especialmente durante o século
XVII, comecaram a prevalecer as expressbes analiticas de funcdo, sendo que o
método analitico de introducdo & funcdo revolucionou a Matematica devido a sua
extraordindria eficécia, e assegurou a esta no¢do um lugar de destaque em todas as
ciéncias exatas.

Na Antiguidade, a nocdo de dependéncia pode ter tido inicio para controle do
rebanho, onde se faziam relacGes dos animais com pedras, n0s em corda, riscos em madeiras e

0Ss0S, contagem com as maos e outros, conforme ilustram Alkimim e Paiva (2012, p. 44):

Na Pré-historia, as pessoas viviam em pequenos grupos, alimentavam-se de cagas e,
para protegerem-se do tempo e dos inimigos, abrigavam-se em cavernas. Com o
passar do tempo, os modos de vida foram se alterando e o homem deixa de ser
apenas cacador e coletor, passando a ser agricultor, capturando e domesticando
animais para  té-los como reserva de alimentos. Para controlar rebanhos e ter
certeza de que nenhum animal havia fugido ou morto por predadores, usavam-se
pedras fazendo uma relagdo univoca entre o conjunto de pedras e a quantidade de
animais do rebanho. A cada animal que se queria contar correspondia uma pedra. E,
assim, relacionando objetos com outros objetos 0 homem comeca a desenvolver a
nogdo de funcéo.
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Alkimim e Paiva (2012, p. 44-45) citam também os Babil6nicos e os Pitagoricos:

Entre os babilonios, em 2000 anos a.C., ... [ ], ja existiam tabelas sexagesimais. Tais
tabelas de correspondéncia revelavam um instinto funcional. Segundo a autora a
estas tabelas podem ser atribuidas uma funcionalidade, pois uma funcédo tem sido
definida como uma tabela de correspondéncia. Ela afirma ainda que entre os
pitagéricos a ideia de funcdo aparece no estudo de interdependéncia quantitativa de
diferentes quantidades fisicas, como, por exemplo, o comprimento e a altura da nota
emitida, para cordas da mesma espécie, pingadas com tensGes iguais. Este estudo
revelou uma interdependéncia entre ndmero, espaco e harmonia. Os egipcios, assim
como os babil6nios, também construiram tabelas para representar correspondéncia.

Ja& para Oliveira (1997, p. 15) “o pensamento matematico da antiguidade ndo criou
nenhuma noc¢do geral nem de quantidade variavel nem de funcéo”.

O autor enfatiza que na ldade Média, por volta do século XII aparece pela primeira
vez numa forma “mais genérica” a nog¢ao de fungdo nas escolas de filosofia natural em Oxford
e Paris. Estas escolas prosperaram e dois séculos depois “alguns matematicos estudaram
fendmenos como calor, luz, cor, densidade, velocidade, etc. A ideia de que as leis
quantitativas da natureza eram leis do tipo funcional amadurecia pouco a pouco na filosofia
natural.” (OLIVEIRA, 1997, p.15).

No seculo X1V destacou-se também Nicole Oresme (1323-1382) que desenvolveu a
teoria das latitudes e longitudes das formas, considerada como percussora da representacao
gréfica de funcdo. Representava a intensidade de uma caracteristica de um assunto por meio
de uma figura geométrica, como por exemplo: a velocidade de um movel de acordo com o
tempo, uma linha horizontal representando o tempo (longitude) e para certos tempos dados,
tracamos uma linha perpendicular (latitude) representando a velocidade nesse tempo,
conforme pode ser vista na Fig. 3.1. (OLIVEIRA, 1997, p. 16).

latitude

longitude

Figura 3.1-Gréfico da teoria das latitudes e longitudes
Fonte: <http://mww.ebah.com.br/content/ ABAAAgIMUAK/a-matematica-na-europa-500-a-1700>

Segundo Oliveira (1997, p. 16) com esse método Oresme queria propiciar as pessoas
uma compreensdo mais rapida e facil da natureza das mudancas. Suas representacdes marcam
um passo a frente, em direcdo ao conceito de funcéo ou de varidvel dependente. Porém, ndo se

pode dizer que ele utilizava funcGes.
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No Periodo Moderno algumas concepgdes foram utilizadas simultaneamente em uma

mesma definicdo; ou entdo, em uma mesma época. Diferentes concepgdes foram empregadas

pelos matematicos conforme o Quadro 3.1.

Ano Matematico Concepgéo

1637 Descartes Equacdo em que x e y mostra dependéncia.

1670 Newton Quantidades  relacionadas, Fluentes  expressos
analiticamente.

1673 Leibniz Relacdo, quantidades geométricas que dependem de um
ponto de curva.

1718 Johann Bernoulli Relacdo entre grandezas variaveis.

1748 Euler Expressdo analitica.

1755 Euler Dependéncia arbitréaria.

1778 Condorcet Dependéncia arbitraria.

1797 Lacroix Dependéncia arbitraria.

1797 Lagrange Expresséo de calculo, expresséo analitica.

1821 Cauchy Resultados de operacbes feitas sobre uma ou varias
quantidades constantes ou variaveis.

1822 Fourier Série trigopnométrica; sequéncia de valores.

1834 Lobatchevsky Expressao analitica; condicdo para testar os numeros,
dependéncia arbitraria.

1837 Dirichlet Correspondéncia: para cada valor de x (abscissa), um
anico valor de y (ordenada); funcao definida por partes.

1870 Hankel Para cada valor de x em um certo intervalo, corresponde
um valor bem definido de y; ndo é necessaria uma
mesma lei para todo intervalo; y ndo precisa ser definido
por uma expressdo matematica explicita em x.

1888 Dedekind Correspondéncia entre elementos de dois conjuntos
obedecendo a duas condicdes.

1888 Cantor Subconjuntos de um produto cartesiano, obedecendo
duas condicoes.

1939 Bourbaki Correspondéncia entre elementos de dois conjuntos,
obedecendo a duas condicdes.

Quadro 3.1- Sintese das concep¢des de funcéo

Fonte: Rossini, 2006, p. 54.

No Quadro 3.2 pode-se destacar alguns matematicos e suas contribuicdes sobre a

concepcao de funcdo no periodo moderno.
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Século | Autor Frases Geradoras
XVI Galileu Galilei (1564-1642) (Funcdo) é a relagdo entre
Termo “fungdo” ndo ¢é usado. variaveis.
Nocéo correspondente a Lei natural:
Lei quantitativa que expressa regularidades de um | Varidveis sdo quantidades
fendmeno natural; relagdes entre a variacdo de | observaveis na natureza.
quantidades observaveis.
XVII Funcao é uma
correspondéncia entre
Leibniz (1646-1716), Newton (1642-1727) - | quantidades associadas a uma
relacdo entre medidas associadas a uma curva, | curva da Geometria.
como por exemplo, as coordenadas de um ponto da
curva e o raio de curvatura. Variaveis sdo quantidades que
assumem diferentes valores,
na construcdo de uma curva.
XVIIIl | Johann Bernoulli (1667-1748): funcdo é uma | Funcdo é uma equagdo, uma
expressdo qualquer formada de uma varidvel e | formula.
algumas constantes;
Euler (1707-1783): funcdo e uma equagdo ou | Varidvel é um simbolo, um
formula qualquer envolvendo variaveis e | elemento de linguagem.
constantes.
XIX Dirichlet (1805-1859): uma variavel &€ um simbolo
que representa qualquer um dos elementos de um | Funcéo é uma
conjunto de nimeros se duas variaveis x e y estdo | correspondéncia entre
relacionadas de maneira que, sempre que se atribui | variaveis.
um valor de X, corresponde automaticamente, por
alguma lei ou regra, um valor a y, entdo se diz que
y € fungdo univoca de x. Variavel &€ um simbolo que
A variavel x, a qual se atribuem valores & vontade, | representa qualquer um dos
é chamada variavel independente e a variavel y, | elementos de um conjunto de
cujos valores dependem dos valores de x, é | nimeros.
chamada variavel dependente.
XX Grupo Bourbaki (1939): funcdo f € um conjunto de | Fungdo é um conjunto de

pares ordenados de elementos, sujeitos a condicédo
seguinte: se (a, b) e (a, ¢) sdo elementos de f entdo
b=c.

pares ordenados.

Omite-se variavel.

Quadro 3.2- Contribuicbes de alguns matematicos para a concep¢éo de fungéo

Fonte: Garcia, 2004, p. 8.

A definicdo de funcdo através dos séculos passou por “relagdo entre variaveis”,

“correspondéncia entre quantidades associadas a uma curva”, “uma equacao, uma formula”,

“correspondéncia entre variaveis” e “conjunto de pares ordenados”. Ja 0 conceito de variavel

evolui da seguinte forma: “quantidades observaveis na natureza”, “diferentes valores na

construgdo de uma curva”,

99 ¢

um simbolo” e “elemento de um conjunto”.

Leonhard Euler (1707-1783) contribuiu muito no que diz respeito as notacdes; em

particular, insere a notagéo f (x) para uma funcéo de x.
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Segundo Trindade (1999, p. 1)

“As definicbes de funcdo mais utilizadas no ensino atual e nos livros didaticos, sdo
as defini¢Oes de Dirichlet (1837) e de Bourbaki (1939), que na maioria, sdo fundidas
numa s6 definigdo, conhecida como definicdo de Dirichlet-Bourbaki. Esta definigao,
extremamente abstrata, de funcdo, sé foi aceita pela comunidade Matematica na
segunda metade do século XX e levou, pelo menos, 300 anos para amadurecer”.

3.2 DEFINICAO DE FUNCAO

Dados os conjuntos X, Y, uma funcéo f: X — Y (lé-se “uma fung¢do de X emY”) ¢
uma regra (ou conjunto de instrugdes) que diz como associar a cada elemento x € X a um
Unico elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-se dominio, e Y, contra-dominio da
funcédo f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x pela funcéo f, ou
o valor assumido pela funcdo f no ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para indicar que f
transforma (ou leva) x em f(x). (LIMA, 2012, p. 43-44).

Exemplos de fungdes séo a funcéo identidade f : X — X definida por f(x) = x para
todo x € X e as funcdes constantes f : X — Y, onde se toma um elemento c € Y e se pbe
f(x) = cparatodo x € X. (LIMA, 2012, p. 44).

3.3 FUNCAO AFIM

Uma funcéo f: R — R chama-se afim quando existem constantes a, b € R tais que
f(x) = ax + b paratodo x € R. (LIMA, 2012, p. 98).

Exemplo: A funcéo identidade f: R — R, definida por f(x) = x para todo x € R, é
afim. Também séo afins as translagdes f: R — R, dados por f(x) =x+b. Os casos
particulares de fungdes afins sdo as fungdes lineares, f(x) = ax e as fungbes constantes
f(x) =b.

E possivel, mediante critérios como 0s que serdo representados logo a seguir, saber
que certa funcdo f:R —- R é afim sem que os coeficientes a e b sejam fornecidos
explicitamente. Neste caso obtém-se b, o coeficiente linear da reta que representa uma
funcdo afim, como o valor que a fungdo dada assume quando x = 0.0 nimero b = f(0) é
denominado o valor inicial da fun¢do f. Quanto ao coeficiente a, ele pode ser determinado a
partir do conhecimento dos valores f(x;) e f(x;) que a fungdo f assume em dois pontos
distintos (porém arbitrarios) x, e x,. Com efeito, conhecidos:

f(xy) =ax;+b e f(x;)=ax,+b,

obtem-se
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fQx) = f(x1) = alx; — x4),

portanto

_ f(x2) = f(x1)
q =272 7\

Xy — X4
Dados x,x + h € R, com h # 0, o nimero a = [f(x + h) — f(x)]/h chama-se
taxa de crescimento (ou taxa de variagdo) da funcdo f no intervalo de extremos x, x + h.
(LIMA, 2012, p. 99) A taxa de crescimento é o coeficiente angular, a inclinagdo da reta que
representa uma fungéo afim.
De uma funcdo afim representada por uma reta ndo-vertical no plano, escolhe-se

dois pontos sobre a reta, C(x, f(x)) e A(x + y, f(x + y)), como mostra a Fig. 3.2.

Ay A/

Joth)
fx+h)-fix)
1) o AL p ay;
X
X x+h b

Figura 3.2-Gréfico de uma funcéo afim f(x)
Fonte: Elaborada pelo autor

A variacdo de altura (h) do primeiro ponto para o segundo, f(x +y) — f(x) recebe

0 nome de elevacdo. A variacdo horizontal do primeiro ponto para o segundo, x + h - x, é
chamada curso. A razdo entre as duas diferencas- a elevacao dividida pelo curso- é chamada
guociente das diferencas. (HIMONAS, 2005, p. 20).

O quociente das diferencas é chamado de inclinacdo da reta que corresponde ao

coeficiente angular a:

elevacio f(x+h)— f(x) _ f(x+h)— f(x) _
curso x+h—x o h B

inclinacao =
Uma funcdo f: X —» R, com X c R com x4,x, € X, chama-se:
1. crescente quando x; < x, = f(xy) < f(xy);
2. decrescente quando x; < x, = f(xq) > f(xy);
3. monotona ndo-decrescente quando x; < x, = f(x1) < f(xy);
4

monotona nao-crescente quando x; < x, = f(x1) = f(xy).
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Em qualquer dos quatro casos, f diz-se mondtona. Nos dois primeiros (f crescente
ou f decrescente) diz-se que f é estritamente mondtona. (LIMA, 2012, p. 99)

O gréfico de uma fungdo f : X - Y é o subconjunto G(f) do produto cartesiano
X x 'Y formado por todos os pares ordenados (x,y), onde X é um ponto qualquer de X e
y = f(x). Assim:

G(f) = {(xy) X xV;y = f(x)} = {(x f(x)); x € X}.

Afim de que um subconjunto G < X x Y seja o grafico de alguma funcéo f: X - Y é
necessario e suficiente que G cumpra as seguintes condicdes:

G1. Paratodo x € X existe um par ordenado (x,y) € G cuja primeira ordenada € x.

G2. Sep = (x,y)ep' = (x,y") s@o pares pertencentes a G com a mesma primeira
coordenada x entdo y = y’ (isto é p = p’). (LIMA, 2012, p. 91).

O grafico de uma funcdo afim f(x) = ax + b é uma linha reta ndo vertical. Com
auxilio do software GeoGebra é possivel analisar as caracteristicas dos coeficientes a e b com
auxilio de um controle deslizante, os quais permitem alterar os indices e coeficientes de
expressoes apresentadas na janela algebrica num intervalo numérico especifico, possibilitando

observar estas alteragdes na janela de visualizacao.
3.3.1 Atividade com o coeficiente angular a:

Nesta atividade utilizamos o GeoGebra para tracar o grafico de algumas funcdes em

que faremos a variacdo do coeficiente angular. Para isto, algumas etapas devem ser seguidas:

a=2
——

= (controle deslizante)

selecionar o icone

clicar na janela de visualizacdo para especificar a posicdo do controle

deslizante, que sera referente ao coeficiente angular a da funcéo.

Escolher o intervalo de atuacdo, neste caso de —5 até 5.
e Digitar no campo de entrada a expressao y = ax + 1.
Com o controle deslizante observar o que acontece com o grafico quando a varia
de—-5a5.

A Fig. 3.3 apresenta o grafico da funcdo y = ax + 1 construida no GeoGebra

quando a = 1.
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Figura 3.3- Graficoda funcdo: y = ax + 1,coma =1
Fonte: Elaborado pelo autor

Com essa atividade sera possivel observar a variagdo do coeficiente angular a.

Quando a possui valor positivo a funcdo sera crescente, ja quando for negativo a funcéo sera

decrescente.

3.3.2 Atividade com o coeficiente angular b:

Nesta atividade utilizamos o GeoGebra para tracar o grafico de algumas funcbes em

que faremos a variagdo do coeficiente angular. Para isto, algumas etapas devem ser seguidas:

a
e Selecionar o icone (controle deslizante).

e Clicar na janela de visualizacdo para especificar a posicdo do controle

deslizante, que sera referente ao coeficiente angular b da funcéo.
e Escolher o intervalo de atuacdo, neste caso de —5 até 5.

e Digitar no campo de entrada a expressao y = 2x + b.

A Fig. 3.4 apresenta o grafico da fungdo y = 2x + b construida no GeoGebra, com
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€2 GeeGebra - o
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Arquivo EdgRar Exibir Opgles Ferramentas Janela Auda Vocd entrou cOmo Luciano Lete

DRZER N

P Janela e Algebra # | v Janela ge

A
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-
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&l
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@ b=1

Reta
® my=2x+1 .

Figura 3.4- Grafico da funcdo: y = 2x + b,comb =1
Fonte: Elaborado pelo autor

Apos realizar a atividade, podemos notar que o coeficiente linear b esta relacionado

com o local onde o gréafico da funcdo intercepta o eixo y.

3.4 FUNCAO QUADRATICA

Uma funcdo f: R — R chama-se quadratica quando existem numeros reais a, b e
c, coma # 0, tais que f(x) = ax?+ bx + c para todo x € R. Os coeficientes a, b e c da
fungdo quadratica f ficam inteiramente determinados pelos valores que essa fun¢do assume.
Em outras palavras, se ax’+ bx + ¢ =a'x?+ b'x + c'paratodox € Rentdoa =a',b = b’
e c =c'. (LIMA, 2012, p. 127) Com efeito, seja ax’+ bx + ¢ = a’x?> + b'x + ¢’ para todo
x € R. Tomando x = 0, obteve-se ¢ = ¢'. Ent&o, subtraindo ¢ de ambos os membros, tem-se
ax’+ bx = a'x? + b'x para todo x € R. Em particular, esta igualdade vale para todo x # 0.
Neste caso, dividindo ambos 0s membros por x, obtém:
ax + b = a'x + b’ para todo x # 0. Fazendo primeiro x =1 e depois x = —1, vem
a+b=a+b'e—a+ b=—-a"+b', donde concluimosa =a’ eb =b'. (LIMA, 2012, p.
127-128).

A origem das fungdes quadraticas pode ser ilustrada através de “um problema muito
antigo” apresentado por Lima (2012, p. 133).

O estudo das funcbes quadraticas tem sua origem na resolucdo da equacdo do

segundo grau. Problemas que recaem numa equagdo do segundo grau estdo entre 0s mais




42

antigos da Matematica. Em textos cuneiformes, escritos pelos babildnios ha quase quatro mil
anos, encontra-se, por exemplo, a questdo de achar dois nimeros conhecendo sua soma s e
seu produto p.

Em termos geométricos, este problema pede que sejam determinados os lados de um
retdngulo conhecendo seu semi-perimetro s e a area p. Os nimeros procurados S80 as raizes
da equacéo do segundo grau

x’—sx+p=0

Com efeito, se um dos nimeros é x, 0 outro é s — x, 0 produto dos dois numeros é:

p=x.(s—x)=sx—x?

Logo x’—sx+p=0

Observe que, se a € uma raiz desta equacdo, isto é, a satisfaz a a’>—sa +p = 0,
entdo
B = s — a também é raiz, pois

pP—sp+p=(G6-a) —s(s—a)+p
=s?-2sa+a’—s* +sa+p
=a’—sa+p
=0

Achar as raizes da equagdo x?— sx + p = 0 é também um conhecimento milenar.
Até o fim do século XVI ndo se usava uma formula para os valores das raizes, simplesmente
porque ndo se representavam por letras os coeficientes de uma equacdo. Isto comegou a ser
feito a partir de Francois Viete, matematico francés que viveu de 1540 a 1603. (LIMA, 2012,
p. 134).

O gréafico de uma funcdo quadratica f(x) = ax?+ bx + c € uma parabola. Com
auxilio do GeoGebra € possivel analisar a caracteristicas dos coeficientes a , b e ¢ com

auxilio de um controle deslizante.
3.4.1 Atividade com o coeficiente a:
Nesta atividade utilizamos o GeoGebra para tracar o grafico de algumas funcbes em

que faremos a variacdo do coeficiente a da funcdo quadratica. Para isto, algumas etapas

devem ser seguidas:

a=2
——

e Selecionar o icone < (controle deslizante) que sera referente ao

coeficiente a da funcéo quadrética.
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e Clicar na janela de visualizacdo para especificar a posicdo do controle
deslizante, que sera referente ao coeficiente a da fungéo.

e Escolher o intervalo de atuacdo, neste caso de —5 até 5.

e Digitar no campo de entrada a expressdo y = ax?.

A Fig. 3.5 apresenta o grafico da fun¢do y = ax? construida no GeoGebra.

7 GeaGebra - o x
Arquivo Editar Exiblr Opgles Femamentas Janela Ajuda Voc# entrou como Luciano Leite
A - . = |f=
DEERC2OERNTED r o
» Janela de Algebra = 3 | b Janela de Visualizagio 4
Cénlca 8
® cy-xt
Namera
®a-1 s
*
3
2 a=1
—

Figura 3.5- Gréfico da funcdo: y = ax? coma = 1.
Fonte: Elaborado pelo autor

Com esta atividade é facil notar que o coeficiente a da funcdo quadratica esta
relacionado com a concavidade da parabola do grafico que sera gerado, se a for positivo, a

concavidade sera para cima e se a for negativo a concavidade sera para baixo.
3.4.2 Atividade para o coeficiente b:
Nesta atividade utilizamos o GeoGebra para tracar o grafico de algumas funcbes em

que faremos a variacdo do coeficiente b da funcdo quadratica. Para isto, algumas etapas

devem ser seguidas:

e Selecionar o icone < (controle deslizante) que serd referente ao

coeficiente b da funcdo quadratica.

e Clicar na janela de visualizacdo para especificar a posicdo do controle

deslizante.

e Escolher o intervalo de atuacao.
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e Digitar no campo de entrada a expressédo y = x* + bx + 3.

A Fig. 3.6 apresenta o grafico da fun¢do y = x? + bx + 3 construida no GeoGebra.

€7 GeaGebra - =]
Arquive Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda Voo entrou coma Luclano Leite

DEERCOWHNT =0 i |

—
# Janela de

}_Janela de Algebra

Figura 3.6- Grafico da funcdo: y = x?+ bx + 3, com b = 1.
Fonte: Elaborado pelo autor

Podemos observar nesta atividade com auxilio da funcdo habilitar rastro que o
vertice das funcdes quadraticas obtidas nos sucessivos graficos, forma outra parabola, como

podemos observar na Fig.3.7.

A (2 stividade disertagio y=x'+bx+3.9gb - o X

Arquivo Eartar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Auda Entrar.

& LAl AR D) OO L)) N faec) 2]

» Janela de Algebra X
Conica
® cy=x+25x+3
Numero
® b-25

. Entrada )

Figura 3.7- Gréfico da fungdo: y = x?+ bx + 3, com rastro.
Fonte: Elaborado pelo autor
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3.4.2 Atividade para o coeficiente c:

Nesta atividade utilizamos o GeoGebra para tracar o grafico de algumas fungbes em
que faremos a variacdo do coeficiente ¢ da funcdo quadratica. Para isto, algumas etapas

devem ser seguidas:

e Selecionar o icone = (controle deslizante) que sera referente ao

coeficiente ¢ da funcdo quadratica.

e Clicar na janela de visualizacdo para especificar a posicdo do controle
deslizante.

e Escolher o intervalo de atuacao.

e Digitar no campo de entrada a expressdo y = x?— 3x + c.

A Fig. 3.8 apresenta o gréfico da fungdo y = x® — 3x + ¢ construida no GeoGebra.

{2 Geolebra = a H

Amquivo Editar Exitir Opghes Femamentas Jansla Ajuda Vach enirou como Luciano Lede
. . = ==,

D5 %8>0 W FEANT =5 T

b Janela de Algebra ¥ Janela de Visuakizagio =

Cénica
L@ dyex.dxet E
- Nimero
L c=1

Figura 3.8- Gréfico da fungdo y = x> — 3x + c,comc = 1.
Fonte: Elaborada pelo autor

O coeficiente ¢ da funcdo quadratica esta relacionado com o local onde o grafico

intercepta o eixo Y, fato este que é facilmente observado com a realizacdo desta atividade.
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3.5 FUNCAO COMPOSTA

Seja f uma funcdo de um conjunto A em um conjunto B e seja g uma fungdo de B
em um conjunto C. Chama-se funcdo composta de g em f a fungdo h de A em C em que a
cada imagem de cada x é obtida pelo seguinte procedimento:
1°) Aplica-se a x a fungéo f, obtendo f(x);
2°) Aplica-se a f(x) a fungdo g, obtendo g(f(x)).
Indica-se h(x) = g(f(x)) paratodo x € A. (IEZZI; MURAKAMI, 2009, p. 214).
Pode-se indicar a funcdo composta por g o f ( lé-se: “g composta com f” ou “g
circulo f); portanto:
geofx)=g(f(x)

para todo x € A.

Para ilustrar, suponha que f(x) = x?+ /e g(x) = x — 2. Se a entrada para g(x) é
x, a saida é g(x) =x—2. Por exemplo, para x =2 tem-se g(2)=0¢e f(0)=1,
descreve a composicao f(g(x)) quando x = 2.
Se usarmos x — 2 como entrada para f, temos:
flg)=flx—2)=(x—-2)+1 (3.1)
A Eg. 3.1 denomina-se de composicdo de f com g e denota-se por fog. A

composicao de um par de funcdes f e g € ilustrada na Fig. 3.9.

fog

v
P fier)
Imagem de fo g

inicrgein ce f

dominio de g

Figura 3.9 - Diagrama de uma funcéo composta f (g(x))
Fonte: Elaborado pelo autor
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O diagrama na Fig. 3.9 mostra como o valor (f o g)(x) = f(g(x)) é calculado.
Primeiro o x € introduzido na funcdo g, produzindo a saida g(x). Em seguida g(x) é usado
como entrada da funcdo f, o que resulta no valor final da composi¢cdo. A composicao
fornecida torna x como entrada para a funcdo g, com x no dominio de g, e com, g(x) esta
dominio de f.

VVamos observar 0 que acontece com as composicdes de duas fungdes f e g e suas
composicdes (f o g) e (g o f).

Exemplo 1 : Encontre (f o g)(2)e (go f)(2) para f(x) =x —2e g(x) = x* — 1.
Solucéo

(fo £X0) f(g(2)) PN g(f(2))
o 2)x o f)x
2 f(2)
£ NPT f@ \\
B S S S S S A T S S D S S W

Figura 3.10-Representacdo de (f e g)(2) e (g » /) (2)
Fonte: Faires e Defranza (2011, p. 103)

Como mostrado na Fig. 3.10,

(fog)2=f(9(2)=f3)=1

(g°NR) =yg(f(2)=9g0)=-1

Note que (f o g)(2) # (g ° f)(2).

Algumas vezes pode ocorrer que feog seja igual a geof, mas em geral sdo
diferentes, como demonstrado no exemplo 1 onde temos que (f o g)(x) # (g ° f)(x).

Observando que quando descrevemos uma fungdo, por exemplo, f(x) = x*—1,
significa que para qualquer elemento x no dominio, o valor de f(x) é obtido elevando x ao
quadrado e subtraindo 1, poderiamos, por exemplo, usar uma notacdo do tipo: (FAIRES;
DEFRANZA, 2011, p. 103)

=) -1

Assim, substituindo (] por g(x) como entrada na funcéo f(l:l) temos:

f(g(x) )=(g(:r) )2—1-
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Guimardes (2010) propde a atividade RelacBes e Familia para introduzir funcéo

composta. Esta atividade esta apresentada no anexo A.
3.6 FUNCAO INVERSA

A palavra inversa remete a uma inversao de algum processo ou operacdo. No caso
das funcBes esta inversdo envolve a troca do dominio com o contradominio e a
correspondente operacao inversa desta fungédo. (FAIRES e DEFRANZA 201, p. 111).

A fungiio g : Y - X é ainversa da fungdo f: X — Y quando se tem g(f(x)) =x e
f(g(»)) =y para quaisquer x € X e y € Y. Evidentemente, g é inversa de f se, e somente
se, f éinversade g. (LIMA, 2012, p. 206).

Como exemplo considere a funcgéo linear que converte a temperatura Celsius para a
temperatura Fahrenheit. A relacdo entre essas escalas pode ser determinada por dois fatores:

e Adguacongelaa0°Cea 32°F.
e Adgua ferve a 100°C e a 212°F.

O grafico da funcdo afim, que converte a temperatura Celsius para a temperatura
Fahrenheit, expressa como F(C) = aC + b, é uma linha que passa entre os pontos (0, 32) e
(100, 212), e esta funcéo linear tem inclinagéo:

0= f(C) — f(Cy)
G -G
__ FU00)-F(0) _ 212-32 _ 9

100-0 100 5

Portanto se, F(0) = 32 entdo b= 32, a equacéo ¢é dada por:
F=F(C)=2C+32 (3.2)
Pode-se resolver o termo em relacdo inversa, que converte a temperatura Fahrenheit

em Celsius. Esta € encontrada resolvendo o termo em C em funcdo de F na Equacdo Celsius

para Fahrenheit na Eq. 3.1.
F=32=2C, asim C=C(F)=3(F - 32) (3.3)

Os graficos das fungdes definidas pelas Egs. 3.2 e 3.3 sdo mostrados na Fig. 3.11.



49

AF aC
MW+ /
(100 i (212, 100)

/ 0 C //:;3:. 0) m F

Figura 3.11- Graficos das fungBes: Celsius em Fahrenheit e Fahrenheit em Celsius
Fonte: Faires e Defranza, 2011, p. 112.

Se comegar com uma temperatura dada em Celsius, converter para Fahrenheit, e
entdo converter novamente para Celsius, o resultado serd a temperatura inicial. Um resultado
similar ocorre para a temperatura Fahrenheit convertida em Celsius e entdo voltando a ser
convertida para Fahrenheit.

Assim

F=F(C) = ?C + 32, seesomentese C = C(F) = g(F —32)

Essa ¢ a esséncia da relacdo da fungéo inversa. A funcéo inversa reverte 0 processo e
retorna ao ponto de partida. Mas nem todas as fungdes possuem funcéo inversa. A funcéo
f (x) = x?, por exemplo, ndo tem funcdo inversa, uma vez que nao € possivel determinar,
por exemplo, se 0 nimero 4 na escala de f originado emx = 2ouemx = —2. O mesmo

dilema ocorre em cada nimero no intervalo de f exceto em 0, como mostrado na Figura 3.12.

ya

Figura 3.12- Gréfico da funcdo: f(x) = x?
Fonte: Elaborado pelo autor

Antes de efetuar a funcdo inversa, precisa-se considerar quais funcGes podem ser

invertidas. Tais funcdes sdo chamadas um-para-um. Conforme Fig. 3.13.
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Not one-to-one

Figura 3.13- Diagramas de fung@es
Fonte: Faires e Defranza, (2011, p.112).

E fundamental a utilizagio de atividades com a finalidade de facilitar o entendimento
das fungbes, como por exemplo, a utilizacdo do software GeoGebra no entendimento dos
gréfico, bem como propor exemplos aplicados no ensino de fungéo inversa e atividades que

levem o aluno a entender o funcionamento de uma fungdo composta.
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4 SUGESTAO DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DE FUNCOES

A formacdo do pensamento funcional nos alunos nao se trata de um processo facil,
por isso é importante propor atividades diferenciadas e recursos que estdo mais proximos
deles com a finalidade de auxilid-los nessa formacdo. Maquinas de calcular, identificagdo de
regularidades e o uso do Google para gerar graficos sdo exemplos de atividades que
aproximam mais o aluno das fungbes assim auxiliando no entendimento do conceito de

funcoes.

4.1 MAQUINAS DE CALCULAR

Segundo as Orienta¢Bes Curriculares para o Ensino Médio (BRASIL, 2006, p. 72) é
conveniente solicitar aos alunos que expressem em palavras uma funcdo dada de forma
algébrica, por exemplo, f(x) = 2x + 3, como a fungdo que associa a um dado valor real o
seu dobro, acrescido de trés unidades. Isso pode facilitar a identificag&o, por parte do aluno,
da ideia de funcdo. Um exercicio bem interessante para desenvolver esse raciocinio € a
maquina de calcular, onde os alunos podem calcular alguns valores numéricos de entrada até
chegar a calcular o que ocorre quando entra uma variavel nesta maquina.

Dante (2009, p. 82-83) apresenta alguns exemplos de exercicios envolvendo maquina
de calcular. Estes exemplos sdo apresentados no anexo B.

A méquina de funcdo... [ ] é um recurso extremamente importante na compreensao
dos conceitos matematicos, entretanto normalmente ela é utilizada como o problema
“adivinhe a minha regra”, para que os educandos encontrem a férmula interna que

expressa a regra. Desta forma é gerado um obstaculo epistemoldgico de que todas as
fungdes sdo emitidas por uma formula. (BORBA, 2008, p.21).

As maquinas de calcular auxiliam na compreensdo da representacdo tabelar e
algébrica visando o entendimento da representacdo dos graficos das funcbes. Essas relacGes
sdo fundamentais para que o aluno consiga fazer ligacdes e conversdo entre as formas de

representar uma funcéo.

4.2 REGULARIDADES

E interessante também propor situacdes em que os alunos possam investigar padrdes,

tanto em sucessdes numéricas como em representacfes geométricas e identificar suas
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estruturas, construindo a linguagem algébrica para descrevé-los simbolicamente. Esse
trabalho favorece a construcdo da ideia de Algebra pelo aluno como uma linguagem para
expressar regularidades como na Fig. 4.1.

o

1 2 3 4

Figura 4.1- Sequéncia de quadrados
Fonte: Adaptada de Brasil, 1998, p. 117.

Nessa situacdo, o professor pode encaminhar uma atividade para que os alunos
encontrem a expressdo n?> — n que determina o nimero de quadradinhos brancos da n-ésima
figura (ao retirar-se n quadradinhos pretos do total n* de quadradinhos) (BRASIL, 1998,
p.117).

Para chegar a esta conclusdo devemos verificar que o numero total de quadradinhos
em cada figura (1,4,9,16,25,...,n%) que correspondem aos nimeros quadrados. O nlimero
de quadradinhos pretos (1,2,3,4,...,n) e 0s brancos resultardo da diferenca do total de
quadradinhos pelo niimero de quadrados pretos (1 — 1,4 — 2,9 — 3,16 — 4,...,n* — n).

O trabalho com padrdes pode ser uma boa forma de preparar a introducdo do
conceito de funcdo. Driscoll (1999) apud Candeias (2010, p. 17) considera que a exploragédo
de padrbes permite, também, o desenvolvimento de raciocinios em outros dominios da
Matematica, como a Aritmética ou a Geometria, mas assume um papel especialmente

importante no estudo de relagdes funcionais e sugere trés fases:

(i) identificacdo de padrdes e regularidades, em que a ideia principal € a extrac¢do da
informac&o relevante e a identificacdo de regularidades, tendo em conta a situacdo
que esta a ser apresentada;

(ii) a representacdo que se baseia na andlise de alguns casos particulares organizados
e representados de forma sistematica, usando esquemas, diagramas, graficos e outras
(geometricamente), recorrendo a nOmeros, tabelas ou pares ordenados
(aritmeticamente), e fazendo uso de simbolos literais, formulas e correspondéncias;
(iii) a generalizacdo que pode ocorrer a Varios niveis, de acordo com as idades dos
alunos envolvidos. (DRISCOLL,1999 apud CANDEIAS, 2010, p. 17).

Os padr6es numéricos fazem parte de nossa vida. Pode-se observar em vérias
situacOes certa regularidade como, por exemplo, na numeracdo das residéncias. Em um lado
da rua a numeracdo das residéncias apresentam numeros pares e de outro, impares. Outros
padrdes numéricos podem ser encontrados na indicagdo dos apartamentos em prédios de

acordo com os andares e localizagdo; nos intervalos de um remédio receitado por um medico;
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nas estacdes do ano, enchentes do rio Nilo e eventos periddicos como elei¢des, olimpiadas,
copa do mundo e outros. O aluno precisa aprender a observar as regularidades em sua volta e
0 papel do professor é mostrar que a Matematica esta presente e que fornece uma regra. Para
desenvolver esse entendimento é necessario propor algumas situacdes problema que levem o
aluno a desenvolver o raciocinio algébrico como, por exemplo, as atividades que fazem parte
do anexo C que possuem a finalidade de encontrar a regularidade em cada sequéncia.
Trabalhos com a identificacdo de regularidades em sequéncias auxiliam na obtencao
de uma expressdao que represente esta regularidade, que posteriormente serd util para
encontrar a lei de formacdo da funcdo através de uma tabela ou um grafico. Atividades estas,

que auxiliam no desenvolvimento do raciocinio e o interesse pela Matematica.
4.3 GRAFICO DE FUNCOES NO GOOGLE

E possivel fazer alguns calculos matematicos direto da caixa de pesquisa do Google,
por exemplo, as quatro operacgdes, conversdo de medidas entre outros. Alem de oferecer a
opcao de resolver calculos através do buscador, digitando uma equacao vai acessar ao grafico
que ela representa, podendo ainda utilizar o zoom e verificar os valores de x e y desta funcéo.
Para obter o gréafico da fungdo do 1° grau: y = 2x + 5, basta digitar (y = 2 * x + 5)

conforme Fig. 4.2.

Google  y=2x5 = Y

Todas Noticias Imagens Shopping Videos Mais v Ferramentas de pesquisa

Aproximadamente 241.000.000 resultados (0,40 segundos)

Grafico para 2*x+5

X -1.66667177 | y: 1.66665646

=
' 204

-20

an

Figura 4.2- Gréfico da funcdodo 1°grau:y = 2x+5
Fonte: Elaborado pelo autor


http://www.prof-edigleyalexandre.com/2011/12/construa-graficos-de-funcoes.html
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Para obter o grafico da funcdo do 2° grau: y = x®2 + 2x +3  basta digitar
(y = x*2 + 2 xx + 3) conforme Fig. 4.3.

Google  y=x2+2x3 = Y ﬂ

Todas Imagens Videos Noticias Mapas Mais « Ferramentas de pesquisa

Aproximadamente 3.090.000 resultados (0,26 segundos)

Grafico para x2+2*x+3

X 9.38670292 | y: 109.883598

Figura 4.3- Grafico da funcdo do 2° grau: y = x* + 2x + 3
Fonte: Elaborado pelo autor

Com o Google pode-se elaborar uma aula bem dindmica como, por exemplo:
distribuir uma funcéo do tipo f(x) = ax + b para cada dupla. A dupla digita e observa o
gréfico e podem trabalhar com o zoom identificando o que ocorre quando os valores de x
aumentam ou diminuem, o local onde corta o eixo x, e ainda montar tabelas com auxilio do
grafico. Num segundo momento trabalhar com a funcdo quadratica.

A vantagem de se utilizar o Google é o facil acesso que temos atualmente, por isso
devemos incentivar nossos alunos a usarem esse recurso para auxilid-los na busca de solugcoes
e nas possiveis davidas sobre o grafico das fungdes. Assim mostrando para eles que o celular

também pode ser Util no aprendizado.
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5 CONSIDERACOES SOBRE O ENSINO DE FUNCOES

O professor € o principal responsavel pelo ensino. Suas atitudes, a forma de conduzir
as aulas e as atividades propostas sdao fundamentais para o ensino das fungfes. Destacam-se

também a importancia, dificuldades e preocupaces com o uso da informatica.

5.1 CONSIDERACOES SOBRE O PROFESSOR E O ENSINO DAS FUNCOES

A sociedade atual estd passando por constantes mudangas, resultado do
desenvolvimento de novas tecnologias que estdo cada vez mais aparecendo no noOsso
cotidiano. Com isso, a nossa forma de viver, de trabalhar e de aprender vem se alterando
progressivamente. Portanto, é necessario que escola e educadores repensem as questdes
educacionais para atender as necessidades deste mundo globalizado. Para isso, a escola
precisa mudar sua dinamica e o professor é desafiado a rever e ampliar seu conhecimento
constantemente.

Nesta secdo nosso intuito € provocar o leitor e desta forma trazer a tona algumas
reflexdes sobre 0 processo de ensino-aprendizagem:

o A fala é um instrumento preferencial em sala de aula para a interacdo. O aluno
é 0 que menos fala, e geralmente, a informacdo é transmitida de forma que seja apenas
armazenada. No entanto, “os alunos mais jovens de hoje, acostumados com as dinamicas da
oralidade televisiva, ficam mais distraidos quando o professor fala de forma mais lenta e
monoténica.” (KENSKI, 2008, p.54).

o As tarefas matematicas devem despertar o interesse dos alunos. O professor
precisa selecionar situacdes e contextos para que isso ocorra, além de saber conduzi-las e
desenvolvé-las com sucesso. As tarefas matematicas e as situacfes propostas em sala de aula
sdo responsaveis pelo desenvolvimento do pensamento matematico do aluno. “Estas devem
conter algumas tarefas acessiveis a todos os alunos. Caso contrario, 0s que tém mais
dificuldades podem sentir-se frustrados, acabando por abandonar a tarefa prematuramente.”
(BRUNHEIRA; FONSECA, 1996 apud CANDEIAS, 2010, p.29). Além disso, “para obter
uma boa integracdo de tarefas exploratorias e investigativas o professor precisa ndo soO
mobilizar teorias e técnicas, mas também mobilizar as suas concepg¢des, sentimentos e
conhecimento pratico.” (SARAIVA, 2001 apud ANDRADE; SARAIVA, 2012, p.147).

o Mesmo com metodologias diferenciadas visando uma maior compreensao dos

conceitos relacionados ao estudo das fungdes, esta ndo pode ser vista como a solugdo para
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todos os problemas do ensino e sim como uma “porta”, onde professor e alunos sigam em
busca do conhecimento. Portanto “o processo de ensino e aprendizagem depende de muitas
variaveis, a forma como o professor conduzira as atividades, por exemplo, é crucial para que
os objetivos da proposta sejam completamente atendidos.” (MAGARINUS, 2013, p.95).

o Duval (1995) apud Maggio e Nehring (2013, p.5) aponta:

“variacdo redacional” de enunciados como uma possibilidade potencial na condugdo
de tarefas de conversdo no contexto da sala de aula. A “varia¢do redacional”
significa 0 modo como um contelido cognitivo é apresentado no texto e o contedo
cognitivo diz respeito as propriedades do conceito, que sdo invariantes.

o Nehring (2001, p. 43) apud Maggio e Nehring (2013, p. 5) também ressalta que
essa possibilidade pode romper “[...] com o vicio pedagogico de o professor traduzir ou reler,
simplesmente, o enunciado do problema [...]”. No entendimento dela, a maioria dos
professores, na tentativa de minimizar as dificuldades dos alunos, tentam traduzir o
enunciado.

. Ainda ha de se questionar a necessidade de que funcdes “menos comportadas”
sejam tratadas no Ensino Médio de Matematica, ou que a concepcdo de processo seja
alcancada neste nivel de aprendizado. Mas, esperava-se que a0 menos 0S Seus professores
tivessem imagens conceituais mais ampliadas sobre a teoria de func@es, incluindo também
algumas dessas fung¢des menos “comportadas”. (ZUFFI; PACCA, 2000, p. 23).

Essas reflexdes sdo muito importantes, no entanto, para a sua integracdo no ambito
da sala de aula, é necessaria a promocdo de cursos de formagdo docente que discutam as
potencialidades de suas ferramentas e diferentes metodologias para sua inser¢ao nas praticas
pedagdgicas. (BALDINI; CYRINO, 2012a).

5.2 O USO DA INFORMATICA NAS ESCOLAS

O nosso cotidiano mudou, estamos vivendo num mundo da informacdo, por isso é
necessario o uso de novas ferramentas para o ensino de Matematica. Os professores precisam
usar o computador como aliado em suas aulas. Segundo Candeias (2010, p. 4-5) “Aqueles
[alunos] que geralmente tém dificuldades no calculo numérico ou algébrico deixardo de ficar
impedidos de compreender e trabalhar com ideias matematicas importantes”. Ponte (1992)
apud Candeias (2010, p. 22) afirma que “a utilizacdo de software matematico veio provocar
alteracdes no estudo das funcdes libertando os alunos de célculos fastidiosos e repetitivos”.

O uso da informéatica ndo pode também ser visto como a solu¢do de todos os

problemas da escola é sim mais uma possibilidade para melhorar o ensino. Barros e
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D’Ambrosio (1988, p. 29) apud Santos (2010, p. 31) afirmam que “o computador ndo é um
fim em si mesmo, mas um meio, um recurso instrucional a mais, cuja eficacia dependera da
capacidade daqueles que o utilizam”.

“Pesquisas mostram que professores dos diversos niveis de escolaridade ndo tém
efetivamente integrado a tecnologia em suas aulas.” (BITTAR, 2006, p.2). Isto ocorre devido
a falta de conhecimento pedagdgico da tecnologia por parte dos professores. Por outro lado a

autora coloca que temos, muitas vezes, situacdes paradoxais:

os alunos de licenciatura passam por todo seu curso sem terem estudado auxiliado
pela informatica, apesar de que isso poderia ter contribuido com sua aprendizagem.
O paradoxo aparece ao final do seu curso, quando ele devera compreender que é
importante usar tecnologia com seu aluno, pois essa contribui com a aprendizagem
matematica. Nos parece que esse é um dos desafios a serem vencidos pela formacéo
de professores. (BITTAR, 2006, p. 3-4).

Mas Bittar (2006, p. 2) em seus estudos mostra que 0 uso da tecnologia € deficiente
nos cursos de formacdo inicial de professores e, que nos cursos de formagéo continuada, essa
discussdo tem sido insuficiente para uma integracdo que venha a contribuir com o progresso
da aprendizagem do aluno.

O uso da informatica nas aulas de Matematica
depende de uma capacitacdo permanente do professor, e disponibilidade de tempo
para elaborar atividades que realmente explorem o0s recursos disponiveis
promovendo a aprendizagem. Mas tudo isso pressupde, uma forma permanente, por
parte das escolas, de promover e incentivar a formacao continuada dos professores,
condicOes de trabalho dignas e um salario compativel, que permita ao professor se
dedicar, com tranquilidade, a sua tarefa de ensinar. (LEMOS JUNIOR, 2013, p. 63).

Os cursos a distancia muitas vezes sdo oferecidos como formacdo continuada.
Ministrados geralmente por profissionais com um grande conhecimento das tecnologias, mas
“sem conhecimento das especificidades educacionais e comunicativas”, as vezes “sem
conhecimento dos conteudos que pretendem ensinar, eles oferecem cursos que ndo atendem as
necessidades de aprendizagem dos alunos”. (KENSKI, 2008, p. 60).

Bittar (2006, p. 11) ressalta a importancia de que a formacédo do professor seja feita
em servico, em seu local de trabalho, assim é possivel vivenciar as dificuldades e problemas
do dia a dia e com tempo suficiente para amadurecimento das discussdes das situacoes
vivenciadas.

O uso da informatica leva o professor para areas desconhecidas, “o professor ndo tem
como prever 0s caminhos que os alunos poderdo tomar para realizar as atividades solicitadas.”
(LEMOS JUNIOR, 2013, p. 4). Sair da zona de conforto e perder o controle é algo que

sempre vai acontecer. Problemas técnicos podem ocorrer frequentemente atrapalhando o bom
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andamento das atividades propostas, além disso, para a grande parte dos professores as
perguntas imprevisiveis dificultam e correspondem a parte mais dificil de lidar nesta interacéo
com os alunos.

As atividades preparadas utilizando o computador tém de ser muito bem elaboradas
para ndo se tornarem “meras reproducdes de aulas mecanicas, disfar¢adas sob o uso de
programas de computador.” (SIQUEIRA, 2013, p. 34). Sendo assim, as atividades devem
possibilitar aos alunos “explorar situagdes abertas, procurar regularidades, fazer e testar
conjecturas, argumentar e comunicar oralmente ou por escrito as suas conclusdes.”
(CANDEIAS, 2010, p. 3).

Candeias (2010), Kenski (2008), Lemos Junior (2013), colocam que o professor deve
ter o dominio das principais funcionalidades do programa computacional escolhido. A escolha
do software deve estar adequado a cada conteudo e propdsito de ensino. “Um software deve
ser escolhido em fungdo dos objetivos do professor, e ndo o contrério.” (BITTAR, 2006, p. 3).
Cada software tem sua especificidade e precisam ser utilizados de forma adequada no ensino.
“Alguns softwares sdo bastante especificos para alguns temas, portanto € importante um
planejamento do professor para que a sua escolha possa explorar ao maximo o conteudo
abordado”. Lemos Junior (2013, p. 14) e Bittar (2006, p. 3) colocam ainda que “um software,
considerado a priori bom pelas possibilidades que oferece, pode ser usado de forma a nédo
contribuir com a constru¢ao do conhecimento”.

E necessério destacar a acessibilidade do software pela escola e pelos alunos, além
da gratuidade do software, que “muitas vezes facilita a sua instalacdo mais rapidamente pela
escola, principalmente nas escolas publicas, onde a compra de qualquer material requer
procedimentos que podem dificultar a aquisicdo em tempo habil”. (LEMOS JUNIOR, 2013,
p. 15).

Lemos Junior (2013, p. 62) coloca que o professor deve ser o facilitador, “dando
oportunidade para o aluno fazer suas proprias conjecturas, tomando cuidado para ndo ser
ausente e assim ndo contribuir para a aprendizagem”. Dullius, Haetinger e Quartieri (2010, p.
145) acreditam que a educacdo precisa de um professor mediador do processo de interacdo
tecnologia/aprendizagem e que “desafie constantemente seus estudantes com atividades
inovadoras, tanto presenciais como a distancia”.

Alguns obstaculos encontrados na utilizacdo da informatica nas escolas devem ser
considerados: professores sem carga horaria exclusiva para os laboratérios, a resisténcia
natural a mudangas, “a falta de espago fisico adequado para salas informatizadas (laboratorios

de informética), auséncia de pessoal técnico para a manutencdo dessas maquinas e,
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principalmente, a falta de preparagdo e de motivacdo de grande parte dos seus professores”
(LEMOS JUNIOR, 2013, p. 5). “As escolas ndo tem verba suficiente para manutencdo e
atualizacdo permanente dos programas e realizacdo de treinamentos para todo o pessoal
pedagogico e administrativo do estabelecimento”. (KENSKI, 2008, p. 59).

Apesar de varios problemas encontrados atualmente em relagdo ao uso de
computadores nas aulas de Matemaética, é fundamental que os professores aceitem o desafio
de cada vez mais implantar os recursos tecnolégicos em suas aulas. Tornando assim as aulas
mais atraentes e muito mais proveitosas, despertando o interesse dos alunos pela Matematica

com a finalidade de consolidar o processo de ensino-aprendizagem do conceito fungéo.
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6 CONCLUSAO

O conceito de funcdo é muito complexo e leva um tempo para ser assimilado. Uma
série de fatores precisa ser considerada: os alunos geralmente chegam ao Ensino Médio sem
0Ss pré-requisitos necessarios, o que torna dificil a aprendizagem. Por outro lado, o
conhecimento do professor ndo esta sendo suficiente para os desafios do processo ensino-
aprendizagem. Alguns ndo se apropriaram dos conceitos no Ensino Médio e na universidade e
precisam ensina-los a seus alunos.

Muitas vezes recorre-se a livros didaticos que trazem as fungdes em poucas paginas
de uma forma sucinta, descontextualizada, pouco atrativa e de dificil entendimento. Portanto,
para que ocorra uma mudanca é necessario investir mais na formacdo continuada dos
professores que estdo atuando, sO assim poderdo ter mais alternativas para preparar melhor
suas aulas e ndo ser reféns dos livros, bem como melhorar a formagéo inicial dos futuros
docentes.

O estudo revelou a importancia de se trabalhar com as diferentes representacfes das
funcBes para a formacdo do conceito. E necessaria uma correspondéncia semidtica entre elas
resultando em diversas conexdes que serdo importantes neste processo. Os alunos do Ensino
Médio precisam conhecer as diferentes caracteristicas das representacdes de funcdo e
compreender suas relagdes, convertendo e transitando entre elas.

Uma das dificuldades mais acentuadas € a representacéo algebrica. A algebra € um
dos ramos da Matematica que utiliza letras e nimeros para generalizar diversas operacoes,
mas ela vem sendo ensinada de forma prematura, imprépria e sem significado. Por isso é
necessario no Ensino Fundamental trabalhar a parte algébrica, inicialmente na forma verbal,
sem linguagem formal (pré-algebra) e com o passar do tempo a introducdo de simbologias
necessarias.

O aluno precisa pensar abstratamente, mas o uso de letras em Matematica para
muitos € coisa de outro mundo, pois 0 “terrivel x” aparece nas fungbes (como quantidades
variaveis, as vezes constantes), nas equacdes (como incAgnitas) e nas expressoes algébricas
(como generalizacdo- simbolo abstrato). Neste sentido, o professor tem a responsabilidade de
planejar desde as séries iniciais atividades que auxiliem no desenvolvimento do pensamento
algébrico dos alunos no futuro.

O conceito de fungdo ensinado no 9° ano do Ensino Fundamental e no 1° ano do
Ensino Médio ndo tem relevancia significativa para os alunos e ndo desperta o interesse deles.

Uma das causas € que a nocdo de variavel ndo tem sido explorada no Ensino Fundamental,
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conforme dados da Prova Brasil, SAEB e ENEM. Dai a importancia de se construir nocdes
algébricas pela observacao de regularidades em tabelas e gréaficos e estabelecer relagdes para
desta forma acabar com o ensino baseado apenas em manipulagdo de expressdes e equacoes
de forma mecanica.

A informética aparece como um novo processo utilizado para ensinar e aprender
Matematica. Agrada muito os alunos, pois deixa de lado os célculos mecéanicos reservando um
tempo maior para que eles possam fazer suas investigacdes, experimentacdes, testar hipdteses,
trocar experiéncias, etc. O GeoGebra é um software excelente para o ensino de Matemadtica.
Ele possibilita de forma dindmica as diferentes representactes de fungdes com trés janelas (a
grafica, a algébrica e a planilha de calculos). E com relacdo ao estudo dos graficos, por
exemplo, o GeoGebra possui o controle deslizante que com seu deslocamento, gera
sucessivos graficos, deixando assim um tempo maior para que os alunos tomem suas
decisdes, reflitam e raciocinem em atividades bem elaboradas.

A utilizacdo do GeoGebra ajuda na compreensdo dos conceitos associados a fungéo
como: coeficientes angulares e lineares nas fungGes afins, na concavidade, deslocamento e
local onde a parébola intercepta o eixo y nas fungdes quadraticas. Ja nas funcdes inversas e
compostas, situacdes reais facilitam o entendimento.

E importante propor, ao longo da vida escolar dos alunos, atividades que auxiliem no
pensamento algébrico e funcional, como exercicios que levem a generalizagdo de uma
situacdo que exijam a identificacdo de padrdes e regularidades, maquinas de calcular com
exercicios do tipo adivinhe a regra, etc. O uso do Google também pode ser utilizado nas
discussdes com os graficos das funcdes.

O professor € um dos principais agentes no processo de ensino-aprendizagem. Ele
deve buscar dindmicas nas quais os alunos sejam convidados a participar ativamente e nao ser
apenas receptores. Deve propor atividades desafiadoras, contextualizadas em diversos niveis,
desde as mais simples e que todos consigam resolver até atividades mais complexas que
envolvam funcbes “menos comportadas”. As metodologias utilizadas ndo podem ser
consideradas solucdo e sim uma “porta” onde alunos e professor seguem juntos no mundo do
conhecimento.

O professor € desafiado a investigar sua propria pratica, a se motivar e ampliar o seu
conhecimento constantemente. A utilizacdo de metodologias novas, de tecnologia de
informacao e comunicacao é um desses desafios a ser considerado. Para que isto ocorra, entdo
€ necessario investir cada vez mais em uma formacdo continuada que discuta as

potencialidades de novas ferramentas como a utilizagdo da informatica no ensino das fungées.
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ANEXO A- RELACOES E FAMILIA

Os exemplos a sequir, retirados de Guimaraes (2010, p. 168) apresentam exemplos
de arvore genealdgica aplicadas no ensino de funcdo composta.
Vocé sabe 0 que é uma arvore genealdgica? E um diagrama que mostra as relacoes

entre membros de uma mesma familia! Veja o exemplo da Fig. A.1.

Figura A.1- Arvore genealdgica de Caio e Denise
Fonte: Guimardaes, 2010, p. 168.

Observe a notacéo a seguir que descreve as relacoes apresentadas na Fig.3.11:

e m(x) significa “mae de x”, por exemplo, m(Pedro)=Maria.
e p(x) significa “pai de x”, por exemplo, p(Brenda)= Carlos.
e ja(x) significa “irma de x”.
e jo(x) significa “irmdo de x”.

1. De acordo com a arvore da figura acima e 0s exemplos de notacdo, complete os itens:

(a) m(Brenda)=

(b) p(Pedro)=

(c) p(Lucas)=

(d) io(Lucas)=

(e) m(Denise)=

(f) ia (Caio)=



2. Vocé notou que p(m(Denise))= p(Brenda)=Carlos? Complete os itens a seguir:
(a) m(p(Denise))=

(b) p(ia(Caio))=

(c) m(m(Caio))=

(d) p(io(Lucas))=

3. Ser4 que io(p(Denise)= p(io(Denise))? [Isim [IN&o

Como vocé chegou a essa conclusao?

Agora colocamos mais pessoas na familia. Observe a nova arvore genealdgica na Fig. A.2.

Figura A.2 - Arvore genealdgica de Caio e Denise Il
Fonte: Guimardes, 2010, p. 168.

Vamos acrescentar também mais duas notagoes:
e fa(x) significa “filha de x”.
e fo(x) significa “filho de x”.

4. Complete os itens a partir da nova arvore:

@ m( )= Maria
(b) p( )= Carlos
(c) ia( )= Brenda
(d) fa( )= Camila

(e) fo( )= Pedro
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5. Liste 10 maneiras diferentes de se chegar a Brenda. Por exemplo: fa(Joana)=Brenda,
ia(fa(Joana))= Brenda.
6. Liste 7 diferentes maneiras de se chegar ao Lucas.
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ANEXO B- ATIVIDADES COM MAQUINA DE CALCULAR

Os exemplos a seguir, retirados de Dante (2009, p. 82-83) apresentam exemplos de
maquina de calcular.

1) Roséangela bolou uma maquina interessante. Ela esta programada para “dobrar o
numero de entrada e subtrair uma unidade do resultado”. Por exemplo, se entrar o 20, saird o
39. Note que o nimero de saida é obtido em fungdo do nimero de entrada, isto €, o nimero

que sai depende do niimero que entra.

Figura B.1- Maquina de calcular: Dobrar e subtrair 1
Fonte: Dante, 2009, p. 82.

A Tab. B.1 apresenta 0os numeros de entrada e de saida da maquina criada por
Rosangela (Fig.B.1).

Tabela B.1- Entradas e saidas da Maquina: Dobrar e subtrair 1
NUmerodeentrada |-1|0 |1]2|3|4|5|6|1 1115

2 2

NUmero de saida -31-1

Fonte: Fonte: Dante, 2009, p. 82.

a) Copie no seu caderno a tabela e complete com os nimeros que faltam.

b) Se x expressa a variavel nimero de entrada e y a variavel nimero de saida, qual a
formula ou lei da funcdo que fornece y em funcéo de x?

c) Nesse caso, qual a variavel dependente?

d) Se o nimero de entrada for 10, qual serd o numero de saida?

e) Se o numero de saida for 29, qual serda o nimero de entrada?

f) O nimero de saida varia de forma diretamente proporcional ao nimero de entrada?

g) Use os dados da tabela e, em uma folha de papel quadriculado, construa o grafico

correspondente a essa situagao.
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2) Bruno, amigo de Roséngela, gostou da histéria de maquina que transforma

ndmero e inventou outra.

Figura B.2 - Maquina de calcular: Multiplicar por 3 e somar 2
Fonte: Dante, 2009 p. 82.

a) Observe o0 que a maquina de Bruno fez. Depois copie e complete esta tabela da
Fig. B.3 em seu caderno.

TRENENE

Figura B.3- Entrada da maquina de calcular: Multiplicar por 3 e somar 2
Fonte: Dante, 2009, p. 82.

b) O nimero de saida (y) é dado em funcdo de qué?

¢) Qual a formula ou lei de formacao que nos da y em funcao de x?

d) Construa em uma folha de papel quadriculado um grafico s6 com os dados da
tabela.

e) Se colocdssemos na entrada da maquina todos 0s nimeros reais, como seria o
gréafico?

3) As méaquinas de Rosangela e Bruno fizeram o maior sucesso na sala de aula.
Todos queriam construir maquinas diferentes. Veja a maquina que Rafael inventou na Fig.
B.4.

Figura B.4- Maquina de calcular: Elevar ao quadrado e somar 2
Fonte: Dante, 2009 p. 83.
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a) Examine a méquina de Rafael, copie a Tab. B.2 em seu caderno e complete-a.

Tabela B.2 - Entradas e saidas da Maquina: Elevar ao quadrado e somar 2

Nimerodeentrada | -2 |-1[0|1(2|3|4

NUmero de saida 6 |3

Fonte: Dante, 2009, p. 83.
b) Qual € a lei dessa funcao?
c) A cada x corresponde um tnico y?
d) A cada y corresponde um unico x?
e) O nimero de saida (y) varia de forma diretamente proporcional ao nimero de

entrada (x)?

Atencdo! Em uma funcdo que leva x em y, a cada x sempre corresponde um unico y,

mas nem sempre a cada y corresponde um unico x.
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ANEXO C - ATIVIDADES COM REGULARIDADES

Este anexo apresenta atividades envolvendo o conteido de regularidades. As atividades foram
extraidas de Dante (2009), Guimaraes (2010), Pataro e Souza (2012) e Viseu e Nogueira
(2014).

Atividadel

Regularidade na obtencéo de quadrados com o uso de palito de fésforos.

@ ',,,,,.. v - ",_,.,‘,__4 - - ' ST —— ."H‘W s ‘.
- é Ll ‘. = e ,‘.,_ - & e $
1 quadrado 2 quadrados 3 quadrados
4 palitos 7 palitos 10 palitos

) Figura C.1- Qljadrados obtidos com palitos de fosforo
Fonte: Dante, 2009, p. 89.

Continuando a sequéncia da Fig. C.1, determine:
a) a expressdo que indica P de palitos em funcdo do nimero x de quadrados;
b) quantos palitos séo necessarios para formar 9 quadrados;
¢) quantos quadrados sdo formados com 16 palitos;

d) a expressao de x em funcdo de P. (Dante, 2009, p. 89).
Atividade 2

Regularidade na obtencéo de triangulos com lapis.
a)Desenhe a proxima figura e complete a quantidade de lapis.

WAY

>

3 lapis _ lapis _ ldpis

Figura C.2 - Tridngulos obtidos com l&pis
Fonte: Guimardes, 2010, p. 173.
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b) Vocé notou uma regra de formagao? Para obter mais um triangulo basta acrescentar sempre

mais lapis.
c) Cada novo triangulo é formado acrescentando apenas mais l&pis, porém o primeiro
triangulo precisou de lapis, a mais que qualquer outro.

d)Termine de preencher os valores correspondentes na Tab. C.1, onde T é a quantidade de

tridngulos formados com L lapis:

Tabela C.1 - Quantidade de lapis (L) necessarios para formar Triangulos (T)
T 1 2 3 4 5 6 7 10

Fonte: Guimardes, 2010, p. 173.

e) Usando L(T) para dizer “lapis necessarios para formar T tridngulos”, calcule:

el)L(10)

e2)L(15)

e3)L(22)

ed)L(_)=33

f)Qual poderia ser uma formula geral para obter a quantidade L(T) de lapis necessarios para
construir T triangulos?

L(T)=

Atividade 3
Regularidade na insercdo de quadrados no interior de um retangulo quadriculado.

Observe a sequéncia:

[li._-_.'___'

Figura C.3 - Quadrados interiores num retangulo quadriculado
Fonte: Guimardes, 2010, p. 172.
a)Desenhe a quarta figura.
b)Quantos quadradinhos azuis tém a 102 figura.

c)Complete a tabela C.2. (A ultima linha da tabela servira para responder os proximos itens).



Tabela C.2- Nimero de quadradinhos em branco, preenchidos e totais da Fig.C.2.

NUmero da

ordem da figura

NUmero de

quadradinhos em

NUmero de
quadradinhos

Total de
quadradinhos

77

branco preenchidos

(azuis)

13

23

33

42

53

63

7a

152

Na

Fonte: Guimardaes, 2010, p. 172.

d)Qual é a formula que expressa a quantidade A(n) de quadradinhos azuis em fungédo da
ordem n da figura?

e)Calcule

e1)A(11)
e2)A(20)

Atividade 4

Regularidade no aumento de bolinhas na sequéncia das figuras.



Atividade 5

Bl Observe a sequéncia de figuras.

QQ.O

L

@

EEE Y

a) Quantas bolinhas ter& o quadro 6 dessa
sequéncia? E o quadro 77

b) Copie a expresséo algébrica que repre-
senta o numero de bolinhas do quadro n

dessa sequéncia.

| an my3n-1 v)3ns2

myl 3n + 1 |vﬂ3n-2

c) Utilizando a expressiio algébrica que
vocé copiou, determine o numero de
bolinhas do quadro:

= 9 da sequéncia
= 15 da sequeéncia

Figura C.4 - Exercicio com sequéncia de figuras

Fonte: Pataro e Souza, 2012, p. 161.

Regularidade na sequéncia com gquadradinhos

Observe a sequéncia da Fig. C.5:

12

] ;] B . B B

=] & =]

Figura C.5 - Sequéncia com quadradinhos

Fonte: Viseu e Nogueira 2014, p. 53.
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Quantos pontos terd a 30.2 figura? Apresenta o teu raciocinio (VISEU; NOGUEIRA, 2014,

p.53).



