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Resumo:

Este artigo apresenta dois elementos basicos no modelamento de redes de regulacdo génica:
um sistema de switch ON-OFF (chave ligado-desligado) e um sistema de oscilagbes periddicas.
Apesar de aparentemente simples, essas duas formas basicas de controle e resposta das
células a sinais externos ("circuito genético") devem ser entendidas em termos de equacgles
quimicas de equilibrio, que por sua vez podem ser descritas em termos de Equacles
Diferenciais. Os dois modelos apresentados sao vistos, num contexto multidisciplinar, como
motivacdo para introducdo a Biofisica de sistemas ndo-lineares para alunos das Ciéncias ditas
Exatas ou motivacdo para o aprendizado de matematica avangada por alunos vindos das
Ciéncias Bioldgicas.
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Abstract:

This paper presents two basic elements used to model genetic regulatory networks: an ON-
OFF switch system and a periodic oscillating system. Although apparently simple, this two
basic forms of control and response to cell external signals ("genetic circuits") should be
viewed as chemical equilibrium equations in Differential Equations framework. This two models
are shown in a multidisciplinary context as motivation for the introduction to non-linear
Biophysics for the Physical Sciences' students, or as motivation for the studding of advanced
Mathematics by the Biological Sciences' students.
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Introducao

Um dos maiores desafios enfrentados atualmente pela Biologia é entender, em nivel
molecular, como proteinas e genes trabalham juntos para controlar os seres vivos. A Fisica, e
porque ndo dizer, as pessoas com conhecimento em Fisica, tem muito a contribuir para esse
desafio contemporaneo da Biologia. Existe, por parte das Ciéncias Bioldgicas, uma necessidade
muito grande de pessoas que consigam importar para dentro dela os métodos e as abordagens
das ciéncias ditas Exatas. A formagdo em Fisica e Matematica é especialmente bem vinda na
Biologia onde a formulagao de modelos matematicos trataveis contribui para o avango da area.

O objetivo deste artigo € ilustrar como alguns conceitos de Sistemas Nao-Lineares podem
ser apresentados, em um contexto multidisciplinar, a estudantes de graduacdo em Fisica ou
também em Ciéncias Bioldgicas que possuam algum interesse ou habilidade em matematica.
Para isso, vamos apresentar um modelo simples nao-linear que busca descrever o
comportamento de uma rede de regulacao génica.

Em Biologia, € comum nos deparamos com problemas que exigem a andlise de alguma
equacao nao-linear. Entretanto, esse tipo de analise esta, em geral, fora do conhecimento de
um bidlogo comum. O modelo que vamos apresentar neste artigo se insere nessa classe de
problemas. Problemas desse tipo despertam o interesse dos fisicos por pesquisas
multidisciplinares e, ao mesmo tempo, podem ser interessantes do ponto de vista do Ensino de
Fisica e Matematica para estudantes de Biologia e areas correlatas.

Todas as simulagdes deste trabalho foram feitas utilizando programas escritos na linguagem
MapleV (Waterloo Maple Inc., http://www.maplesoft.com) e estdo disponiveis no web-site
suplementar: http://www.vision.ime.usp.br/~rvencio/Rede. MapleV é uma linguagem de
alto nivel, muito adequada para manipulagdo simbdlica de objetos matematicos, resolugdo de
equacoes diferenciais ndo-lineares, e visualizagdo de graficos e solugdes numéricas. E também
uma ferramenta didatica muito poderosa.

Além das simulacbes, estdo também disponiveis, neste web-site suplementar, algumas
figuras ilustrativas adicionais, identificadas no texto como “web”.

Redes de Regulacao Génica

O DNA é a molécula fundamental da maioria dos seres vivos. E ela gue contém todas as
informacdes genéticas de cada individuo e que tem a capacidade de transmiti-las aos seus
descendentes. O bidlogo James Watson e o fisico Francis Crick publicaram uma descricdo da
molécula e foram os primeiros a sugerir seu mecanismo de replicagdo, marcando
profundamente a histéria da Biologia [1].

Mostrou-se que o DNA tem duas fungdes basicas: replicacdo e transcricdo de genes. A
primeira funcdo € responsavel pela copia do proprio DNA e é necessaria para garantir a
hereditariedade. A segunda funcdo é responsavel pela propagacdo de informacdo através de
mensagens. A molécula de mRNA é o resultado da transcricdo e é a mediadora da propagacao
das mensagens. Essas, por sua vez, sdo traduzidas em agdo pelas proteinas associadas a cada
uma das mensagens. Esse modelo de fluxo unidirecional de informagao, ilustrado na Fig.1, foi
primeiramente proposto pelo fisico F. Crick e € conhecido como Dogma Central da Biologia [2].
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Figura 1: Ilustracdo do Dogma Central da Biologia. Uma boa analogia para cada etapa é o funcionamento de um
computador (figura fora de escala).

As redes de regulagdo génica sdo compostas pelos grafos de interagdo entre as diversas
espécies de mRNA e pelas regras dinamicas associadas aos mesmos. Essas regras controlam o
trafego de mensagens no nivel intermediario do Dogma Central (Fig.1). A Fig.web1l mostra um
exemplo de uma rede de regulagao.

A modelagem de redes de regulacdao génica é uma questdo de extrema relevancia para
aplicagdes em Biologia Molecular. A importéncia do estudo das interagdes entre as entidades
moleculares fundamentais da Biologia tem um apelo de Ciéncia Basica evidente. Por outro
lado, também tem um apelo aplicado, pois espera-se que o entendimento desses problemas
permita prever, por exemplo, o que acontece quando se altera a disponibilidade de metabdlitos
no interior de uma célula ou interrompe-se o funcionamento de certos genes [3]. Com o
entendimento de tais questdes espera-se uma revolucdo tecnoldgica analoga aquelas ocorridas
na Engenharia apds os grandes avangos conceituais da Fisica (por exemplo, a eletrGnica
advinda da revolugdo da Mecanica Quantica). A principal aplicacdo estd na busca de novos
medicamentos, pois serda muito bem-vinda a capacidade de simular o efeito de uma
intervencdo sobre uma via metabdlica antes de se executarem caros e demorados
experimentos in vivo.

Apds o estabelecimento dos principios basicos de regulacdo génica, tornou-se evidente que
para um entendimento completo dessas redes deveriam ser consideradas interacdes nao-
lineares, realimentagdo positiva e negativa, oligomerizagdo de proteinas e interagdo entre
diferentes vias metabdlicas [4].

Existem trés tipos de abordagem para o modelamento de redes de regulacdo: (i) discreta,
usando estados e regras Booleanas; (ii) continua, usando sistemas de equacdes diferenciais
obtidas a partir da cinética bioquimica; (iii) hibridas, considerando estados discretos apenas
nas interacdes onde a aproximacao é razoavel [5].

As redes de regulagao foram primeiro modeladas simplesmente como redes de elementos
Booleanos. Por essa abordagem assume-se que o estado de cada gene pode ser caracterizado
por 1 (ligado) ou 0 (desligado), que o controle regulatério pode ser aproximado por regras de
l6gica Booleana, e que todos os elementos da rede tém seus estados atualizados
simultaneamente [6].

Os modelos continuos utilizam equacgdes diferenciais para acompanhar a evolucdao temporal
das concentracGes das moléculas de interesse. Eles representam mais fielmente o fend6meno
fisico-quimico, mas sdo muito mais exigentes em termos de modelagem e computacdo pois é
preciso resolver numericamente equagdes que em geral ndao tem uma solucao conhecida [3].
Ainda, nesta abordagem é preciso propor o esquema de cinética quimica das moléculas, o que
torna necessaria grande integracdo entre o conhecimento bioquimico e fisico.

Sabe-se que os estados estacionarios obtidos com modelamento discreto sé&o
qualitativamente reproduzidos com a abordagem do modelamento continuo por equacdes
diferenciais. Todavia, a reciproca ndo € necessariamente verdadeira. Além disso, solucGes
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periddicas obtidas com a abordagem discreta podem ndo ser periédicas em um modelo
continuo fisicamente mais verossimil [7]. Os modelos discretos sdo muito mais faceis de serem
simulados pois exigem menos tempo computacional que os modelos continuos.

Neste trabalho revisamos dois modelos de regulacdo génica construidos a partir de
conhecimentos de Biologia Molecular e analise de equagdes diferenciais ndo-lineares. Algumas
secOes para revisar conceitos utilizados sdo oportunas antes do desenvolvimento dos modelos
bioldgicos. Serdo abordados dois modelos importantes de regulacdao génica: sistema switch
ON-OFF e sistema de oscilagdes periddicas. O modelo switch ON-OFF estudado mostra que é
possivel reproduzir estados Booleanos utilizando um esquema cinético adequado, de acordo
com os modelos biolégicos estabelecidos. O modelo de oscilacdes periddicas introduz a
realimentacdo negativa no modelo ON-OFF, e consegue reproduzir oscilagdes na concentracao
do mRNA transcrito de forma autébnoma respondendo a estimulos externos. Esses dois
modelos sdo elementos basicos para a construcdo de "circuitos" genéticos que simulem redes
de interagdo génica.

Equacgoes Diferenciais

Um sistema dindmico é composto por dois ingredientes bdasicos: um estado inicial, de onde

o sistema parte, e uma regra de evolucdo. As equacgdes diferencias sdo as regras de evolugao

mais comuns pois uma série de leis fisicas sao formuladas em termos dessas. Por exemplo, a
Segunda Lei de Newton em uma dimensdo:

mx = F(x,x,t)

(1)

Essa é uma equacdo diferencial ordinaria (EDO) de segunda ordem, onde a massa m €

constante e F é a forga que atua sobre a particula em questdo. Uma EDO de ordem » sempre

pode ser escrita como um sistema de » equacgdes de primeira ordem. No caso do exemplo

anterior:
X =V

v :LF(x,v,t)
m
(2)
Em geral:
x =F(x) x 00"
(3)

A um sistema desse tipo associa-se um espaco de fase de dimensdo n. A Fig.web2 mostra o
espaco de fase associado as equagdoes de um oscilador harmoénico amortecido. Um caso
particular de EDO ocorre quando todas as fungbes F; sdo lineares em todas as variaveis, ou
seja, quando o sistema é da forma:

x=AKX
(4)
onde A é uma matriz » x n constante. O conceito de estabilidade é muito importante no estudo
de equacodes diferenciais. Existem diferentes conceitos de estabilidade, entre eles: estabilidade
do ponto fixo e estabilidade estrutural.

Os pontos fixos de uma equacdo diferencial sdo as solucdes da equagdo: x =F(x)=0, Tais
solugdes definem pontos X =(x,,..X,) no espaco de fase. Para fazer a analise de estabilidade, o
primeiro passo é determinar os pontos fixos para em seguida investigar o que acontece na
vizinhanca dos mesmos. Um ponto fixo é estavel quando todos os pontos em uma vizinhancga
do mesmo no espaco de fase permanecem préximos para tempos arbitrariamente longos. Mais
precisamente, x € estavel se para toda vizinhanga U de x, existe uma vizinhanga U, de x
contida U, tal que, toda solucao x(f) com x(0) em U, permanece em U para todo ¢ > 0. Um ponto
fixo que ndo é estavel é dito ser instavel. Nesse caso, as solugdes com condicdo inicial proxima
ao ponto fixo se afastam cada vez mais do mesmo no espacgo de fase [8].

No caso da estabilidade estrutural, o interesse é estudar a robustez do espaco de fase
quando o campo vetorial F(x) € submetido a perturbacbes. Em outras palavras, queremos
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determinar sob quais condicGes o espaco de fase perturbado é qualitativamente equivalente ao
original. A perda de estabilidade estrutural, denominada bifurcacdo, tem um papel muito
importante pois esta associada a uma mudanca qualitativa das propriedades do sistema [8].

Nos osciladores harménico amortecido e ndo-amortecido,
X+ +wix =0
(5)
X+wpx =0

(6)
as diferencas qualitativas entre os espacos de fase sdao evidentes (vide Fig.web3). Podemos
pensar que o oscilador ndo-amortecido (6) € um caso particular do oscilador amortecido (5)
quando y = 0.

Para estudar a estabilidade de sistemas n-dimensionais é interessante analisar duas-a-duas
as n dimensdes do espaco de fase. Essas projecdes bidimensionais permitem visualizar
algumas caracteristicas importantes.

No caso de sistemas lineares bidimensionais,
. ( b
T et SN
.0 dH .0
i (7)
onde q, b, c e d sao constantes, a estabilidade estrutural e a estabilidade dos pontos fixos pode
ser investigada analisado os autovalores da matriz A associada a equacdo. Seja P a matriz que
diagonaliza A. Fazendo a mudancga de .variéveis x = P [y obtemos:
y=BLy
0
B=P[AP"' = [A 0L
B uk

onde A e u sdo os autovalores de A.

Se os autovalores sdo reais e de sinais opostos, Au < 0 e Im(A) = Im(u) = 0, o ponto fixo é
um ponto de sela estavel em uma direcdo e instavel em outra (as diregGes estdo associadas
aos autovetores de A). Se os autovalores sdo reais e de mesmo sinal, Ay > 0 e Im(\) = Im(u)
= 0, o ponto fixo € um no estavel ou instavel se os autovalores sdao negativos ou positivos,
respectivamente. Se os autovalores sdo complexos com parte real negativa, Re(A\) < 0 e Re(u)
< 0, o ponto fixo € um foco estavel. Se Re(A\) > 0 ou Re(u) > 0, o foco é instavel. Se os
autovalores tem parte real zero, Re(A) = Re(u) = 0, o ponto fixo &€ um centro estavel.
Finalmente, se os autovalores sdo iguais, A = u, o ponto fixo € um nd improprio estavel se os
autovalores forem negativos e instavel se forem positivos [8]. A Fig.web4 ilustra os tipos de
pontos fixos discutidos acima.

Estabilidade em Sistemas Nao-Lineares

Os resultados obtidos para sistemas lineares sdao fundamentais para o estudo de sistemas
ndo-lineares. Podemos estudar o comportamento de um sistema ndo-linear através de sua
linearizacdo em torno dos pontos fixos. Essa € uma técnica geral e importante para o estudo
de tais sistemas [8]. Como fizemos para o caso linear, vamos nos restringir a projecdes
bidimensionais do espacos de fase.

Considere o sistema de equagdes nao-lineares:
x =f(x,y)
y=g(x,»)
para o qual existe um ponto fixo (x,¥). Fazendo a expansdo em série de Taylor em torno desse
ponto, definindo novas variaveis e tomando somente os termos de 1° ordem:

E=x-Xx,n=y-y, {=x, =y
obtemos o sistema linear:
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E=a&+bn
n=cé+dn
(8)
Com essa linearizacdo, J é a matriz jacobiana calculada no ponto fixo:
g =@ b0
5 df
O sistema (8) é uma aproximacao valida somente para pontos préoximos do ponto fixo (x,y),
ou seja, descreve o comportamento local das solugdes. Assim, a analise de estabilidade dos
pontos fixos reduz-se ao estudo das solugbes correspondentes do sistema linearizado, onde
podemos aplicar a teoria de estabilidade linear descrita na secdo anterior. E possivel
demonstrar que a estabilidade de um ponto fixo hiperbodlico (cujos autovalores associados tém
parte real ndo nula) ndo é afetada pela linearizacdo [9]. Nos casos em que os autovalores da
matriz jacobiana tém parte real nula, a analise linear ndo permite concluir nada a respeito da
estabilidade. Nesse caso, devem ser estudados termos de ordem superior [9].

A equacgdo do péndulo simples
ml >0 +mgl sen( 8) =0
(9)
serve como exemplo para a analise de estabilidade de um sistema ndo-linear. As curvas
fechadas no espaco de fase (vide Fig.web5) representam solugdes periodicas. Fontes e
sorvedouros podem ser vistos como atratores ou repulsores pontuais, como os pontos fixos na
Fig.2. Curvas fechadas também podem atrair ou repelir solugdes préximas. Tal tipo de solucado
é chamada de ciclo limite. Esse tipo de atrator é importante para o modelamento de sistemas
bioldgicos cujas solugbes periddicas devem ser mantidas, independentemente de perturbacdes
externas nas condigbes iniciais. A equagdo de Van der Pol
X =Yy
y==A(x*-1y-x
(10)
€ uma equacdo diferencial ndo-linear de segunda ordem que ilustra bem o conceito de ciclo
limite.

A equacdo de Van der Pol pode ser aplicada para o modelamento de oscilagOes elétricas e
bioldgicas. Ela descreve um oscilador ndo-linear que possui um mecanismo de controle, onde o
ciclo limite representa o regime normal de trabalho. Se a amplitude é maior do que o normal,
entra em agdao um mecanismo dissipativo, de modo que a amplitude diminua para o valor
normal. O mesmo ocorre para grandes amplitudes, onde, dessa vez, o que entra em agdo é
um mecanismo gerador de energia, fazendo com que a amplitude aumente. Esse tipo de
mecanismo regulador é fundamental em processos bioldgicos, onde existe um regime normal
de funcionamento (ciclo limite) muito bem determinado. A Fig.web6 ilustra exemplos desse
processo e também o ciclo limite.

Estabilidade Estrutural em Equacdoes Nao-Lineares

Em geral, um sistema fisico depende de um ou mais pardmetros de controle. Por exemplo,
no caso do oscilador harmonico simples, o parametro é a frequéncia natural .. No caso de
equilibrio quimico, sdo as constantes de formagdo ou degradacao das substéncias, no caso de
modelos em ecologia, sdo as taxas de mortalidade ou natalidade e assim por diante.

Devido a essa dependéncia, devemos considerar tais sistemas como fungdao de um
parametro u :
x =, 1) = f,(x,)

y=g,y, 1) =g,(x,y)

O comportamento dinamico desse sistema pode ser bem diferente dependendo do valor do
parametro p. Um sistema dindmico é estruturalmente estdvel se para qualquer perturbacao
suficientemente pequena das equagdes que o descrevem, a solugdo resultante é
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qualitativamente equivalente a solucdo associada ao sistema sem a perturbacdo.
R X a X a
l noé (estavel) l sorvedouro - T
/ | estavel =
T i
°I'l X\ T | ? T . estvel ¥ e T instavel
T~ t,. i’ -
vl l l"‘ -~ gela (instdvel) fonte . ,'l l K T _ ,"‘ l H
L » instdvel instavel _ -~ |

0

I

d=p—a

E=ur—1x

2

-

i = pz+z°

Figura 2: Diagramas de bifurcacdo para algumas equacdes simples. E convengdo denotar pontos fixos instaveis por
linhas pontilhadas. Adaptado de [8].

Nesse ponto de vista, as solugdes dependem tanto do tempo quanto do parametro y, e,
portanto, os autovalores e autovetores da matriz jacobiana também tém esta dependéncia.
Assim, variando o parametro de controle podemos passar de um ponto fixo instavel para um
ponto fixo estavel, por exemplo. O valor critico i para qual essa mudanca qualitativa ocorre é
chamado de ponto de bifurcagdo. Nessa transicdo o sistema dinamico perde a estabilidade
estrutural e sofre uma bifurcacéo.

A analise de estabilidade e bifurcagdo é muito importante na construcéo de modelos para
redes de regulacdo génica pois os modelos devem ter certas caracteristicas estruturais como
robustez ou "memadria", como mostraremos posteriormente.

Biologia e Bioquimica do Modelo
Os dois modelos fisicos considerados neste trabalho sdo baseados em dois modelos

bioldgicos bem estabelecidos: o modelo do operon de Jacob-Monod e o modelo de cinética
enzimatica de Michaelis-Menten.

M
— 2

g

l @feedback negativo
+

ol e
0 €y o

gene estruturais

operon
—
*
“

.

*. gene regulador r
LY

—_

Figura 3: Modelo do operon de Jacob-Monod. Os elementos sdo: r, gene da proteina regulatdria; R, proteinas
regulatéria; R’, repressor; RE, operon; e, genes estruturais das enzimas 1 e 2; E, enzimas; M, metabdlito; I,
intermediario; Eff, efetuador. As setas cheias sdo reacGes bioquimicas e as pontilhadas sdo transcricdo. Adaptado de

[71.

Em 1961, F. Jacob e J. Monod publicaram um trabalho propondo um mecanismo para
explicar a indugdo ou repressao de enzimas [10]. Esse modelo foi bem consolidado
experimentalmente e é conhecido como o modelo do operon de Jacob-Monod. Nesse modelo,
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cada gene estrutural que codifica uma enzima ou proteina esta ligado a um gene "operador"
que regula sua transcricdo, chamado operon. Cada operon esta sujeito a repressao por uma
molécula repressora. Cada repressor, por sua vez, tem sua afinidade de ligacdo com o gene
operon modulada por outra molécula chamada efetuador. Na Fig.3 esta ilustrado um exemplo
de uma regulagdo por operon. Nesse caso existe um feedback negativo envolvendo duas
enzimas E; e E,, que reprimem sua propria transcricdo na presenca de um metabdlito M. O
metabdlito é convertido pelas enzimas no efetuador Eff, que interage com uma proteina
regulatdria R. A interacdo converte R em R’, que reprime a transcricdo de E; e E, fechando o
ciclo de feedback negativo.

As reacOes bioquimicas sao governadas pela Lei cinética da acdo das massas:
aA +pB —P

[P1=k[4][B)
(11)
onde os termos entre colchetes representam concentragdes, k € uma constante cinética e, a e
B sdo coeficientes estequiométricos da reacao.

Mas a dinamica de reagdes bioquimicas enzimaticas ndo é simples como as reagoes
quimicas. Em 1913, L. Michaelis e M. Menten propuseram uma série de mecanismos e
hipdteses para reacdes enzimaticas que levaram a um modelo de cinética bem estabelecido
experimentalmente [11]. O modelo sugere que a reagdo enzimatica é composta por duas
reagdes elementares intermediarias, onde o substrato forma um complexo com a enzima e
depois se decompdem em produto e enzima:

E+S ~»ES-5E+P

Para este mecanismo cinético: .
[P]=k,[ES ]

[ES]:kl[E][S]—k_l[ES]—kz[ES]
(12)
onde a constante com sub-indice negativo denota a reacdao no sentido oposto.

Esse sistema ndo pode ser integrado explicitamente. Algumas aproximacdes biologicamente
razoaveis podem ser feitas para resolver (12): assumir o equilibrio da primeira etapa da
reacdo, e assumir atingido o estado estacionario na formagcao do complexo intermediario.

A hipotese de equilibrio ndo é sempre verdadeira mas é uma boa aproximacao.
Biologicamente significa que a transformacdao do complexo em produto e recuperacdo da
enzima é muito mais lenta que a primeira etapa de encontro entre substrato e enzima.
Matematicamente k, >> k,, levando a constante de dissociacdo da enzima, que pode ser medida
experimentalmente.

A hipdtese de estado estacionario € uma boa aproximacgao pois o transiente, quando enzima
e substrato sdo colocados em contato, dura relativamente pouco tempo. Biologicamente, isso
significa que praticamente toda molécula de enzima estd "ocupada" em reagdo, isto é, a taxa
de sintese de ES ¢é igual ao consumo de ES. Matematicamente:

[ES]=0

Assim pode-se manipular (12) adequadamente com auxilio da equagdo de conservagao

(£, ]1=[E]+[ES ] e obter finalmente:
P1=k 0L

Ky +[S]

(13)
onde k = klE.] € Ku = (k.tk)/ki podem ser obtidos experimentalmente e [E.] € suposto ser
constante (todas as passagens dessa dedugdao podem ser encontradas no web-site
suplementar).
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O modelo pode ser adaptado para lidar com um inibidor da enzima [11]. Um inibidor € uma
molécula, sintética ou natural, que também liga-se a enzima como o substrato. Esse inibidor
pode ser competitivo, isto é, ligando-se a enzima da mesma forma que o substrato,
competindo pelo acesso ao sitio ativo da enzima; ou pode ser um inibidor ndo competitivo, que
tem outros mecanismos para interferir na ligacao do substrato com a enzima.

Para o inibidor competitivo,
Ry k,
E+S~,ES—E+P
+ “1

I é EI+S — naoocorre

a equagdo de conservagdo muda para [E, 1=[E]+[ES ]+[El], Resolvendo (12) e tendo [E] no
estado estacionario (derivagao no web-site suplementar):

[P]=k 5]
K, (1 +11/K ) +[5]

(14)
onde K; = [E][{])/[EI] é observavel.

Para o inibidor ndo competitivo,

E+S ~>ES-“>E+P
4 + /
I é EIS ——> néo ocorre

a equacdo de conservagao é: [£,]1=[E]+[ES]+[ESI ]. Analogamente ao caso competitivo, a
taxa de producdo é dada por (14) mas agora K; = [ES][{)/[ESI], também observavel.

Uma molécula repressora, no modelo do operon, pode ser entendida como um competidor
da proteina regulatéria pelo sitio de ligagdo do operon, e por isso a dindmica de Michaelis-
Menten é relevante no modelamento da regulacdo via operon.

Modelo Switch ON-OFF

O modelo que sera considerado aqui esta proposto e resolvido em [7]. Trata-se de um
exemplo de autoregulacao com fatores de transcricdo. O modelo consegue reproduzir o
comportamento de um sistema de dois niveis para a expressdo de um certo gene, variando do
estado ligado ON para o estado desligado OFF, de acordo com estimulos externos.

Figura 4: Modelo switch ON-OFF. TF-A, proteina fator de transcricdo; TF-RE, promotor; TF-A/TF-A, dimero do fator de
transcricdo; tf-a, gene para TF-A; kiq constante de degradacdo; P, fosforilacdo. As setas cheias sdo reagdes
bioquimicas e a pontilhada é a transcrigdo. Os dimeros TF-A também promovem transcricdo de outros genes né&o
mostrados. Adaptado de [7].

Vamos considerar uma via de transmissdo de sinal na qual estimulos levam a producdo de
um segundo mensageiro e a fosforilacdo (aquisicdo de uma molécula de fosforo) de fatores de
transcricdo (TF), que por sua vez ligam-se ao DNA em seqliéncias conhecidas como
promotores (RE) e controlam a transcricdo de genes especificos. A atividade regulatéria dos TF
sempre é modulada pela fosforilagdo ou interagdes intermoleculares. Os TF sempre ligam-se
aos promotores na forma de homodimeros ou heterodimeros. Este modelo trata de TF que tem
dependéncia de dimerizacdo e fosforilagdo para regulacao da transcricdo. Um Unico fator de
transcrigdo, TF-A, é considerado como parte de uma via mediando uma resposta celular a um
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estimulo. O TF-A forma um dimero que se liga no promotor TF-RE. No operon de TF-RE esta o
gene tf-a que auto regula a transcricao de TF-A, fechando o feedback positivo. Somente
dimeros fosforilados podem atuar sobre TF-RE, o que torna a regulacdo dependente de
proteinas quinases e fosfatases. A atividade destas enzimas é regulada por sinais externos, o
que fornece o canal para interacdo do ambiente com o modelo pela mudanca da taxa de
producao de TF-A em funcdo da atividade daquelas. A Fig. 4 ilustra o modelo.

A expressdo para a dinamica de TF-A é :
. A2
4 :kl,fm‘kw/‘ 1 s
(15)
onde: A é a concentracdo de TF-A, k€ a constante da reacdo de formacgdo de TF-A a partir do
dimero fosforidado, K., € constante de Michaelis da reacdo, k., € a constante de degradacdo de

TF-A, e ri.s € a taxa basal de transcricdo de TF-A a partir de tf-a.

O primeiro termo da equacdo diferencial nada mais é que uma adaptagdo de (13) as
condicoes do modelo. Como o substrato neste caso sdao duas moléculas idénticas (reacao
dimero - mondmero), a concentracdo é quadratica, conforme (11). Esse expoente é
importante para as propriedades ndo lineares interessantes do modelo. Segundo [7], sem a
dimerizacdo o sistema perde a capacidade de sustentar 2 estados estacionarios, ON e OFF,
tornando-se indtil. O segundo termo da conta do decaimento exponencial na quantidade de
TF-A devido a degradacao natural. O terceiro termo modela a taxa basal, independente de
estimulos, na qual a proteina TF-A, como a maioria das proteinas, é transcrita a partir do seu
gene tf-a.

A interagdo com estimulos do ambiente se da pela alteracao da eficiéncia de fosforilacao do
dimero TF-A e portanto influi diretamente na constante k. Este é considerado o parametro de
controle do sistema, conforme discutido na introducdo a analise de bifurcacdo. Os outros
parametros de (15) foram escolhidos conforme [7] e sdo todos valores biologicamente
plausiveis no contexto do modelo: K, = 10 min™, ki, = 1 min? e r4, = 0.1 min™.

Utilizando a teoria de Sistemas Nao-Lineares desenvolvida anteriormente, é possivel
identificar o intervalo de valores para os pontos fixos de (15) para os quais existem 2 solugdes
estaciondrias estaveis. Para encontrar os pontos fixos 4, resolvemos (15) para 4, para cada
um dos valores de k :

A2
kl.f' 2 _kl.dA +I"1 bas =0
) Kl,d +A ’

Como esta é uma equagdo do 3° grau temos 3 solugdes para cada escolha do parametro de
controle, mas apenas os pontos fixos reais de fato existem. A Fig.5 mostra o diagrama de
bifurcacao deste sistema.

41 1ogA
1
06
02]
o] 10 2xi:| 30 an
el ka [min]
:;f//
-1

Figura 5: Diagrama de bifurcagdo para o modelo switch ON-OFF. No intervalo 6.1 < k;, < 25.1 existem 3 pontos fixos.
As duas solugdes reais sdo dois niveis estaveis possiveis.
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Para descobrir a estabilidade dos pontos fixos, usamos a linearizacdo, como em (10), e
verificamos os autovalores da matriz Jacobiana, como desenvolvido anteriormente. Como
neste caso ndo temos um sistema de equacdes, mas apenas uma, o calculo torna-se mais
simples:

o O A? d_
A :agﬁ,/m_kuﬂ‘l 1 pas %M)

O sinal do autovalor real para cada ki r determina se o equilibrio é estavel ou instavel. Na 1°
regido, com 0 < k, < 6.1, os autovalores sdao sempre negativos e portanto o Unico ponto fixo é
estavel. Na 2° regido, com 6.1 < k; < 25.1, os autovalores sdo negativos para 2 pontos fixos e
positivos para o outro. Isso significa que existem dois estados estacionarios coexistentes,
caracteristica mais importante do modelo. Na 3® regido novamente, com 25.1 < k,, oS
autovalores voltam a ser negativos, implicando que a Unica solugdo é estavel.

Resolvendo a equagao (15) com valores de ki, representantes de cada uma dessas regides,
podemos verificar explicitamente as solucdes. Algumas figuras suplementares mostram bem as
diferentes solugGes estacionarias alcancadas partindo-se de diversas condigGes iniciais. Apesar
de possuirem condigdes iniciais de magnitude muito diferente, todas as solugdes convergem
para o mesmo e Unico estado estacionario nas Fig.web7 e Fig.web8. Na Fig.web9 observamos
que dependendo da condicdo inicial o sistema evolui para o estado estacionario mais baixo
(OFF) ou mais alto (ON).

A caracteristica mais importante do modelo é manter uma bi-estabilidade, pois verifica-se
que com breves variagdes no parametro de controle k, o sistema passa de um estado
estacionario para outro. Biologicamente, estimulos externos, representados por breves
mudancas em ki, mudam o estado do sistema para dois patamares de concentracdao do fator
TF-A, como um sistema de dois niveis ON-OFF. As figuras suplementares Fig.web10,
Fig.web11 e Fig.web12 mostram a bi-estabilidade para algumas perturbagdes no parametro de
controle k. E assim que se acredita que as células "percebem" seu ambiente e respondem as
mudancgas externas.

Dependendo das constantes do modelo os niveis reais de transcricdo, isto é [TF-A], pode
ser ajustados aos resultados experimentais reproduzindo o comportamento de sistemas reais.
Exemplos de sistemas reais que podem ser descritos por estes modelos sdo os conhecidos
fatores de transcricdo Ca*?/cAMP ou CREB/ATF, e os AP-1 das familias de proteinas Fos e Jun

[7].

Modelo de Oscilagoes Periodicas

O modelo que sera considerado aqui esta proposto e resolvido em [7]. Trata-se de um
exemplo de autoregulacdo com fatores de transcricdo e repressores. O modelo consegue
reproduzir oscilacdo autdnoma de um fator de transcricdo. E possivel mostrar que modelos que
incorporaram somente um tipo de feedback, positivo ou negativo, ndo podem reproduzir
oscilagbes estaveis.

Uma adaptagdo do modelo anterior, incorporando uma molécula repressora (TF-R), adiciona
0 feedback negativo ao modelo anterior, permitindo a observagao de oscilagbes. O repressor
TF-R funciona como um inibidor competitivo do TF-A na ligacdo com os sitios TF-RE. A Fig.6
mostra um esquema do modelo.
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Figura 6: Modelo de oscilagGes periddicas. TF-A, proteina fator de transcricdo; TF-R, repressor; TF-RE, promotor; TF-
A/TF-A, dimero do fator de transcrigdo; tf-a, gene para TF-A; ; tf-r, gene para TF-R; k4, constante de degradacdo de
TF-A; k.4, constante de degradagdo de TF-R; P, fosforilagdo. As setas cheias sdo reacdes bioquimicas e as pontilhadas
sdo processos de transcricdo. Adaptado de [7].

Esse modelo passa a exigir 2 equacgoes diferenciais, uma para TF-A e outra para TF-R, e a
cinética leva em conta a competicdo por TF-RE como deduzido em (14):
. 2
A:klf 4 2_k1dA+rlba\'
K ,0+R/Ky )+ A ’ o
A2
K, ,(I+R/K,,)+A4°

:kzxf _kz,dR

(16)
onde A é a concentracdo de TF-A, R é a concentragao de TF-R, k, é a constante da reacdo de
formacdo de TF-A a partir do dimero fosforidado, Ki,4 € constante de Michaelis desta reagao, ki,
é a constante de degradacdo de TF-A, r € a taxa basal de transcricdao de TF-A a partir de tf-
a, k,;é a constante da reacao de formacgdo de TF-R, K, é constante de Michaelis desta reacao e
ks € a constante de degradacdo de TF-R.

Analogamente ao modelo anterior é possivel analisar a estabilidade dos pontos fixos e
observar o ciclo limite da oscilacdo. Novamente o parametro de controle é ks Os outros
parametros foram escolhidos conforme [7]: K, = 10.0 min?, K,, = 10.0 min™, Kz, = 0.2, kiy =
1.0 min, &, = 1.0 min?, kb, = 0.2 min™, r,,. = 0.4 min™*, Para encontrar os pontos fixos (4,R)
, resolvemos (16) para 4 e R em cada um dos valores de ki :

B4 =0

Lo

Para analisar a estabilidade de cada um dos pontos fixos aplicamos (10) as equacoes
anteriores e determinamos os autovalores de J:

00 (== 0 : ——[
J:@[A](A,R) ﬁ[A](A,R)[

M

0 - — — 0 - — —
[ — C
5 [R](4,R) R [R](A,R)[

Analisando cada um dos autovalores, identificamos a regido em que 9.9 < k, < 10.8 onde
existe solucdo periddica conforme as regras discutidas anteriormente. Nesta regido temos duas
bifurcacdes de Hopf, uma abrindo em 9.9 e outra colapsando em 10.8.

Modificando o parametro de controle, o que corresponde fisicamente ao recebimento de um
sinal externo pelo sistema, é possivel modular a oscilagdo na transcricdo de TF-A. A Fig.7
mostra o ciclo limite obtido e as oscilagdes da solugao, e a Fig.web13 mostra uma solucao nao-
periddica que pode ocorrer dependendo do pardmetro de controle escolhido.
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Figura 7: SolugGes do modelo de oscilagBes para k,, = 10.0 min™. A esquerda é possivel ver nitidamente o ciclo limite
no espaco de fase das solugGes para uma condicdo inicial arbitraria. A direita a integracdo do sistema mostra as
oscilagdes.

A capacidade de modulagdo de um sinal periédico é uma tarefa ndo trivial quando se
imagina fisicamente sistemas bioldgicos. Entretanto, este modelo relativamente simples
contém todas as caracteristicas necessarias para descrever sistemas reais.

OscilagGes bioldgicas com periodos da ordem de horas podem ser explicadas por este
modelo. Exemplos de aplicacdo sdo a secregdo periddica de hormoénios como o horménio do
crescimento ou o horménio luteinizante LH, e transcricdo de genes relacionados a ciclo
circadiano [7].

Conclusoes

Neste artigo apresentamos uma ilustragdo de como um assunto relativamente avangado
para estudantes de graduacdao pode ser introduzido em um contexto multidisciplinar. A
aplicacao em Biologia Molecular pode servir tanto para motivar o interesse dos fisicos por essa
area quanto para introduzir alguns conceitos de Sistemas Nao-Lineares aos alunos da area de
Ciéncias Bioldgicas com conhecimentos de calculo.

A decisdo do metabolismo de entrar em um estado ou outro em resposta a estimulos
externos pode parecer um problema simples, mas devemos lembrar que todos esses processos
sdo realizados em um contexto de equilibrio quimico das concentragdo de moléculas no interior
da célula. Montar e modelar sistemas quimicos que possam funcionar como verdadeiros
circuitos genéticos de controle é uma atividade de pesquisa nado-trivial.

Os dois principais tipos de controle metabdlico, ligar-desligar e ciclar, foram revisados neste
trabalho.
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