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RESUMO

O objetivo deste trabalho consistiu em desenvolver uma sequéncia didatica
como alternativa metodolégica para 0 ensino da geometria na oitava série do
Ensino Fundamental, com a finalidade de despertar no aluno novos caminhos do

pensamento geométrico dedutivo.

Neste sentido, construimos uma sequéncia didatica para introduzir a técnica
da demonstracéo, levando em consideracao as teorias de BALACHEFF, DUVAL e
outros pesquisadores franceses. As atividades foram adaptadas dos trabalhos de
BONNEFOND, G. & DAVIAND, D. & REVRANCHE, B..

Trabalhamos com uma classe de 14 alunos da oitava série do Ensino
Fundamental, analisamos as dificuldades durante a aplicacdo da sequéncia,
procuramos debater e orientar estratégias de resolucdo das atividades. No decorrer
das sessodes, bem como na Ultima sessdo aplicamos testes. Concluimos que a
abordagem desenvolvida por nossa sequéncia didatica favoreceu o aprendizado da

técnica da demonstracdo em geometria.



ABSTRAT

The objective of this work consisted in developing a didactic sequence as a
metodological alternative to teach geometry for the gt grade students, with the aim

to show them new ways of the deductive geometrical thought.

With this purpose, we worked on a didactic sequence to introduce the
demonstration tecnique, taking into consideration BALACHEFF, DUVAL and other
french searchers theory. The activitie were adapted from BONNEFOND,D. &
DAVIAND,D. & REVRANCHE,B..

We worked with a class of fourteen students from the 8% grade. We
analysed all the difficulties during the sequence application, then discussed and
suggested strategics to solve the activities. Tests were applied during as well as in
the last session. We concluded that the way we worked our didactic sequence

favoured the learning of the demonstration tecnique in geometry.
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INTRODUCAO

As pesquisas feitas sobre o ensino-aprendizagem da geometria, de
acordo com nosso estudo preliminar, mostraram algumas dificuldades que os
alunos encontram na aquisicdo dos conceitos geométricos. Segundo
Gouveia(1998), um dos problemas que favorecem o fraco desempenho de
nossos alunos no que diz respeito aos conceitos e habilidades geométricas €
devido a préatica e as escolhas didaticas dos professores quando ensinam

esses conceitos.

Podemos destacar entre outros problemas, aqueles gerados pela
auséncia do aprendizado da técnica da demonstracdo. Os alunos participantes
desta pesquisa ndo parecem usufruir de um ensino que lhes permita:
compreender a mudanca do estatuto da figura, os estatutos da definicdo e dos
teoremas geomeétricos; utilizar as mudancas de registros de representacoes;
justificar, provar ou demonstrar suas decisdes em problemas de geometria

usando o raciocinio dedutivo.

Parece audacioso investir em uma pesquisa sobre o aprendizado da
técnica demonstracdo em geometria. Ja que salienta GOUVEIA (1998): existe
um certo preconceito entre os professores para 0 ensino dessa técnica.
Preconceito este reforcado pela auséncia, nos livros, de uma orientacao

apropriada.

Porém a citacédo, feita por VIANNA (1988), nos anima a abracar esta

causa.

Ao oferecer o presente curso partimos de que a tarefa essencial do ensino
da Geometria na escola consiste em ensinar ao aluno a raciocinar
logicamente, argumentar suas afirmacdes e demonstra-las (grifo nosso).
Muito poucos dos egressos da escola serdo matematicos e muito menos
gedbmetras. Também havera os que nao utilizem nenhuma vez em sua
atividade pratica o teorema de Pitagoras. Porém, dificilmente se achara um
s6 que ndo deva raciocinar, analisar ou demonstrar (grifo nosso).
POGORELOV (1974, p.9)



Assim como as observagdes de PAVANELLO (1993) sobre o trabalho

feito com a geometria:

O fato de que nem todo ensino de geometria produz o desenvolvimento de
um pensamento critico e autbnomo nao justifica seu abandono. Implica, isto
sim, a necessidade de investimentos em pesquisas sobre metodologias
mais apropriadas para a abordagem desse conteudo (grifo nosso) e em
acOes destinadas a proporcionar aos professores condi¢des para a melhoria
da qualidade desse ensino (p.16).

Observamos a existéncia de diversas solugcdes para capacitar 0s
alunos de 5% a 82 séries na aprendizagem da geometria, uma delas € a
construcdo de situacbes de ensino-aprendizagem baseadas nos seguintes
aspectos: distincdo entre desenho e figura geométrica; utilizacdo de figuras
geométricas com a funcao heuristica; identificagdo, conversao e coordenagao
dos registros de representacdo; demonstragdo como parte integrante do
processo ensino-aprendizagem dos conceitos/habilidades geomeétricos,

estimulando progressivamente o raciocinio l6gico-dedutivo.

Por isso, decidimos investir no estudo da demonstracdo em geometria
como técnica permitindo ao aluno compreender melhor o0s conceitos

geomeétricos e adquirir algumas habilidades em geometria.

Nosso trabalho sera apresentado em seis capitulos. Sendo que o
capitulo |, denominado FUNDAMENTACAO TEORICA, contém a distingio
entre explicacdo, prova e demonstragdo e o suporte tedrico sobre o qual vamos
nos apoiar com o intuito de elaborarmos nossa sequéncia didatica para a
introducéo da técnica da demonstracdo. Discorremos sobre a METODOLOGIA
DE PESQUISA, fundamentada na proposta da engenharia didatica, que
consiste em analises preliminares, concepcao e analise a priori da sequéncia
didatica, experimentacdo através de sua aplicacdo, seguida de andlise a

posteriori e concluséao.

No capitulo II, intitulado ESTUDO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO,
estudamos a génese e a evolucdo da demonstracdo e abordamos conclusdes

didaticas determinadas pela historia.



No capitulo ", intitulado ESTUDO PRELIMINAR DA
DEMONSTRACAO EM GEOMETRIA, procuramos investigar alguns aspectos
que envolvem a “transposicao didatica” dos conceitos de geometria atraves da
técnica da demonstracdo, ou seja, analisamos as transformac¢des que ocorrem
nesse processo. Por isso, € importante uma analise da Proposta Curricular
Nacional, da Proposta Curricular Para o Ensino de 1° Grau (atualmente
designado Ensino Fundamental) do Estado de S&o Paulo e de livros didaticos
com relacéo ao ensino—aprendizagem da técnica da demonstracdo. Atraves de
atividades prévias a sequéncia didatica procuramos levantar as concepcoes
dos alunos (da 82 série, de duas escolas: uma da rede publica de ensino outra
da rede particular de ensino) sobre justificativas/provas dos conceitos

geométricos constantes nas propostas curriculares para 72 e 82 séries.

Os estudos anteriores, além de confirmarem a problematica apontada
por algumas pesquisas sobre o ensino-aprendizagem da geometria, revelam o
provavel abandono da técnica da demonstracdo em geometria no ensino
Fundamental. A partir dai organizamos o capitulo 1V, intitulado
PROBLEMATICA E HIPOTESES DE PESQUISA, situando o problema: os
alunos pesquisados apresentam evidéncias de ndo usufruir de um ensino que
Ihes permita: compreender a mudanca do estatuto da figura, dos estatutos da
definicdo e dos teoremas; saber utilizar as mudancas dos registros de
representacdo; apropriar-se do raciocinio légico—dedutivo. A partir dessa
PROBLEMATICA, pretendemos dar a nossa contribuicio no sentido de
apresentarmos uma proposta para a introducdo do aprendizado da
demonstracdo em geometria. Nossas HIPOTESES: construcdo de situagdes
para serem desenvolvidas em sala de aula, nas quais a técnica da
demonstracdo (mais associada a uma hierarquia de tarefas do que a uma
hierarquia de conteudos) tem um papel importante, leva os alunos de 52 a 82
séries a uma melhor compreensédo dos conceitos geométricos e habilidades
geomeétricas, observando a distincdo das apreensdes da figura e as mudancas

e coordenacao dos registros de representacao.

No capitulo V, apresentamos nossa SEQUENCIA DIDATICA (baseada

em nossas hipoteses de pesquisa), as atividades e procedimento adotado. A



sequéncia didatica foi organizada em seis sessdes, nas quais abordamos:
conteudo (andlise descritiva das atividades), analise a priori (previsdo dos
comportamentos possiveis dos alunos), relato da aplicacdo das sessoes e a
analise a posteriori (baseada nos dados recolhidos ao longo da

experimentacéo e nas produc¢des dos alunos).

Finalmente, no capitulo VI, apresentamos as CONCLUSOES, e
algumas sugestbes, que possibilitem a introducdo do ensino-aprendizado da

demonstracdo em geometria.

Ndo é nossa pretensdo apresentar uma sequéncia didatica que
complete o trabalho no ensino da demonstragdo em geometria, mas considerar
alguns aspectos que, segundo a nossa compreensdo, dizem respeito as
dificuldades na aprendizagem da demonstracdo em geometria. Observando
que no processo de apropriacdo dos conceitos e habilidades geométricas

existem dificuldades que se repetem e resistem as mudancas.

Esperamos que nossa pesquisa contribua para a introducdo do
aprendizado da demonstracdo em geometria no Ensino Fundamental. Assim,
favorecendo a apropriagdo dos conceitos e as habilidades geométricas dos

alunos.



Capitulo |

FUNDAMENTACAO TEORICA E METODOLOGIA DE
PESQUISA

1- FUNDAMENTACAO TEORICA

Nosso objetivo é levantar as nocdes didaticas e alguns resultados de
pesquisas sobre a demonstracdo no ensino—aprendizagem da geometria.

Esses resultados e nocdes didaticas fundamentaréo nossa pesquisa.
1.1- EXPLICAGAO, PROVA E DEMONSTRAGAO

Deve-se a BALACHEFF (1987), a distingéo entre explicacdo, prova e
demonstragao .

Chama-se explicacdo um discurso que visa tornar inteligivel o carater de
verdade adquirido pelo locutor de uma proposi¢cao ou de um resultado, 0s quais

podem ser discutidos, recusados ou aceitos.

Chama-se prova uma explicacao aceita por uma dada comunidade num
dado momento. Essa decisdo pode ser assunto de um debate cujo significado
€ a exigéncia de determinar um sistema de validagdo comum aos

interlocutores.

Chama-se demonstracdo uma prova aceita pela comunidade
matematica. A demonstracdo fundamenta-se em explicagbes apresentadas
numa sequéncia de enunciados, organizados conforme regras determinadas.
Um enunciado é conhecido como verdadeiro, ou é deduzido a partir daqueles
que o precederam, gragas a uma regra de deducdo. Assim, a demonstracao é

um resultado de processo particular de prova que vem validar uma afirmacao.



1.2- OS TRABALHOS DE RAYMOND DUVAL

Segundo R. DUVAL, a geometria envolve trés formas de processo
cognitivo que preenchem as especificas fun¢des epistemoldgicas:

. Visualizacdo € o processo que examina 0 espacgo representacdo, da
ilustracdo de uma afirmacgdo, para a exploracdo heuristica de uma
situagdo complexa, por uma breve olhada ou por uma verificagao
subjetiva.

. Construcdo (processo por instrumentos) é a execucdo de
configuracbes, a qual pode ser trabalhada com um modelo. Nessa
execucdo, as acbes e os resultados observados associam-se aos
objetos matematicos representados.

. Raciocinio é, no processo do discurso, a extensdao do conhecimento,

para a prova e a explicagao.

Esses diferentes processos podem ser formados separadamente.
Assim, a visualizagdo ndo depende da construcdo. E mesmo se a construgao
conduz a visualizagcdo, a construcdo do processo depende somente da
conexao entre propriedades matematicas e as técnicas de construcao.
Finalmente, se a visualizacdo € um auxilio intuitivo, as vezes necessaria para
encontrar a prova, 0 raciocinio depende exclusivamente do corpo de
proposicoes (definicbes, axiomas e teoremas). E em alguns casos a

visualizacao pode levar a interpretacdes erradas).

Contudo, essas trés espécies de processos cognitivos séo
entrelacados em seus esforcos simultaneos e cognitivamente necessarios para

a proficiéncia da geometria (DUVAL,1995).

Por outro lado, a heuristica dos problemas de geometria refere-se a um
registro espacial que da lugar as formas de interpretacbes autbnomas. Para
essas interpretacdes distinguiremos as apreensdes da figura, observadas por
DUVAL.:

. Sequencial: é solicitada nas tarefas de construcdo ou nas tarefas de



descricao com o objetivo de reproduzir uma figura.

. Perceptiva: € a interpretacdo das formas da figura em uma situacéo
geométrica.

. Discursiva: é a interpretacdo dos elementos da figura geométrica,
privilegiando a articulagdo dos enunciados, pois 0os mergulha numa
rede semantica de propriedades do objeto.

. Operatoria: € uma apreensao central sobre as modificacdes possiveis
de uma figura de partida e suas reorganizacdes perceptivas que essas

modifica¢des sugerem.

A resolucdo de problemas de geometria e a entrada na forma de
raciocinio que essa resolucdo exige, depende da distingdo entre as formas de
apreensdo da figura. Outro passo para a resolucdo de problemas é observar
que o raciocinio geomeétrico ndo funciona com a argumentacdo do pensamento

natural.

Seja qual for a figura desenhada no contexto de uma atividade
matematica, sdo possiveis duas atitudes:
. A apreenséo perceptiva das formas (imediata e automatica).
. A apreensdo discursiva dos elementos matematicos da figura

(verificacédo e dependéncia da aprendizagem).

Essas atitudes as vezes se opdem, porque a figura pode mostrar
objetos que os alunos ndo associam ao enunciado, ou seja, 0S objetos
nomeados no enunciado pelas hipéteses ndo sdo necessariamente aqueles

que os alunos apresentam espontaneamente.

DUVAL argumenta que o problema das figuras geométricas esta na
diferenca entre a apreenséo perceptiva e uma interpretacdo necessariamente
comandada pelas hipoteses. Essa organizacéo perceptiva de uma figura segue
a “lei do fecho” (ou da continuidade), que diz, “guando diferentes linhas
formam um contorno simples e fechado, este contorno se separa como figura
sobre o fundo”. Essa “lei do fecho” tem uma grande importancia nas figuras

habitualmente presentes nos problemas, pois ela concede prioridade as linhas



organizadas excluindo reorganizagfes que impedem de ver outras formas.
Essa diferenca entre a apreensdo perceptiva e a apreensdo discursiva

encontra, em grande parte, sua origem nessa lei do fecho.

Os objetos que aparecem podem ser diferentes do tipo de objeto que a
situacdo geométrica exige ver. Esse mesmo autor (DUVAL, 1998, p. 61),
assinala que: os alunos “léem o enunciado, constréem a figura, em seguida se

concentram na figura sem voltar ao enunciado”.

Esse abandono do enunciado determina a auséncia da interpretacéo
discursiva da figura. Isto porque os problemas acessiveis a esses alunos séo
agueles cujo enunciado € semanticamente congruente com a figura construida

Oou a construir.

A apreensao operatéria das figuras depende das modificacbes que a
figura pode sofrer, que séo classificadas por DUVAL do seguinte modo:

. Modificacdo “mereoldgica”: a figura pode separar-se em partes que sédo
subfiguras da figura dada, fracionando-se e reagrupando-se, isto €,
uma relacado da parte e do todo.

. Modificacdo Gtica: a transformacdo de uma figura em outra chamada
sua imagem.

. Modificagdo posicional: o deslocamento da figura em relacdo a um

referencial.

Essas modificacdes sdo realizadas graficamente e mentalmente. O
interesse de fracionar uma figura ou realizar 0 seu exame a partir de partes
elementares esta ligado a operagdo de reconfiguracdo intermediaria. A
reconfiguracdo € a operagdo que consiste em organizar uma ou varias
subfiguras diferentes de uma figura dada em outra figura. Com efeito, as partes
elementares obtidas por fracionamento podem ser reagrupadas em muitas
subfiguras, todas dentro da figura de partida. Essa operacao permite, portanto,
engrenar imediatamente os tratamentos (tal como as medidas de area por
soma de partes elementares), ou colocar em evidéncia a equivaléncia de dois

reagrupamentos intermediarios.



“A apreensao operatéria das figuras é uma apreensao central sobre as
modificacdes possiveis de uma figura de partida e por consequéncia as
reorganizacOes perceptivas que essas modificacbes sugerem. A produtividade
heuristica de uma figura, num problema geométrico, tem como fato, que existe
a congruéncia entre uma de suas operacbfes e um dos tratamentos

matematicos possiveis do problema dado (DUVAL,1988,p.62).”

Para DUVAL, as dificuldades encontrados pelo aluno para a utilizacéo
das transformacdes em geometria plana € a ndo congruéncia entre o
tratamento matematico do problema e a apreensdo operatdria da figura.
Diferentes fatores inferem, ora facilitando (ver imediatamente ), ora ocultando
(ndo ver), a apreensdo operatoria da figura, o que sugere um tratamento

matematico que conduz a solugéo do problema.

DUVAL (1988,p.69) afirma que: “A figura desvia, de algum modo, um
fragmento do discurso teorico”. Portanto, uma das dificuldades que os
problemas de geometria apresentam € a congruéncia ou nao entre a operacao

operatdria e um tratamento matematico possivel.

Este mesmo autor (DUVAL) considera que examinando o problema de
congruéncia entre a figura e o enunciado, e a congruéncia entre a figura e o
tratamento matematico, passamos pelo problema do estatuto das figuras
geométricas. Isto é, as propriedades da figura, estdo subordinadas as
hipéteses determinadas pelo enunciado do problema. Logo a apreenséo
perceptiva esta subordinada a apreensao discursiva, por esta ser uma

teorizacao da representacéo figural.

Neste sentido, os elementos e as propriedades que aparecem sobre a
figura, sdo comandados pelas definicbes, axiomas e teoremas ja estabelecidos.
A mesma figura pode representar diferentes figuras geométricas se

modificamos o enunciado das hipoteses.

DUVAL conclui que a teorizacdo das figuras geométricas, cuja

apreensao perceptiva deve ser subordinada a apreensao discursiva, constitui
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um dos principios do acesso a demonstracdo. Deve-se superar a resisténcia a
nao demonstrar, pois, assim, supera-se o obstaculo do estatuto especifico de

uma figura geométrica.

1.2.1 - REGISTRO DE REPRESENTACAO

O registro de representacdo € uma noc¢ao introduzida pelo R. DUVAL
para analisar a influéncia das representacdes dos objetos mateméaticos sobre o

ensino/aprendizagem da matematica.

DUVAL (1995, p. 15) observa:
“Néao é possivel estudar os fenbmenos relativos ao conhecimento sem
recorrer a nogcao de representacao.” Isto porque ndo ha conhecimento que

possa ser mobilizado por um sujeito, sem uma atividade de representacao.

Na educacdo, mais especificamente na construcdo/apropriacdo do
conhecimento, o termo representacdo esta muito vinculado ao sentido de
concepcgoes prévias que o aluno tem sobre conhecimentos trabalhados na

escola.

Admitindo-se que o professor tem por objetivo a socializacdo do
conhecimento universal sistematizado “conhecimento cientifico”, poder-se-ia,
num primeiro momento, partir das representacdes/concepcfes prévias dos
alunos e transforma-las para promover a apropriacdo do saber cientifico. Isto
exige o conhecimento destas representacfes e um grande trabalho pedagdgico
posterior para “muda-las”. Pois, a funcdo do professor é mostrar uma nova
maneira de se perceber o mundo, “conhecimento universal sistematizado”,
com instrumentos a priori mais potentes e logicos. Nesse sentido, a
compreensao se refere ao processo de atribuicdo de significado as linguagens,
nesse processo 0 objeto € interpretado através dos registros de

representacao.

R. DUVAL (1993) estabelece trés tipos de perspectivas para o termo
representacao:
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. Representacfes mentais: Sao representacbes internas (a nivel do
pensamento) e conscientes do sujeito. Estas representagbes podem
ser definidas pelas crencas, convicgdes, idéias, explicacbes e
concepcdes dos estudantes sobre fendmenos naturais e fisicos.

. Representagcfes internas ou computacionais: S&o representacbes
internas e nao conscientes do sujeito. O sujeito executa certas tarefas
sem pensar em todos 0S passos necessarios para sua realizacao.

. Representacfes semidticas: sdo representacdes ao mesmo tempo
externas e conscientes. Elas permitem uma “visdo do objeto”, através
da percepcéo de estimulos (pontos, retas, caracteres, sons etc.) com
valor de significante. Existe uma grande variedade de representacdes
semidticas que é constituida pelo emprego de signos pertencentes a
um sistema de representacdo. Essa variedade tem sua dificuldade
prépria de significado e de funcionamento, dependendo do sistema
semidtico a ser usado. Representacfes semioticas possiveis: figuras,

esquemas, expressodes linguisticas etc.

DUVAL contesta a idéia de que as representacfes semioticas séo
simples exteriorizacdes das representacdes mentais para fins de comunicacgéao.
Para o autor, esta visdo € enganosa, pois “... as representacdes (semiodticas)
ndo sdo somente necessarias para fins de comunicacgéo, elas sdo igualmente
essenciais para as atividades cognitivas do pensamento”, ou seja, sem as
representacfes semioticas torna-se impossivel a constru¢cdo do conhecimento
pelo sujeito que apreende. E através das representacbes semidticas, que se
torna possivel efetuar certas fungbes cognitivas essenciais ao pensamento

humano.

Neste sentido, Duval, define:
. Semidsis - a apreensdao ou a producdo de uma representacao
semiotica.

. Noésis - atos cognitivos como a apreensao conceitual de um objeto.

Para que ocorra um significativo aprendizado de matematica é

necessario que a noeésis (conceituacdo) ocorra atraves de significativas
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semiosis (representacdo). Sendo assim, 0 sujeito que aprende precisa

estabelecer a coordenacdo de varios registros de representacdo semiodtica, 0s

quais possibilitam, desta forma, uma apreensdo conceitual dos objetos

matematicos. Quer dizer, quanto maior mobilidade o sujeito tiver com registros

diferentes do mesmo objeto matematico, maior possibilidade deste sujeito fazer

a apreensdo do objeto.

DUVAL coloca trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a

semiosis, isto €, para que um sistema semidtico seja um registro de

representacdo € necessario que ocorra:

A formacdo de uma representacédo identificavel como a representacao
de um registro dado: enunciado de uma frase (compreensivel numa
dada lingua natural), composicdo de um texto, desenho de uma figura
geométrica, elaboracdo de um esquema, escrita de uma foérmula etc.
Essa formulacdo implica uma selecdo de caracteristicas e dados no
conteudo a ser representado.

O tratamento de uma representacdo (transformacéo da representacao
no proprio registro no qual ela foi formada), ou seja, uma transformacgéo
interna a um registro. A parafrase e a inferéncia sao as formas de
tratamento em lingua natural. O calculo é uma forma de tratamento
préprio das estruturas simbolicas (calculo numeérico, célculo algébrico,
célculo proposicional etc.). A reconfiguracdo € um tipo de tratamento
particular para as figuras: € uma das véarias operagfes que da ao
registro das figuras um papel heuristico.

A conversdo de uma representacdo, isto é, a transformacdo desta
representacdo em uma representagao de outro registro conservando a
totalidade ou uma parte somente do contetdo da representacdo inicial.
Em geometria, dado o enunciado de um problema, pode-se esbocar a
figura geométrica, que ¢é ancora das hipoteses (conversdo da
representacdo linguistica/natural para a representacdo figural), e
realizar as operacdes matematicas (conversao para o registro algébrico

ou aritmético) definidas pelo enunciado.

O tratamento se estabelece internamente ao registro, ja a conversao
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se da entre os registros. A conversao exige do sujeito o estabelecimento da

diferenca entre significado e significante.

Nos problemas matematicos especificam-se as representacdes
semiodticas que sdo relativas a um sistema particular de signos, de linguagem,
de escritos algébricos e graficos cartesianos que podem ser convertidos em
representacdes equivalentes em outro sistema semiotico, mas que podem ter
significacdo distinta para o sujeito que as utiliza. A nocédo de representacéo
semidtica pressupde entdo considerar os sistemas semidticos diferentes e
aguela operacdo cognitiva de conversdo das representacdes de um sistema
semidtico a outro. Esta operacdo se descreve como uma mudanca de forma,
assim, sublinha-se a importancia das representacdes semidticas e 0s seguintes
pontos:

. A importancia da forma em relacdo ao conteudo representado, no caso
dos simbolos matematicos.

. A diversidade das formas de uma representacdo para um mesmo
conteudo representado.

. O interesse em uma mudanca de forma de representacdo para
raciocinios de economia de tratamento. Essa economia de tratamento
pode ser uma economia de custo em memoria, pode ser também uma
economia de ordem heuristica como, por exemplo, recorrer a uma

figura para resolver um problema de geometria.

“As representacbes semioticas podem ser convertidas em
representacdes equivalentes num outro sistema semiético, mas podendo ter
diferentes significados para as pessoas que a utilizam” ([31], p.140). Portanto,
converter uma representacdo € mudar a forma pela qual um conhecimento é
representado.

Para representar retas perpendiculares, podemos usar a forma

simbdlica ou a forma figural.

ris ou 1
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N&o podemos esquecer que a Unica mudanca nestes dois registros foi

a forma de sua representacao e ndo o conteudo representado.

Para caracterizacdo dos objetos matematicos (definicdes, propriedades
[teoremas, hipoteses, conclusdes]) a geometria no Ensino Fundamental faz
apelo a trés registros: o das figuras, o das escritas algébricas e suas inter-

relacdes e o da lingua natural.

N&o se trata de uma simples mudanca de registro da representacao
grafica e da escrita algébrica de relacdes. Aqui os tratamentos sdo efetuados
em um dos registros, aquele que é mais econdbmico ou mais controlavel: a
escrita simbdlica ou a representacdo grafica. Em seguida, o resultado pode ser
convertido na representagao do registro inicial.

A atividade cognitiva pedida em geometria exige mais, 0s tratamentos
efetuados separada e alternativamente em cada um dos registros ndo sdo mais
suficientes para um passo terminal. Ela faz com que os tratamentos figurais e

discursivos sejam efetuados simultaneamente e de modo interativo.

A originalidade dos passos da demonstracdo em geometria, em
relacdo a outras formas de atividade matematica, € a coordenacdo dos
tratamentos especificos ao registro das figuras e ao discurso teérico na lingua
natural. Esses dois registros ndo sdo evidentemente proprios a atividade
matematica. Os tratamentos figurais parecem revelar as leis de organizacao da
percepcdo visual e a pratica de um discurso teérico parece se situar no
prolongamento direto de uma compreensao imediata da lingua utilizada para

comunicacao.

A necessidade de uma coordenacao entre os tratamentos de registros
figurais e discursivos, a falsa proximidade entre os tratamentos matematicos
pertinentes e aqueles espontaneamente praticados em cada um desses dois

registros comandam os problemas ligados a aprendizagem da geometria.



15

1.2.2 - OS PROBLEMAS EM GEOMETRIA

Importa ndo confundir na analise cognitiva de um problema de
geometria, a produtividade heuristica da figura e a visibilidade das operacdes

ligadas a essa produtividade.

A produtividade heuristica da figura depende da congruéncia entre a
apreensdo operatdria e um tratamento matematico possivel, essa visibilidade é

aleatdria, depende do individuo e das suas operacdes com a figura.

Para DUVAL (1988,p.57), os problemas de geometria apresentam uma
grande originalidade em relacdo as muitas outras tarefas matematicas que
podem ser propostas aos alunos. De um lado, suas resolugbes exigem uma
forma de raciocinio que implica a referéncia a axiomatica local, a qual se
desenvolve no registro da lingua natural. Esta forma de raciocinio conduz ao
desenvolvimento de um tipo de discurso que funciona por substituicdo, como
se tratasse de uma linguagem formalizada, no momento em que ficamos num
registro sobre o qual o discurso se constroi de forma natural, por associacéo e

por acumulacao.

Segundo DUVAL (1988, p.72), favorecer o desenvolvimento das
funcbes cognitivas, organizando problemas de geometria matematicamente
proximos que solicitem o0s mesmos conhecimentos, determina uma

categorizacao cognitiva indispensavel ao aprendizado da demonstracao.

Sendo assim, Duval orienta trés niveis de problemas:
Nivel (1) - aqueles em que h& congruéncia operatoria da figura e um tratamento
matematico, neste caso uma apreensao discursiva explicita ndo é necessaria.
Nivel (2)- agueles em que a apreensao discursiva € necessaria, porque ndo ha
mais congruéncia ou porque é explicitamente pedido como justificativa.
Nivel (3) - aqueles que exigem mais que uma apreensao discursiva, 0 recurso

aos esquemas formais l6gicos especificos.
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Um exemplo de esquema formal légico € o raciocinio disjuntivo, o qual
orienta que dadas duas relacbes P e Q, a relacdo (P ou Q) ou ainda (PVQ) é

verdadeira se pelo menos uma das duas relacdes P e Q for verdadeira.

DUVAL, em sua analise, destaca as condic¢des facilitadoras do aprendizado:
. Pratica sistematica dos problemas do nivel (1).
. Distincéo entre apreensao perceptiva da discursiva.
. Representacdo de uma rede de propriedades formando uma rede
semantica de todos os conhecimentos solicitados na demonstracao.
. Compreenséo de diferenca entre uma argumentacdo no quadro da
pratica natural do discurso e a articulagédo dedutiva.

1.3— CONTRATO DIDATICO

As modificagbes previstas para serem realizadas em sala de aula,
estdo relacionadas a noc¢éo de contrato didatico, introduzida por BROUSSEAU
(1979).

Para (BROUSSEAU, 1986) contrato didatico € um conjunto de regras
gue determinam (uma pequena parte explicita, mas, sobretudo implicitamente)
0 que cada parceiro da relacdo didatica devera gerir e daquilo que, de uma
maneira ou outra, ele tera de prestar conta perante o outro. Em outras
palavras, chama-se contrato didatico o conjunto de comportamentos do
professor que sdo esperados pelos alunos e o conjunto de comportamentos do

aluno que séo esperados pelo professor...

A relacéo professor-aluno depende de um grande numero de regras e
convencgdes que funcionam como se fossem clausulas de um contrato. Essas
regras, porém, quase nunca sdo explicitas, mas se revelam principalmente
qgquando se da a transgressdo das mesmas. O conjunto das clausulas que
estabelecem as bases das relacbes que os professores e os alunos mantém

com o saber, constitui o chamado contrato didatico .

Deste modo, o contrato didatico depende da estratégia de ensino
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adotada. As escolhas pedagbgicas, o estilo de trabalho pedido aos alunos, os
objetivos das atividades, a formacdo e as representacbes do professor, as
condicbes de avaliacdo, entre outros, fazem parte dos determinantes

essenciais do contrato didatico.

Em sintese, a aquisi¢cdo do saber pelos alunos € a causa fundamental
do contrato didatico. A cada nova etapa, o contrato didatico deve ser renovado
e renegociado. Na maior parte do tempo, esta negociacdo passa despercebida.
O contrato didatico se manifesta principalmente quando €é transgredido por um
dos parceiros da relacdo didatica. Em muitos casos € preciso que haja a

ruptura e a renegociacao do mesmo para o avanco do aprendizado.

Por exemplo, no ensino da geometria (na etapa da observacao), os
alunos de 10 a 12 anos (52 e 62 séries), sdo solicitados a reconhecer figuras e
configuracbes e também a saber utilizar instrumentos de desenho para
desenvolver aptiddes graficas. Nessa etapa, as figuras séo objetos geomeétricos
concretos sobre os quais se pode exercer uma acao direta, sendo essas

figuras representantes dos objetos matemaéticos.

De 13 a 15 anos (72 e 82 séries) o0s alunos sdo solicitados
progressivamente a dar um outro estatuto as figuras, aqueles de representacao
de objetos ideais e abstratos. As figuras desenhadas tomam o estatuto de
significante. Grande parte dos alunos tém dificuldades para adaptar-se a essa
mudanca de contrato.

Afim de esclarecer o exemplo acima, recorremos as pesquisas de
SANGIACOMO que distingue desenho de figura geométrica citando as
definicbes de LABORDE (1993), nas quais o desenho € uma entidade material
sobre um suporte, ou seja, um “significante” de um referencial teérico. Sendo
que figura geométrica consiste na relagdo entre objeto geométrico (ente
tedrico) e suas possiveis representacdes (desenhos). Pode-se definir ainda
como um conjunto de pares ordenados que tem como primeiro termo o
referente (objeto geométrico) e como o segundo termo um dos desenhos que
ele representa. As orientacbes de LABORDE coincidem com as de DUVAL
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quando fazem a distingdo entre desenho e figura geométrica, argumentando
que figura geométrica é a classe de todos os desenhos possiveis ligados aos

objetos representados.

Para SANGIACOMO, essas defini¢cdes utilizadas por LABORDE, estéo
ligadas diretamente as idéias de PIAGET (1974). Quando a crianca trabalha
sobre o desenho (tracado material), ela esta utilizando apenas o aspecto
figurativo do conhecimento. Por outro lado, quando a crianca trabalha com a

figura geométrica ela estd usando o aspecto operativo desse conhecimento.

Observamos outro exemplo de ruptura do contrato didatico citada por
GOUVEIA (1998, p.88): A partir da sétima série, quando o aluno atinge o
estagio das operacbes formais, mudam-se as exigéncias em relacdo a
geometria. Numerosas propriedades chamadas de definicbes, teoremas
comecam a fazer parte do raciocinio. A observacéo da figura e as medidas néo
sdo mais instrumentos adequados para justificar uma propriedade: surge a

demonstracdo como novo instrumento, uma técnica de prova a ser aprendida.

1.4 — ERROS E OBSTACULOS

As pesquisas da Didatica Matematica, quando analisam o “erro”,
apoiam-se na nocéo de “obstaculo” desenvolvida por BACHELARD (1965) e na

teoria da equilibracéo de PIAGET.

BROUSSEAU (1983), apoiando-se nesses trabalhos, discute sobre o
erro em matematica. Assim para ele: "0 erro ndo € somente o efeito da
ignorancia, da incerteza, do azar como acreditam as teorias behavioristas e
empiristas da aprendizagem, mas efeito de um conhecimento anterior, que
mobilizava seu interesse, seu sucesso, mas que agora se revela falso ou
simplesmente inadaptado. Os erros desse tipo ndo sdo vagos ou imprevisiveis,
mas se constituem em obstaculos”’(BROUSSEAU,1983,p.171).

BROUSSEAU argumenta que o obstaculo se caracteriza por um

conhecimento, uma concepc¢do, e nao uma dificuldade ou uma falta de
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conhecimento, que produz respostas adaptadas num certo contexto e, fora
dele, produz respostas falsas. Assim, cada conhecimento € suscetivel de ser
um obstaculo a aquisicdo de novos conhecimentos. Os obstaculos se
manifestam pela incompreensao de certos problemas ou pela impossibilidade
de resolvé-los com eficacia, ou pelos erros que, para serem superados,

deveriam conduzir ao estabelecimento de um novo conhecimento.

A nocao de obstaculo pode ser utilizada tanto para analisar a génese
histérica de um conhecimento, como 0 ensino ou a evolucdo espontanea do
aluno. Por isso, os obstaculos podem ser procurados a partir de uma analise
historica ou a partir da analise de dificuldades persistentes nos alunos. Em
nosso trabalho, vamos analisar os obstaculos relativos a técnica da
demonstracdo encontrados na historia e nos livros didaticos, para tentarmos

leva-los em consideragdo no momento da elaboracéo da sequéncia didatica.

As pesquisas observadas em demonstracdo orientaram o estudo dos
fendbmenos suscetiveis de provocar obstaculos epistemoldgicos, didaticos e

lingUisticos.

1.4.1 - OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

S&o0 aqueles que tiveram um papel importante no desenvolvimento
histérico do conhecimento e cuja rejei¢do precisou ser integrada explicitamente
no saber transmitido. S&o inerentes ao saber e identificaveis pelas dificuldades

encontradas pelos matematicos para os superar na historia.

A andlise da pesquisa de DUVAL sobre o ensino-aprendizagem de
geometria, nos permite identificar provaveis fendmenos geradores dos
obstaculos de natureza epistemoldgica:

. A demonstracdo usando o raciocinio por absurdo, que consiste em
supor verdadeira a proposicdo contraria a demonstrar € um obstaculo

na historia da geometria e no ensino atual (DUVAL, 1995, p.256-259).

. A coordenagdo dos diferentes registros de representacdo (a escrita

“algébrica”, as figuras geométricas, o discurso na lingua natural)
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ligados ao tratamento dos conhecimentos ndo se operam
espontaneamente, mesmo ao curso de um ensino que mobilize essa
diversidade de registros ( Duval,1995, p.75).

As figuras formam um suporte intuitivo importante nos passos da
demonstracdo em geometria, elas ddo uma visdo maior do que o
enunciado, elas permitem explorar, antecipar. Mas, nem sempre
facilitam “ver” sobre a figura as relacdes ou as propriedades em relacao
as hipbteses dadas, as quais correspondem a solugdo procurada
(DUVAL, 1995,p.181). A figura como suporte das hipoteses num
problema que envolve demonstracdo pode ser um obstaculo ao aluno,
pois ele pode abandonar ou inserir hipéteses de acordo com o
desenho, pode construir figuras particulares (um triangulo qualquer
torna-se is0sceles; duas retas secantes tornam-se perpendiculares).
Os alunos acham inutil ou as vezes absurdo terem de demonstrar uma
propriedade que se “vé” na figura (DUVAL, p.69).

A constituicdo de uma rede seméantica dos objetos matematicos e dos
teoremas solicitados por uma demonstracdo, associado ao registro de
representacdo em uma rede de propriedades logicas, determinam um

obstaculo ao aprendizado da demonstragéo.

1.4.2 - OBSTACULOS DIDATICOS

Sao aqueles que parecem depender apenas da escolha ou de um

projeto do sistema educativo, resultado de uma transposicdo didatica que o

professor pode dificilmente renegociar no quadro restrito da classe. Eles

nascem da escolha das estratégias do ensino, deixando-se formar, no

momento da aprendizagem, conhecimentos errbneos ou incompletos que se

revelardo mais tarde como obstaculos ao desenvolvimento da conceituagéo.

Sao inevitaveis, inerentes a necessidade da transposi¢do didatica. Destacam-

se alguns fatos que podem gerar obstaculos de natureza didatica:

Os tipos de problemas, observados em alguns livros didéticos
brasileiros, em geral, ndo propdem questdes envolvendo demonstracéo
(GOUVEIA,1998).
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A passagem da geometria empirica para a de deducéo € um obstaculo
para a demonstracdo (MULLER,1994).

Segundo VIANNA (1988), muitos professores deixaram de apresentar e
incentivar os alunos a fazerem quaisquer demonstracdes, justificando
gue ndo da tempo nem de ensinar Geometria quanto mais para
demonstrar teoremas.

MULLER (1994) observa que a aprendizagem da demonstracdo tem
ocorrido muitas vezes por analogia. O professor propde um modelo
submetido a observacdo e o aluno é levado a imitar o método de
resolucdo, numa situacdo aproximada. Porém, o aluno apresenta
dificuldades em mobilizar os saberes.

Segundo GOUVEIA (1998), para comecar um problema com
demonstracdo ndo existe um método de resolucdo geral e é dificil a
ajuda do professor nesse assunto.

VIANNA (1988, p.22) observa que um dos motivos para a rejeicdo do
ensino da geometria dedutiva em sala de aula é a inabilidade do
professor na utilizacdo da geometria dedutiva gerada, em parte, pela

deficiéncia de alguns cursos de licenciatura em Matematica.

1.4.3 - OBSTACULOS LINGUISTICOS

GOUVEA (1998, p.189) argumenta que a aquisicdo de uma linguagem

correta € um dos objetivos da escola. No entanto, a realidade escolar registra

as seérias dificuldades, por que passam o0s alunos, ao precisar decompor uma

frase, ao analisar o papel de cada palavra num texto. Os resultados do Sistema

de Avaliacdo do Rendimento Escolar (SARESP, 1996) fazem mencé&o ao baixo

desempenho alcancado pelos alunos do ensino fundamental em Lingua

Portuguesa. Em sintese, a dificuldade dos alunos em ler um texto de modo

inteligente e a incapacidade de reproduzi-lo com o minimo de vocébulos

apropriados, resultam na falta de competéncia em compreender também os

enunciados dos problemas em Matematica e em elaborar uma resposta com

argumentos articulados dentro de um texto coerente.

Nesse sentido, a redacdo das demonstracdes constitui um obstaculo
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linguistico importante.

MULLER (1994) enfatiza que uma parte das dificuldades dos alunos
relaciona-se a escassez de vocabulario. Sob esta perspectiva, a redacao da
demonstracao constitui um obstaculo, o aluno pode raciocinar corretamente e
enxergar a solugdo de um problema mas ter dificuldades em responder com
argumentos precisos. Dentro desse contexto, a leitura incorreta de definicdes

leva & incompreensdo dos objetos matematicos.

De fato, alguns termos da geometria pouco usados na linguagem
corrente, sdo muitas vezes a base da confusédo entre hip6teses e concluséo,
teorema e teorema reciproco. Destaca-se na redacdo da demonstracdo o uso
de palavras como: seja, com efeito, porque, ora, se ...entdo, qualquer que seja,

portanto. Expressfes que nem sempre sdo bem compreendidas pelos alunos.

Assim, introduziremos o ensino da técnica da demonstracdo, procurando
minimizar os obstaculos, conduzindo os alunos a reflexao sobre os estatutos de
definicbes e teoremas, ao aprendizado dos diferentes registros de

representacdo e ao reconhecimento da validade de um raciocinio dedutivo.
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2 - METODOLOGIA DE PESQUISA

A pesquisa em didatica, segundo G. WALDEGG (1997), € um processo
empirico, no sentido que se deve extrair os dados da realidade e os comparar
as hipdteses; o laboratorio da pesquisa em didatica é tanto o escritorio de
trabalho, a sala de aula, a escola ou a sociedade, quanto a Historia. Este
laboratério € o lugar onde juntamos os dados e onde colocamos a prova as
hipéteses. As conclusdes do estudo serdo tdo mais poderosas quanto as

instancias para verificar as hipéteses sao variadas ([31]).

A metodologia de nossa pesquisa desenvolve-se nos principios da
engenharia didatica. M. ARTIGUE (1988) determina as caracteristicas da
Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa. Para ela, Engenharia
Didatica € um esquema experimental baseado sobre “realizacdes didaticas” em
sala de aula (sobre a concepcéo, a realizacdo, a observagdo e a analise de
segUéncias de ensino) que se caracteriza pelo registro dos estudos feitos sobre

0 caso em questao e sua validacao ([31]).

Essa validacdo da pesquisa € feita sobretudo internamente, pois ela se
baseia na confrontacédo entre a andlise a priori (baseada no quadro teorico) e a

analise a posteriori .

O processo experimental da engenharia didatica compde-se de quatro
fases:
Fase 1: analises preliminares;
Fase 2: concepcdao e analise a priori das situacdes didaticas;
Fase 3: experimentacao;

Fase 4: analise a posteriori e validagao.

FASE 1 — ANALISES PRELIMINARES

Em nossa pesquisa, as andlises preliminares foram feitas através de

consideracdes sobre o quadro teorico didatico e sobre os conhecimentos
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didaticos adquiridos no estudo da demonstragcdo em geometria, a partir de:

. Fundamentacdo tedrica centrada nas pesquisas de R. DUVAL e
apoiadas na teoria do erro, estudadas por BROUSSEAU.

. Estudo Histoérico e Epistemolédgico da demonstracao.

. Andlise de dez livros didaticos, da Proposta Curricular Nacional, e da
Proposta Curricular para o Ensino Fundamental, na 72 série, quanto a
utilizagdo da demonstragdo em Geometria.

. Analise das concepcdes dos alunos e das dificuldades e obstaculos

oriundos do processo ensino-aprendizagem da geometria.

FASE 2 - CONCEPCAO E ANALISE A PRIOR]

Trabalhamos a concepcéo e a andlise “a priori” da Sequéncia didatica
através da atuacdo sobre certas variaveis do sistema. A andlise a priori feita na
pesquisa visa determinar o significado das escolhas feitas que permitem
controlar os comportamentos de cada situacdo didatica, bem como predizer

procedimentos possiveis durante cada situacao.

Para M. ARTIGUE, a analise a priori deve ser concebida como uma
andlise do controle do sentido, pois a teoria das situa¢des didaticas que serve
de referéncia a metodologia da pesquisa constitui-se como uma teoria de
controle das relacdes entre sentido e situacdes (...) 0 objetivo da analise a priori
e determinar no que as escolhas feitas permitem controlar os comportamentos
dos alunos e o significado de cada um desses comportamentos. Para isso, ela
vai se basear em hipo6teses cuja validacdo estara, em principio imediatamente
em jogo, na confrontacdo entre a analise a priori e a analise a posteriori a ser
operada na quarta fase (cf. S. MACHADO,1999).

FASE 3: EXPERIMENTACAO

E a fase da realizacdo da engenharia para uma certa amostra de
alunos.
Trabalhamos com um grupo de 14 alunos da 82 série, de um colégio

particular da cidade de Mogi das Cruzes (SP).
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A Sequéncia Didatica desenvolveu-se em 8 sessfes, semanais, com
0S seguintes procedimentos: execucao das atividades em sala de aula (com a
presenca do pesquisador e de um professor observador) e discussdo com o

grupo, esclarecendo o conteudo de cada atividade.
FASE 4: ANALISE A POSTERIORI E VALIDAQAO

Esta fase se apoia sobre todos os dados colhidos durante a
experimentacado pertencentes as observacdes realizadas durante cada sesséo
de ensino, bem como das producgdes dos alunos em classe ou fora dela.

E nesta fase que se da o tratamento dos dados que consta da selecdo
dos dados pertinentes a analise a posteriori .

Analisamos a producdo dos alunos tendo como base as atividades
propostas na Sequéncia Didatica e nas discussdes ocorridas em classe.

A validagdo das hipoteses da pesquisa resultou da confrontacdo das

analises a priori e a posteriori .
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CAPITULO Il

ESTUDO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO DA DEMONSTRACAO

O objetivo deste capitulo é estudar a génese historica da
demonstracdo e a evolugdo de sua concep¢do na Matematica.

A demonstracdo ocupa em Matemética, um lugar central porque é o
método de prova que caracteriza essa disciplina no meio das ciéncias. Embora
constitua um importante objeto de estudo na didatica da Matemética a sua
introducdo origina dificuldades para muitos alunos. Todas as pesquisas
apresentam o problema de que a histéria da demonstracdo independente de
um conceito matematico, pois a demonstracdo ndo é um conceito mas sim

uma técnica.

1 — GENESE DA DEMONSTRACAO

A demonstracdo aparece na Grécia no século V A.C. Os documentos
da época sdo praticamente inexistentes, conhece-se a origem da
demonstracdo através de raros textos ndo matematicos desse periodo,
relatados posteriormente por historiadores gregos. A histéria dificilmente
responde a pergunta: Como apareceu a demonstracéo e o que determinou seu
surgimento?”. Para responder a essas perguntas é necessario que se faca a
distingdo entre demonstragédo e prova, conforme citamos em Fundamentagao

Tedrica (cap.l).

A demonstracdo aparece na matematica pré-helenistica. WAERDEN
(1983,p.26) indica sua presenca na matematica dos hindus e KELLER(1986)
destaca a sua presenca na matematica dos egipcios. Porém, N. BALACHEFF
atribui aos Gregos a invencdo da demonstracdo, sem negar a Sseus

precedentes outras formas de prova. De modo geral, pode-se dizer que o
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século V antes de Cristo marca na Grécia, a passagem da prova para a

demonstracdo em geometria.

A analise didatica permite questionar se a demonstracao surgiu como

uma caracteristica externa ou interna a Matematica.

SZABO (1977) atribui a aparicdo da demonstragdo na Matematica, a
influéncia externa da sociedade Grega. A transformacdo da matematica em
ciéncia hipotético-dedutiva seria a aplicacdo das regras dos debates
argumentados que governavam a vida politica da sociedade grega. SZABO
especifica essa idéia atribuindo a escola de Parménide e Zen&o a origem e a
transformacao radical da Matematica, que simultaneamente tornou mais exatos
0S objetos dessa ciéncia, definindo-os axiomaticamente como idealidades,
objetos de pensamento e as regras de sua manipulagdo para particularizar a

demonstracao que permite distinguir os enunciados verdadeiros.

Trata-se de uma tese externalista sobre a origem da demonstragao no
sentido em que ela procura sua origem nas influéncias externas e nado nas

necessidades internas do desenvolvimento da Matemaética.

Pensando na influéncia interna, que tipo de problema pode ter sido
tornado indispensavel para a introducédo da demonstracdo na Matematica?
Os historiadores ensinam que a demonstracdo surgiu contemporaneamente a
resolucdo do problema da Irracionalidade, pois ela se tornou ferramenta
precisa e indispensavel para a resolucdo desse problema, pelos matematicos
gregos. Logo, no problema da irracionalidade estaria a origem da

demonstracao.

Quando se fala que os gregos sao os introdutores da demonstracdo em
Matematica, ndo se nega a existéncia de matematicos anteriores, que

utilizaram provas em diferentes niveis de rigor. Eis alguns exemplos:

No Egito, a exatiddo dos célculos efetuados pelos escribas muitas vezes
era provado pela verificagdo do resultado (KELLER,1986). E um método
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particularmente bem adaptado aos problemas do tipo resolugdes de equagdes
sobretudo quando as incognitas sao inteiras ou racionais simples. Esse método

€ também aplicado em situacdes sociais (venda, remuneracéo, partilha).

Na Iindia as afirmaces geométricas sio provadas fazendo o uso da
figura. A exatiddo do desenho é um argumento que pode ser considerado como

uma verificacao.

Vale lembrar que, na evolu¢cdo do rigor sobretudo no dominio de
Geometria, todo problema consiste em compreender como se pode, partindo
das provas fundadas na evidéncia da figura, efetuar a demonstracéo. E preciso
considerar que a figura ndo passa de um suporte da demonstracdo em

Geometria.

Veremos que o problema da irracionalidade, na Grécia, pode ser o
propulsor dessa mudanca, pois esta ligado a trés aspectos: idealidade dos

objetos da matemética, método demonstrativo e enunciados gerais.

Os objetos matematicos passam a ser identificados, a partir do momento
gue se renuncia a experiéncia fisica e os dados fornecidos pelos sentidos o

gue leva a forma axiomatica.

O meétodo demonstrativo consiste em se apoiar sobre regras, operar por

deducdo, isto €, demonstrar.

Quanto aos enunciados gerais, sua aparicdo provém da necessidade do
quadro abstrato de explicitar as hipéteses. Enquanto que, num quadro que

apele para a experiéncia, numerosos dados podem estar implicitos.

Destacamos as diferencas entre provas pré-demonstrativas e
demonstracdes na medida em que o método demonstrativo € reconhecido
como Unico meio de validade, todas as afirmac¢des devem ser demonstradas
sendo que o apelo a figura, a evidéncia do contexto sensivel, ou a hierarquia

social, sdo meios de validacao implicitos socialmente reconhecidos.
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O surgimento de provas, como no caso da Matematica hindu, ndo se
faz de uma forma sisteméatica, as provas isoladas que surgem nao
representam premissas das demonstracdes. A multiplicacdo progressiva das
provas por uma evolucdo continua ndo chega ao estadgio da matemética

demonstrativa.

Na matematica chinesa, as provas aparecem em certos periodos, em
certos autores, mas sem as generalizacbes dessas praticas (J.C.
MARTZLOFF, 1988).

Aparecem simultaneamente na Grécia, no séc. VIl ou VI a.C. a
democracia, a filosofia e a geometria. Neste periodo, a demonstracdo surge
como uma “aplicacdo” das técnicas de debate publico que passa a caracterizar
a organizacdo politica da sociedade grega. O “milagre grego” consiste na
descoberta, pela humanidade, da razdo. Essa passagem de um pensamento
mistico ao pensamento racional determina um carater externo no surgimento
da demonstracdo. Mas, sem o problema da irracionalidade, a demonstragéo

nao teria sido produzida, para transformar as relagdes mateméticas.

A. SZABO (1977) destaca que a demonstracdo vem de um debate
filosofico, propondo:

. As propriedades contraditorias: teoria do par e do impar, a utilizacdo do
namero racional para medir a diagonal do quadrado (o0 conjunto dos
nameros racionais € insuficiente para essa medicao).

. Rejeicdo de experiéncia sensivel e da intuicdo: demonstracdo da
incomensurabilidade usando raciocinio por absurdo (O raciocinio por
absurdo consiste em supor verdadeira a proposicdo contraria a
proposicdo a demonstrar, seu passo terminal parte da contradicdo

entre uma consequéncia dessa SuposiGao e uma premissa).

Para SZABO (1977), o recurso empirico usado na demonstracao por
absurdo é decorrente da filosofia eleata. A filosofia eleata passou por
intermédio de Platdo e seus discipulos matematicos, que chegaram a solucéo

do problema da irracionalidade. Portanto, este mesmo autor (SZABO, 1977)
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assinala que a origem da demonstracao € externa a Matematica.

Segundo M.CAVEING (1977), o problema da incomensurabilidade
esta na fonte da criacdo das idealidade. Assim, ele se opde a SZABO quando
diz que os mateméticos informam aos filésofos. Determinando a Matematica
como ciéncia autbnoma, ele se baseia no pensamento de Zendo, que
argumentava contra o sincretismo fisico-geométrico do pensamento Pitagorico,
conceituando os objetos da geometria. De acordo com CAVEING a origem da

demonstracao € interna a Matematica .

2 - A EVOLUCAO DA DEMONSTRACAO

Segundo G. ARSAC e E. BARBIN (1988), a historia da demonstracdo se
desenvolveu nas etapas:

. (1) A génese com os gregos no séc. V a.C.: a demonstracédo é a ordem
da convic¢cdo num debate contraditério.

. (2) A primeira modificacdo no séc. XVII: a demonstracdo tem como
objetivo esclarecer antes de convencer, e os métodos de descoberta
fazendo um papel central.

. (3) A segunda modificacdo no séc. XIX: o retorno ao rigor e a aparicao
do formalismo, isto €, o surgimento de uma nova concepc¢do dos

objetos matemaéticos.

A segunda etapa coloca em causa, a identificacdo entre demonstrar e
convencer a comunidade dos matematicos, o que, de acordo com
BALACHEFF, coincide com o ponto de vista dos Gregos. Esta etapa aparece
como uma oposicado frente ao proposito da funcdo da demonstracdo na

primeira etapa, entre convencer e esclarecer.

O exemplo tipico da demonstracdo que convence sem esclarecer é a
demonstracao classica de Euclides da Incomensurabilidade da diagonal e do
lado do quadrado. Essa afirmacédo é colocado no absoluto, isto é, trabalha com
uma propriedade intrinseca dessa demonstracdo, independente dos

conhecimentos e das opinides filosdficas.
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A andlise historica conduz a algumas posi¢des epistemoldgicas e
didaticas que coincidem com as de HANNA (1989): existem demonstracdes
gue provam somente e outras que explicam; sdo essas ultimas que devem ser
favorecidos na aprendizagem da demonstracao, sobretudo se dao exemplos de

aplicacfes e métodos que apresentam o interesse nelas mesmas.

A hostilidade dos matematicos do séc. XVII a forma do rigor herdado dos
gregos, proveniente também de sua preocupacdo no que diz respeito a

descoberta, nem sempre é compativel com o rigor Euclidiano.

Alguns matematicos do século XVII, conforme E. BARBIN, censuram o0s
antigos de ndo seguirem a verdadeira ordem da natureza e de provarem
desnecessariamente alguns resultados. Parece que, em geometria, o primeiro
método de validacdo é o recurso da observacdo, isto é, a confianca na
percepc¢ao visual. A construcdo da geometria se faria em suma sobre uma base
indutivista. Nota-se que o desejo de justificacdo dos resultados matematicos
por uma interpretacdo fisica que, de certa forma, € a concepcéo idealizada
pelos gregos dos objetos da Matematica, manifesta-se também na algebra no
séc. XIX, aparecendo como dificuldade na algebra abstrata
(RICHARDS,1980). Esse desejo de justificacdo de resultados por interpretacao

fisica vem dificultar as consideracfes da geometria ndo-euclidiana.

No séc. XIX, a nova virada, é marcada por Bolzano, trata-se de uma
volta ao rigor, mas néo o dos gregos. Seu formalismo evidencia que os objetos
matematicos axiomaticos nao tém existéncia objetiva, mas satisfazem o
principio da néo contradicdo interna as teorias matematicas da época. A
incapacidade de ultrapassar esse passo ocorre, em grande parte, por razdes

filoséficas que tinham bloqueado, no século XIX, os algebristas ingleses.

A histéria retorna ao rigor, do ponto de vista didatico, segundo duas
razdes: a dificuldade dos problemas encontrados perante as necessidades do
ensino (isso diz respeito a Cauchy e Dedekind, por exemplo); as influéncias
filosoficas, no que diz respeito a Bolzano, e também aos autores da geometria

ndo-euclidiana. A preocupacdo de ndo ir contra essas influéncias filosoficas,
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idéias dominantes, explica a recusa de Gauss em publicar seus resultados
nesse dominio (cf. GREENBERG, 1972).

Notamos que a admissdo da geometria ndo Euclidiana muda o carater
“esclarecedor ” da demonstracao: o recurso a “intuicao”, isto €, a verificacdo da

concordancia com o mundo fisico deveria muitas vezes ser desqualificada.

BKOUCHE (1989) destaca a necessidade de um estudo
epistemologico, sobre a funcdo da demonstracdo na Matematica, para a
permanéncia de seu ensino. Esse estudo esta limitado a demonstragcdo em
geometria, e a metodologia de raciocinio transformando-se, a medida que

novos problemas coloqguem em questdo sua validade.

Este mesmo autor (BKOUCHE,1989) assinala que os caracteres
permanentes no processo de validagcao no ensino sao trés:

. Carater a priori: a demonstracdo da a possibilidade de fazer economia
de experiéncia. Exemplo: a soma dos angulos internos de um tridngulo
vale 180 graus.

. Carater de necessidade: a demonstracdo determina a certeza das
conclusGes demonstradas, pois algumas possuem constatagoes
empiricas contrarias. Exemplo: Em geometria uma leitura sobre
um desenho particular, pode determinar uma oposi¢cdo as
conclusoes.

. Carater universal: a demonstracdo baseada nos caracteres
precedentes fazem alusdo aos objetos sobre os quais se produz o
raciocinio, que estdo presentes na demonstracdo, tém estatuto de
abstracdo. Assim, leva-se em consideragdo a ligacdo entre a
construcdo abstrata do objeto e o raciocinio que se faz dele.

3- G. ARSAC (1987): A HISTORIA DETERMINANDO CONCLUSOES
DIDATICAS.

Historicamente a prova veio antes da demonstragdo e pensamos que,
em sala de aula, a aprendizagem da demonstracdo deve ser precedida da

pratica da prova, sempre que for necessaria a validacdo de uma asser¢ao, pois
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a demonstracdo marca uma mudanca no estatuto global da matematica, para o
aluno.

Do ponto de vista didatico, deve-se debater se a demonstracdo é uma
necessidade interna das teorias matematicas ou uma simples exigéncia do
professor, pois observamos que, no enfoque historico, a demonstracéo teve
uma aparicdo mista, externa e interna. Entdo, em sala de aula, recriando a
génese histérica, a demonstracdo deve surgir como uma ferramenta
indispensavel a resolugcdo de um problema, observando que esta resolucéo
pode ser facilitada pela troca de registros de representacdo. A reproducao da
génese histérica da demonstracéo a partir do problema da irracionalidade néo

€ possivel no nivel do ensino atual.

Em geometria, o surgimento da demonstracdo esta ligado
historicamente ao conceito abstrato dos objetos da geometria e sua
axiomatizacdo. Mas, para o aluno, a demonstracdo pode parecer inutil, se ele
entende que a prova pela figura é suficiente. Contornando essa dificuldade,
devemos mostrar ao aluno situacbes em que a verificacdo grafica é
tecnicamente dificil e os terrenos da aritmética e algebra sdo mais favoraveis

para a demonstragdo como instrumento de prova.

O raciocinio por absurdo, mais precisamente o principio do terceiro
excluido, ndo € natural, mas sua introducao é necesséria para a resolucao de
problemas como do tipo da classificacdo dos numeros pares e impares que
podem ser utilizados como ponto de partida para esse tipo de aprendizado de

demonstragao.

Existem as demonstracdes que somente provam e aguelas que

explicam, as ultimas favorecem o aprendizado da demonstracgéao.



CAPITULO 1l

ESTUDO PRELIMINAR DA DEMONSTRACAO EM GEOMETRIA

Neste capitulo, pretendemos examinar diversos aspectos que
compreendem a transposicéo didatica da demonstracao através do estudo dos
conceitos geométricos. Assim, averiguamos o tratamento dado ao ensino e
utiizacdo da demonstragcdo na geometria pela Proposta Curricular para o
estado de Sao Paulo, pelos Parametros Curriculares Nacionais e pelos livros
didaticos de Matematica. Também analisamos as “concepgdes dos alunos” em

geometria e como eles justificam suas decisodes.

O objetivo deste estudo € analisar quais os efeitos que as abordagens
propostas por alguns livros e pela Proposta Curricular podem provocar nos

alunos.

Segundo as Pesquisas de SANGIACOMO (1996), “O ensino é
fortemente influenciado pelos livros didaticos”, em geral ocorrem as seguintes
situacdes: O professor prepara aulas usando a teoria apresentada pelos livros,
utiliza um deles para indicar exercicios e 0 segue tanto na parte tedrica quanto

nos exercicios.

Portanto para estudar a forma como o conhecimento chega ao aluno, é
preciso analisar as orientacdes da Proposta Curricular e a forma como os livros

didaticos tratam a demonstracao.
1 - APROPOSTA CURRICULAR
A Proposta Curricular para o 1° Grau (atualmente Ensino

Fundamental), para o ensino da Matematica(1991), considera que existem

duas vertentes basicas a partir das quais justifica-se a inclusdo da Matematica
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nos curriculos escolares:

“- ela é necessaria em atividades praticas que desenvolvem aspectos
guantitativos da realidade, como sdo as que lidam com grandezas,
contagens, medidas, técnicas de calculo etc.

- ela_desenvolve o raciocinio légico, a capacidade de abstrair, generalizar,

projetar, transcender o que é imediatamente sensivel’(grifo nosso),(p.9)

A proposta Curricular destaca dois grandes temas geradores: Numeros
e Geometria observando que a no¢édo de Medida liga os dois grandes temas
geradores.

“A iniciacdo a geometria parte da exploracdo sensorial dos objetos, da
percepcdo das formas mais freqlientes. A composicdo e decomposicdo de
figuras sao consideradas uma preparacdo necessaria a nocdo de
medida.”(p.19)

“Na geometria, procura-se, paulatinamente, caracterizar as formas através
de propriedades e classifica-las de acordo com essas propriedades (...)

Surgem, também, algumas generaliza¢gfes substanciais, que significam uma

ultrapassagem de experiéncia concreta(grifo nosso), como no caso de

alguns teoremas geométricos ou da introducdo dos numeros

irracionais.”(p.20)

No que diz respeito a introducdo do ensino-aprendizagem da
demonstracdo em geometria, a Proposta Curricular assinala seu inicio na 62
série. O primeiro teorema que os alunos irdo demonstrar € o da Soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo, essa demonstracdo deve ser
precedida de uma verificacdo experimental e, além disso, devem-se evitar
inicialmente, excessos de simbologia, levando o aluno a necessidade da
demonstracdo para a generalizacdo da propriedade, pois nesse momento ja
foram definidos o postulado das paralelas e a igualdade das medidas dos
angulos internos determinados por retas paralelas cortadas por uma

transversal (p.107).

Observa-se a orientagcdo em organizar a primeira demonstracdo de um
teorema, mas ndo ha uma indicacdo do que é teorema, do que é
demonstracao, quais as ferramentas necessarias e de como desenvolver essa

técnica.
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Na 72 série, retoma-se o0 estudo da demonstracao, conforme os itens:

1. Teorema de Pitagoras

“E importante que, no caso dos tridngulos retangulos, se faga a verificagéo
geral do Teorema de Pitagoras, por meio de cobrimento do quadrado
construido sobre a hipotenusa a partir dos quadrados construidos sobre os

catetos. (...) Aproveitar esse momento para fazer a traducdo algébrica

desse fato geométrico (grifo nosso). Depois € feita uma demonstracdo

usando conceitos de area do triangulo e quadrado e estende-se outra

demonstracdo (grifo nosso) usando conceitos de areas de semicirculos

construidos sobre os catetos e a hipotenusa (p.140).

2. Casos de congruéncia de triangulos

“Os casos deverdo ser verificados, experimentalmente, por meio de
construgdo dos triangulos com régua, compasso e transferidor (...) Esse é o
momento para se trabalhar com situagBes que utilizem localmente o

raciocinio hipotético-dedutivo (grifo nosso) fazendo o uso dos casos de

congruéncia de triangulos. Demonstrando, por exemplo, propriedades como:
Os angulos da base de um tridngulo isésceles sédo congruentes. A diagonal
de um paralelogramo o divide em dois tridngulos congruentes. E outras”
(p.145).

3. Definicdo do ponto médio e mediatriz

Verificar experimentalmente (por meio de medidas diretas) e por

demonstracdo local, 0 sequinte teorema e seu reciproco (grifo nosso); “Toda
ponta da mediatriz de um segmento de reta equidista dos extremos desse

segmento” (p.145).

4.Propriedades sobre medianas de um triangulo(demonstrar).

“Uma mediana de um triangulo divide-o em dois outros de mesma area.”
Unindo o baricentro de um triangulo a seus vértices, ficam determinados

trés triangulos de mesma area.”(p. 146)

5. Aplicacdo dos casos de congruéncia de triangulos na
demonstracdo das principais propriedades relativas a triangulos

e quadrilateros (p. 148).
A partir de construgbes acompanhadas de demonstracdes, os alunos

deverao constatar a validade de propriedades (grifo nosso) como: “Em todo

triangulo isésceles, a altura e mediana relativas a base coincidem com a
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bissetriz do angulo do vértice oposto a ela.”
“Em todo paralelogramo as diagonais se cruzam no ponto médio.”
“Em todo retadngulo as diagonais sdo congruentes.”

“Em todo losango as diagonais sédo perpendiculares entre si.”(p. 148)

Na 82 série, 0 estudo da demonstracdo desenvolve-se com 0s
seguintes topicos:
1.Teorema fundamental da proporcionalidade:

“Verificagdo experimental e demonstracédo do teorema fundamental sobre

proporcionalidade (grifo nosso).”

“Se uma reta paralela, a um dos lados de um tridngulo, intercepta ao outros
dois lados distintos, entéo, ela determina segmentos que séo proporcionais

a esses lados (p.154).

2. Teorema de Tales:

“Pode-se, agora, demonstrar o teorema de Tales (grifo nosso), como
consequéncia do teorema fundamental da proporcionalidade”(p.155).
3.Casos de semelhanca de triangulo

“As demonstractes desses teoremas podem ser realizadas pelos préprios

alunos (grifo nosso), com aplicacdes do teorema fundamental sobre
proporcionalidade e dos casos de congruéncia de tridngulos). As
demonstracBes devem ser precedidas por uma verificacdo experimental dos
casos, através de construcdo com régua, compasso e transferidor”(p.155).
4.0 teorema de Pitagoras

“Ja conhecido pelos alunos, podera ser demonstrado (grifo nosso), agora,

por semelhanca de triangulos” (p.155).
5.Proporcionalidade do baricentro.

“Neste  momento, pode-se fazer a demonstracdo (grifo nosso) da

propriedade. O baricentro de um triangulo divide cada mediana em dois
segmentos cujas medidas estdo na razdo 1 para 2" (ja trabalhada
experimentalmente) (p.156).

6. Demonstrar que v2 n#o é racional.

“A demonstracdo por absurdo” (grifo nosso) (p.163).

No item 3 acima, observa-se a intencdo da proposta em levar o aluno a
desenvolver as demonstracbes nos casos de semelhanca de triangulos.
Porém, nao direciona o0s passos do professor, como facilitador desse

aprendizado ao aluno.



38

A Proposta Curricular orienta o professor para o0 uso das
demonstracdes somente como ferramenta. Porém, a demonstracdo nédo é
tratada como objeto de estudo. Outrossim, ha o uso do teorema sem a

orientagcdo de seu estatuto, bem como o teorema reciproco.

GOUVEA (1998) constata que os professores pesquisados n&o
parecem construir um ensino de Geometria que permita aos alunos superar as
dificuldades na aquisicdo dos conceitos geomeétricos e nas técnicas de prova e
demonstracdo. E observa como uma das solu¢des do problema do ensino-
aprendizagem da demonstracdo geométrica encontra-se na formacao dos

professores, tanto em nivel dos conteudos, como em nivel didatico.

PAVANELLO (1993,p.13) observa que a “Lei de Diretrizes de Bases
do Ensino de 1° e 2° Graus, a 5692/71, permite que cada professor monte seu
programa de acordo com as necessidades da clientela. Deste modo, a maioria
dos alunos do 1° Grau (atual Ensino Fundamental) deixa de aprender
geometria, pois 0s professores das quatro series iniciais limitam-se em geral a
trabalhar somente a aritmética e as no¢des de conjunto. O estudo passa a ser
feito — quando nédo eliminado (grifo nosso)- apenas no 2° grau, com O

agravante de que os alunos apresentam uma dificuldade ainda maior em lidar
com as figuras geomeétricas e sua representacao porque o desenho Geométrico

é substituido, nos dois graus do ensino, pela Educacgéo Artistica”.

Assim, conforme 0 mesmo autor (PAVANELLO,1993, p.15), é instituido
por outro lado, uma escola de 2° Grau (oficial), geralmente no periodo noturno,
com funcédo profissionalizante, ditadas pela formacdo de um novo modelo
econdbmico, as modificacbes introduzidas nas disciplinas que compdem seu
curriculum impedem que ele cumpra a antiga funcdo de preparacao para o
ensino superior. As escolas particulares de 2° Grau, interpretando a legislacéo
conforme sua conveniéncia, continuam oferecendo um ensino basicamente
preparatério para 0 ensino superior. Do ponto de vista da educacéo
matematica, € necessario acrescentar que o0 ensino da geometria continua
ocorrendo nas escolas particulares (como, também nas academias militares).

Trabalhada sob orientacGes diversas (...) os professores de matematica nao
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podem deixar de aborda-la, mesmo se sua formacao for de tal modo deficiente

gue os impeca de efetuar um trabalho de melhor qualidade.

O mesmo autor (PAVANELLO,1993, p.16) repudia o abandono do
ensino de geometria, pois pode ser caracterizado como uma decisédo
equivalente as medidas governamentais, em seus VAarios niveis, com relacao a
educacdo. Questionando as verdadeiras intengcdes e compromissos que elas
revelam em relacdo ao oferecimento de condicbes que impliquem em reais

oportunidades educacionais a todos 0os segmentos da populacao brasileira.

Levando em consideracdo as pesquisas e conclusbes de
PAVANELLO(1993), buscamos a nova “Lei de Diretrizes de Bases do Ensino
de 1° e 2° Graus”, a 9.394/96, em relacdo a lei anterior houve mudanca no
sentido que a profissionalizacdo deve ser obtida a posteriori da formacao geral,
de preferéncia fora da escola média, junto a escolas especializadas para esse
fim. E exatamente o oposto do que propunha a Lei n° 5.692/71(SOUZA &
SILVA ,p.63).

Focando o artigo 26 da Lei 9.394/96:

“Os curriculos do ensino fundamental e médio devem ter uma base
nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e
estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas
caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura e da clientela.

Escolar.”

Levando em consideracdo a Lei de 9.394/96, que oferece um
referencial curricular nacional, vamos levantar como a demonstracdo no

estudo da geometria é abordada nos Parametros Curriculares Nacionais.

2 - OS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS (PCN)-1998

Buscamos o0s aspectos centrais relacionados ao emprego da
demonstracdo salientados na proposta dos PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS/ MATEMATICA — 52 A 82 séries (1998).
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As orientacfes enfatizam atividades no quarto ciclo (72 e 82 série) que
favorecam o raciocinio dedutivo e a introdu¢édo da demonstragdo, apresentando

verificacbes empiricas.

“ (...) os problemas de geometria vdo fazer com que o aluno tenha seus

primeiros contatos com a necessidade e as exigéncias estabelecidas por um

raciocinio dedutivo (grifo nosso). Isso nao significa fazer um estudo

absolutamente formal e axiomatico da geometria.

Embora os conteddos geométricos propiciem um campo fértil para

a _exploracdo dos raciocinios dedutivos (grifo nosso), o desenvolvimento

dessa capacidade ndo deve restringir-se apenas a esses contetdos. A
busca da construcdo de argumentos plausiveis pelos alunos vem sendo
desenvolvida desde os ciclos anteriores em todos os blocos do contetdo.
Assim esse trabalho tera continuidade no 4° ciclo, uma vez que a
pratica da argumentacdo € fundamental para a compreensdao das
demonstra¢des. Mesmo que a argumentacdo e a demonstragdo empreguem
0s mesmos cognitivos légicos, ha exigéncias formais para uma
demonstracdo em matematica que podem ndo estar presentes numa

argumentacdo. O refinamento das argumentacBes produzidas ocorrem

gradativamente pela assimilacdo de principios da légica formal,

possibilitando as demonstracdes (grifo nosso).

Embora no quarto ciclo se inicie_um trabalho com algumas

demonstracdes, com 0 objetivo de mostrar sua forca e significado (grifo

nosso), € desejavel que ndo se abandonem as verificacdes empiricas, pois
estas permitem produzir conjecturas e ampliar o grau de compreensao dos

conceitos envolvidos (p. 86)".

Observamos a énfase dada aos registros de representacdo da figura e
as funcdes do desenho na prova, orientando que as principais funcdées do

desenho séo ajudar o aluno a: visualizar, resumir, a provar e fazer conjecturas.

“Quando os alunos tém de representar um objeto geométrico por

meio de um desenho, buscam uma relacdo entre a representacdo do objeto

e suas propriedades (grifo nosso) e organizam o conjunto do desenho de

uma maneira compativel com a imagem global que tém do objeto (p.125)".

“As atividades de geometria sdo muito propicias para que o
professor construa junto com seus alunos um caminho que a partir de

experiéncias _concretas leve-os a compreender a importancia e a
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necessidade da prova para legitimar as hipoteses levantadas (grifo
nosso)(p.126)”.

Para esclarecer um dos desvios frequentes quando se tenta articular a
“prova matematica” , ha uma proposta de trabalhar o teorema de Pitagoras,
utilizando o principio aditivo relativo ao conceito de areas de figuras planas,
usando um quebra-cabecas constituido de pecas planas que devem compor
por justaposicdo, de duas maneiras diferentes, um modelo concreto de um

guadrado. Posteriormente, 0 PCN enfatiza:

“Apesar da forca de convencimento para os alunos gue possam

ter_esses experimentos com_material concreto ou com a medicdo de um

desenho, eles ndo constituem provas matematicas (grifo nosso). Ainda que

essas experiéncias possam ser aceitas como "provas” no terceiro ciclo( 52 e
62 séries), € necessario, no quarto ciclo, que as observacdes do material
concreto sejam elementos desencadeadores de conjecturas e processos
gue levem as justificativas mais formais.

No caso do Teorema de Pitdgoras, essa justificativa podera ser
feita com base na congruéncia de figuras planas e no principio da

aditividade para éareas. Posteriormente, 0s alunos poderdo também

demonstrar_esse teorema _quando tiverem se apropriado do conceito de

semelhanca de tridngulos e estabelecido as relaces métricas dos

tridngulos retdnqulos (grifo nosso)( p.127)".

Para contrastar com o exemplo anterior, € apresentado outro exemplo
no qual as caracteristicas da prova formal estd distante da concretizacdo
utilizada. Nesse caso, a exemplificacdo num contexto pode apenas
desempenhar um papel de fontes de conjecturas a serem provadas

formalmente.
“A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo vale
180°, pode ser comprovado por meio da decomposicao e composicdo de

um modelo material de um triangulo. Porém a demonstracdo desse

resultado, acessivel a um aluno do quarto ciclo, recorre a _axiomas e

teoremas _envolvendo um par conveniente de retas paralelas gque, no

entanto, ndo tém correspondente na concretizacdo acima mencionada(grifo

nosso). Mesmo assim a concretizacdo € bastante Gtil para levantar
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conjecturas sobre esses resultados (p. 127)".

Destacamos 0s aspectos positivos apresentados pelo PCN, procurando
orientar a concretizagdo de um teorema com posterior demonstracao formal,
privilegiando as conjecturas e as rela¢gdes que as vinculam com o discurso
tedrico, bem como, no que diz respeito aos sistemas de representacdo plana

das figuras espaciais e as principais funcdes do desenho.

Por outro lado, podemos salientar que no decorrer da abordagem feita
pelo PCN, observamos a auséncia de topicos relevantes ao aprendizado da
técnica da demonstracdo, que se referem a: nocdo de teorema e seu estatuto
hipotese-teorema-conclusdo; nocao de definicdo e seu estatuto; organizacdo
das ferramentas utilizadas na demonstracdo; as mudancas dos registros de

representacao; organizacao da redagédo da demonstracao.

De acordo com o levantamento apresentado, constamos que o PCN
registra a importancia da demonstracdo em geometria no ensino fundamental,
por outro lado , ndo enfatiza a abordagem da técnica da demonstracdo como

objeto de estudo.

3- OS LIVROS DIDATICOS

Embora os livros analisados, no ensino da geometria, diferenciem-se
pela notacdo (formal ou ndo), a maioria apresenta um conteudo matematico
seguido de uma lista de exercicios. Em geral, os exercicios ndo pedem para
justificar, provar ou demonstrar problemas de geometria, encontramos

expressdes do tipo: efetue, calcule, compare e identifique.

Historicamente a geometria foi 0 primeiro ramo da matematica a se
organizar de modo ldgico. Ao se organizar, a geometria utilizou a técnica da
demonstracdo para deduzir as propriedades. Essa organizacdo lbgica

influencia a formacéo do curriculo da geometria.

Segundo VIANNA (1988), os anos 60 marcam o inicio da Matematica
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Moderna no Brasil, antes desse periodo o dedutivo era estabelecido nos livros.
Para os professores, os livros didaticos em sua maioria faziam todas as
demonstracdes, mas o0s alunos eram obrigados a decorar enunciados e

demonstrar teoremas sem, as vezes, entender o seu significado.

Apés o inicio da Matematica Moderna, observamos que o0s livros
conservaram as demonstragcdes mais tradicionais, como a demonstragdao do
teorema de Tales e a do teorema Pitagoras, mas na parte de exercicios
mudaram drasticamente. Diminuiram ou mesmo aboliram os exercicios de

carater l6gico ou demonstrativo.

Pesquisamos o ensino e a utilizagcdo da demonstragdo em geometria em
dez livros didaticos atuais, da 72 série do Ensino Fundamental (ver Bibliografia),
série em que se inicia o processo de compreensdo e elaboracdo de
demonstragdes. Dentre esses dez livros, observamos que 8 deles:

. nao apresentam o estatuto de definicdo e de teorema;

. ndo tratam da demonstracdo e ndo apresentam exercicios que exijam
provas ou demonstracoes;

. nem mesmo, fornecem 0s primeiros passos para o aprendizado da

demonstracao.

Apenas dois livros, do grupo acima, suprem parcialmente as
necessidades para o aprendizado da técnica da demonstracéao.
Livro 1: DI PIERRO NETTO, Scipione. Matematica conceitos e historias. 72
série. Sao Paulo, Editora Scipione, 1991.
Livro2: BIANCHINI, Edwaldo. Matematica. 72 série, S&o Paulo, Editora
Moderna, 1996.

Porém, esses livros nao tratam dos seguintes passos: distincdo entre
definicdo e teorema, distingdo entre desenho e figura geométrica, inter-relacéo
dos registros de representacao, organizacdo de um esquema de demonstracéo

e das ferramentas para completé-lo e finalmente a redagédo da demonstracao .



Pela abordagem nos livros pesquisados, constata-se que a
demonstracdo é pouco utilizada na apresentacdo dos resultados (ha maioria
deles), e os exercicios apresentam-se desvinculados da exigéncia da técnica

demonstrativa.

A metodologia indicada pela proposta curricular e pelos livros didaticos
pesquisados fornece poucas orientagcbes aos professores e alunos no

desenvolvimento do ensino-aprendizado das provas e demonstracdes.

Se 0 ensinamento matematico deve contribuir, em grande parte, para a
formacdo intelectual do aluno, colaborar com o desenvolvimento do
pensamento dedutivo desse aluno e o incitar a um rigor logico, capacita-o na
construgdo de um encadeamento de deducdes e na analise de uma falha

eventual no raciocinio; desenvolvendo, assim seu espirito critico.

E necessério se fazer sentir a diferenca entre a certeza resultante do
meétodo dedutivo e a do método experimental. Essa diferenca torna necessaria
a demonstracdo como sistema de validacdo. Com efeito, essa pratica é

associada a um contrato didatico.

SANGIACOMO (1996) considera que no ensino de Geometria, na 52 e
62, os alunos devem reconhecer figuras e configuracbes, saber usar
instrumentos de desenho. As figuras sdo consideradas como objetos
geométricos concretos nos quais se pode agir diretamente, elas séo
significados dos termos utilizados para designa-los. Na 72 e 82 séries, os alunos
deverdo dar outro estatuto para as figuras, de representacdes dos objetos de
idéias abstratas. As figuras desenhadas tomam estatuto de significando.
Temos, assim uma ruptura do contrato didatico, conseqientemente, muitos

alunos tém dificuldades em adaptar-se a essa ruptura de contrato.

4- AS CONCEPCOES DOS ALUNOS

Nossa intencdo é levantar as decisbes de alunos na resolucdo de

problemas de geometria, bem como as justificativas de suas decisdes. As
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informacdes recolhidas nos ajudardo a definir a problematica e a construir

nossa sequéncia didatica.

Objetivos dos problemas:

1. Verificar as competéncias dos alunos na exploragcéo da figura, ao resolver
problemas de geometria.

2. Observar as decisdes corretas e erradas dos alunos e as concepcdes
envolvidas.

3. Analisar as estratégias do aluno, na decomposi¢do ordenada do problema
em subproblemas que determinem a justificativa da afirmacéao.

4. Revelar como os alunos aplicam os conceitos adquiridos, numa situacéo
problema.

5. Verificar as competéncias dos alunos em resolver problemas usando
propriedades geométricas, por meio de: defini¢cdes, propriedades e teoremas e
nao somente de modo empirico.

6. Verificar se o aluno reconhece o estatuto da articulacdo: hipotese-teorema-
concluséo.

7. Analisar a mobilizacdo dos conceitos: retangulo (diagonal do retéangulo, area
do retangulo), triangulo (condicdo de existéncia do triangulo, area do triangulo,
congruéncia de triangulos, teorema de Pitdgoras, teorema da soma dos
angulos internos do triangulo) trapézio, teorema de duas retas paralelas

interceptadas por uma transversal, ponto médio de um segmento.

4.1- DADOS SOBRE A AMOSTRA

Os problemas propostos subsidiam a analise dos comportamentos de
169 alunos do Ensino Fundamental, de duas escolas, uma da rede publica e
outra da rede particular de ensino, da cidade de Mogi das Cruzes, do estado de

Sao Paulo.

A amostra da rede publica de ensino foi obtida a partir de testes
aplicados a 80 alunos (adolescentes de 13-18) da 82 série do periodo noturno.
N&o eram meus alunos. Fizemos um pedido formal a secretaria da escola para

a aplicacdo do teste, explicando que se tratava de uma pesquisa para
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levantamentos de dados para um projeto de pesquisa do Programa de Estudos
PoOs-Graduados em Educacdo Matematica, da PUC-SP. ApoOs permissédo da
escola, aplicamos o teste aos alunos, nas suas respectivas salas. Os alunos

resolveram individualmente o teste, utilizando uma hora-aula (50 minutos).

Segundo o professor de Matematica dessas classes, a énfase maior do
programa de Matematica era para a algebra, mas eles tinham estudado
geometria plana de acordo com o programa da escola. Os alunos néo
possuiam livro didatico de Matematica e o professor nao tinha dados

informativos sobre o conteddo ministrado nas séries anteriores.

A amostra colhida na rede particular de ensino foi composta por testes
aplicados a 89 alunos (13 a 16 anos) da 82 série (essa escola sO funciona no
periodo diurno). Os alunos realizaram o0 teste em uma hora-aula,
individualmente, nas suas respectivas salas, utilizando uma aula de 40 minutos
(nessa escola a hora-aula € de 40 minutos) para a realizacdo do teste. Os
alunos usavam livro didatico de Matematica e, segundo o professor de
Matematica, eles estudaram geometria plana da 5% a 82 séries e tinham
também aulas de desenho geométrico.

4.2 — PROBLEMAS PROPOSTOS E ANALISE DOS RESULTADOS

Apresentamos, nesse teste, 7 problemas de geometria, referente a
assuntos da 72 e 82 série. Com a finalidade de investigar as concepc¢oes dos
alunos no que diz respeito aos conceitos e habilidades geométricas. Outra
questao a ser investigada € a comparacéao entre as concepc¢des dos alunos do

colégio particular e estadual.

A pesquisa se apoiou nas seguintes questoes:
1. Quais as concepcdes dos alunos sobre os conteidos mobilizados? Como o
aluno justifica/prova suas decisdes?
2. Quais as dificuldades dos alunos em reconhecer as aplicagbes dos teoremas
e as regras de deducgao que eles determinam?

3. Qual a influéncia da figura, na identificacdo das hipdteses para a resolucéo
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do problema?

Cada problema foi analisado através de duas etapas:

1. Analise a priori;

2. Andlise dos comportamentos.

N&o consideramos as justificativas, no levantamento das respostas, pois
menos de 10% dos alunos tentaram justificar, e nenhum justificou

corretamente.

PROBLEMA 1:

Este problema envolve os conceitos de retangulo, diagonal,
congruéncia de triangulos e area. Apoiando-se nas questdes:
1. Quais as dificuldades do aluno em decompor a figura em subfiguras e
recompod-las, no processo de tomada de decisdo? Abandona hipdteses? Insere
hipoteses suplementares?
2. O aluno usa propriedades geométricas: postulados, definicbes e/ou
teoremas para justificar sua decisao?
3. O aluno tem necessidade das medidas para comparar as areas? Ha forca do

empirico sobre o racional dedutivo?

Apresentou-se 0 seguinte enunciado:

“Preencha com V a afirmacao verdadeira e justifique:

Dada a figura com os retangulos grifados A e B.

Alternativas: A

1- ( )areaA>areaB

2- ( )areaA<areaB B

3-( )areaA=areaB
4- () Ndo foram dadas as medidas, portanto ndo é possivel calcular as areas e compara-
las.

Justificativa:
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ANALISE A PRIORI

1. O aluno deve chegar a solucdo correta com a terceira alternativa,
isto €, "area A =area B”, usando a seguinte justificativa: sabendo que a
diagonal do retangulo determina dois triangulos congruentes, assim,
observando-se a figura, temos: “area 1=area 2", “area 3 = area 4” e a

area do triangulo CDE é igual a area do triangulo EFC.

Portanto area A = area B. c D

2. O aluno errara o exercicio se decidir pela segunda alternativa, isto €, “area
de A < area B” ou “area A< area B”. Pode ter usado a estratégia: decompde
em subfiguras a figura dada, ndo levando em conta a figura global em que
elas estdo inseridas. Deve ser influenciado pela visualizacdo, sendo o
provavel determinante para a decisdo o comprimento do retangulo B que
€ maior que o do retangulo A, ou a altura de A maior que a de B, entdo,
conclui-se que “area A> area B” ou “area A < area B". Nesse caso,
presumi-se que area do retangulo seja calculada como o produto da base

vezes altura, em vez de se aplicar a técnica do quadriculado.

3. E esperado que o aluno chegue ao erro com a quarta alternativa: “néo
foram dadas as medidas”, portanto ndo € possivel mensurar as areas e
compara-las. A dificuldade em usar os conceitos e propriedades
geométricas para justificar sua tomada de decisdo, determina a

necessidade das medidas.
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ANALISE DOS RESULTADOS

O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 1.

60% . |

50% Brem: | Respostas: Col. Particular Respostas : Col. Pdblico

20% memz | 1t€M (1) =9 aunos—10% | Item (1)- 16 alunos—20%
Item (2) — 8 alunos- 9% Item (2) —20 alunos- 25%

30% @ems | |tem (3)- 47 Alunos—53% | Item (3) — 20 alunos —25%

20% arema | 1t€M (4) — 25 alunos-28% | Item (4)- 21 alunos—26%

10% WNZo fez

0%
C.Particular C.Estadual

Apesar dos problemas destacados acima, observamos conforme o
histograma acima que 53 % dos alunos do colégio da rede particular indicaram

corretamente que as areas eram iguais nesse item .

Quanto aos alunos do colégio da rede publica, basicamente cada Y
dos alunos decidiu-se por um item diferente. Observamos a dificuldade deles
em verificar as propriedades matematicas nas subfiguras para compara-las.

Trés alunos (da rede publica) ndo fizeram o exercicio.

O item 3 foi o de maior distingdo nas respostas. Baseando-se nos
estudos do professor DUVAL (cf. Fundamentacdo tedrica) conclui-se que
provavelmente houve dificuldades em fracionar a figura, aplicar propriedades e
reagrupa-la. Presume-se que o aluno tenha utilizado o fracionamento e tomado
decisfes locais com o uso somente de operacdes visiveis, decisbes apoiadas
pela apreensdo perceptiva. Ndo ha a interpretacdo das hipéteses para

determinar a conclusao.

Ao verificar as competéncias dos alunos na exploracdo da figura,
observamos que diferentes barreiras dificultam a visibilidade, sendo assim, a

apreensao operatéria exigida no exercicio fica comprometida:

1- A necessidade do fracionamento da figura, para a observacao de triangulos

congruentes e seu reagrupamento pertinente ao enunciado do problema.
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Presume-se que houve dificuldades em compreender que a mesma area

pode estar a0 mesmo tempo em dois agrupamentos com formas diferentes,

as quais devem ser comparadas.

2- E bem provavel que, para o aluno, a passagem do Desenho para a Figura

Geomeétrica, tenha sido dificil. Apds a apreensdo perceptiva deve ter

ocorrido a apreensdo operatdria com o0 uso de operagcles Vvisiveis,

determinada por um processo discursivo natural, consequentemente, deve

ter ocorrido a necessidade de medir para resolver o problema.

3- Segundo DUVAL, existe uma sinergia entre visualizacdo e raciocinio. O

calculo da area pela féormula leva a um comportamento ingénuo,

induzindo-se provavelmente as operac¢fes mais visiveis: o retangulo que

tem maior comprimento tem maior area; o retangulo que tem maior altura

tem maior area. O que nao é pertinente na resolucéo do problema.

Quanto as justificativas, a grande maioria copiou o item que considerou

correto. Algumas justificativas dadas por alunos da escola particular:

Olhando a figura ela me faz perceber que ela é maior (respondeu:

area A > area B).

Nés ndo podemos comparar as areas sem saber quais sdo as suas
medidas.

Sem as medidas ndo se acha o valor da area.

N&o é possivel calcular a area sem medidas s6 se for no chute.

As areas sao iguais, pois se as figuras em branco se equivalem, entéo,
area A = area B (esse aluno riscou as partes em branco da figura).
Repare que na figura os pedacos em branco sdo iguais nas duas
metades do retangulo. (respondeu: area A = area B).

Da para saber pela diagonal que as areas brancas séo iguais. Se elas
sdo iguais as areas preenchidas também sao iguais (respondeu:

area A = area B).

No retangulo foi tragcado uma diagonal, entdo, a area de um tridngulo
sera igual a do outro(respondeu: area A = area B).

A figura toda € um retangulo e estd sendo cortado por uma

diagonal(respondeu: area A = area B).
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Algumas justificativas dadas pelos alunos da escola publica:

« Com as medidas, eu obtenho certeza, sem as medidas, a meu ver, o
item correto é este (respondeu: Nao foram dadas as medidas e
compara-las).

e Acho que nao d& para medir sem uma régua.

* Nao dé& para saber se séo iguais porque ndo foram dadas as medidas.

Observamos que os estudantes em geral mostram a necessidade de
medir, essa decisdo caracteriza o efeito do contrato didatico, pois os alunos
sdo acostumados a resolver problemas que envolvem calculos a partir de

medidas dadas.

PROBLEMA 2

Este problema envolve conceitos de trapézio, tridangulo, e area do
triangulo. O objetivo € procurar respostas as seguintes questdes:

1- Quais as dificuldades do aluno em decompor a figura em subfiguras e
recompob-las, no processo de tomada de decisdo? Abandona hip6teses?
Insere hipdteses suplementares?

2- Usa propriedades geométricas para justificar sua decisao?

3- As subfiguras, tendo partes superpostas, podem dificultar a tomada de
decisao?

4- O aluno usa o conceito de trapézio na tomada de decisao?

5- O aluno tem necessidade das medidas para comparar as areas dos

triangulos?

E apresentado o seguinte enunciado:
“Preencha com V a afirmacéo Verdadeira e justifique:
Seja o trapézio ABCD. Sendo area 1= area do triangulo ABg e area 2= area dé) triangulo BCD.
Pode-se afirmar que:
() areal> éarea?2
( Yareal< éarea?

() areal= éarea? D A

( ) Nao foram dadas as medidas, portanto ndo é possivel calcular as areas e compara-las.”

Justificativa:
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ANALISE A PRIORI

1. O aluno deve acertar o exercicio com a terceira alternativa, isto &,

“areal=area2”, usando a seguinte justificativa: O trapézio tem bases
paralelas, logo, as alturas dos dois triangulos sao iguais e pela figura
possuem a mesma base. Portanto, esses triangulos possuem areas
iguais.

O aluno pode chegar ao erro com a primeira ou segunda alternativa,
isto é, “area 1 > area 2" ou “area 1< area 2", sendo influenciado pela
visualizacdo, pois as subfiguras ndo seguem a lei do fecho (v.
Fundamentacdo Teorica). Essa visualizacdo provavelmente induz a néao
utilizacéo de definicdo de trapézio (quadrildtero com dois lados paralelos),
gue é a determinante das alturas iguais dos triangulos. Isto é, deve
abandonar hipoteses fornecidas pela figura, os dois triangulos tem alturas
iguais. Provavel justificativa: “O triangulo ABC tem maior area, pois é mais
largo que o triangulo BCD” ou “O triangulo BCD, possui maior &rea pois 0s

seus lados sdo mais compridos que os do triangulo ABC.”

3. E esperado que o aluno se engane e decida pela quarta alternativa. “N&o
foram dadas as medidas portanto ndo € possivel calcular as areas e
comparéa-las”. Talvez, a escolha dessa alternativa deva-se a dificuldade do
aluno em realizar a passagem de desenho para figura geométrica,

necessitando de medidas para resolver o problema.

ANALISE DOS RESULTADOS
O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 2.

50%
40%
30%
20%
10%

0%

C.Particular

C.Estadual
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Hitem?2

Oitem3

Oitem4

W N3o fez

Respostas C. Particular
Item (1)- 13 alunos — 15%
Item (2) — 23 alunos — 26%
Item (3) — 12 alunos— 13%
Item (4)- 38 alunos — 43%
Né&o fez- 3 alunos- 3%

Respostas C. Publico

Item (1) — 11 alunos— 13%
Item (2) — 20 alunos — 25%
Item (3) — 14 alunos— 17%
Item (4)- 21 alunos— 26%
Né&o fez — 14 alunos — 17%
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O item com maior distingdo nas respostas foi o de numero 4. E

provavel que os alunos do colégio particular (38%) tenham tomado a deciséo

somente com a apreensdo perceptiva, assim sendo, pode ter ocorrido um

abandono da interpretacdo discursiva de todos os elementos da figura

comandadas pelas hipéteses.

A abstinéncia de resposta por 17% dos alunos do colégio estadual,

determinam um provavel desconhecimento dos conceitos envolvidos no

enunciado do exercicio.

Analisando o desempenho dos alunos, quanto a exploracdo da figura,

observamos os provaveis fatores que impedem a visualizacéo, dificultando a

apreensao operatoéria pertinente ao exercicio:

1-

Uma imediata apreensao perceptiva da figura com partes superpostas
provoca certa resisténcia a apreensao discursiva dos elementos da figura
geomeétrica. Pois as subfiguras ndo seguem a “lei do fecho”, isto €&, elas tém
um contorno fechado separando uma da outra. As partes superpostas dos
dois tridangulos é um fator que diminui a visibilidade da operacdo de
reconfiguracdo intermediaria, gerando uma resisténcia e ocultacdo da

apreensao operatoria.

2- A visualizac&o na articulacdo do raciocinio na resolucdo do problema, pode

levar a informacdes locais e ndo globais, pois a apreensdo operatoria €
realizada de acordo com as operac¢des mais visiveis, pertinentes a um
processo discursivo natural. O aluno é orientado na decisdo, pela
modificacdo configural Gtica, isto €, ele julga como o triangulo de maior
area o triangulo BCD ou o triangulo ABC de acordo com o lado, concluindo

como corretos os itens (1) ou (2).

A passagem do Desenho para a Figura Geométrica € um fator
determinado pelo processo discursivo tedrico. Porém, o aluno parece
utilizar somente o processo discursivo natural, assim, necessita medir para

resolver o problema e é provavel que decida pelo o Item (4).



4- Embora esse exercicio trabalhe com comparacdes de areas das partes
de uma figura dada, como no exercicio 1. O desempenho no exercicio 1
foi melhor que no exercicio 2. Provavelmente devido a sobreposicédo das
figuras (influéncia da “lei do fecho”). Uma pequena porcentagem dos
alunos teve sucesso neste exercicio: no colégio particular (13%) e no

colégio publico (17%).

5- Constatou-se que dois alunos riscaram o interior dos triangulos, no

processo de tomada de decisao.

Algumas justificativas dadas pelos alunos do colégio particular:

« N&o podemos comparar as areas sem saber quais sdo as suas
medidas.
e Eu medi os lados, fiz as contas e conclui: area 1 < area 2 (O aluno

mediu a figura e fez alguns calculos).

* O angulo do triangulo ABC é maior que o angulo do triangulo CDB

(decidiu por area 1> area 2).

Algumas justificativas dadas pelos alunos do colégio estadual:

* Na&o foram dadas as medidas, por isso ndo posso calcular e obter a
resposta certa.

* N&o h& medidas?

e Se nao souber as medidas, ndo da para saber a area.

* Nunca vi isto antes.

e Seolharmos bem é logico que a area 2 é maior que a area 1.

* Medi os lados e fiz as contas e conclui: area 1 < area 2 (esse aluno

mediu a figura e fez alguns calculos).

Observamos o efeito do contrato didatico: o aluno necessita das
medidas para efetuar os célculos e tomar as decisdes, devido aos tipos de
problemas que provavelmente estdo acostumados a fazer. A influéncia dos
obstaculos epistemologicos: nem sempre a figura facilita “ver” sobre a figura as
propriedades as quais correspondem a solucdo procurada. Outro aspecto
importante a ser observado é o obstaculo didatico: os livros didaticos, em geral
nao propdem questdes do tipo justifique, prove, demonstre.
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PROBLEMA 3

Este problema envolve o conceito de retangulo e tem por objetivo obter
elementos de informacéo para as seguintes indagacodes.
1- O aluno considera o quadrado como um retangulo?
2- Quais as dificuldades do aluno em decompor a figura em subfiguras e
recompb-las, na tomada de decisdo? Abandona hipGteses? Insere
hipoteses suplementares?

E proposto ao aluno que conte todos os retangulos que s&o subfiguras

da figura dada.

E apresentado o seguinte enunciado:

“Quantos retangulos tem essa figura? - - 4
()9 1 1 []
()4

5
¢) 1 1 [

()2
Justificativa ( sugestéo: desenhe os retdngulos que vocé encontrou)

E oferecido ao aluno um quadriculado para a representacdo dos retangulos obtidos”

ANALISE A PRIORI

1. E esperado que o aluno chegue ao sucesso com 1?2 alternativa, a partir da

justificativa:
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2. O aluno deve chegar ao fracasso com a 22 alternativa, e nesse caso 0

aluno deve decompor a figura, através de um ladrilhamento abandonando o

contorno.

3. Existe a possibilidade do aluno chegar ao fracasso com a 32 alternativa,
nesse caso o aluno decompde a figura e observa somente o contorno. Ou

entdo, deve desconsiderar os quadrados na contagem, observando faixas.

Justificativa 1

Justificativa 2

4. Talvez o aluno chegue ao fracasso com a quarta alternativa. Neste caso o
aluno deve desconsiderar os retangulos com os lados de mesmo comprimento
e a composicao de retangulos formadores de novos retangulos. Desagrupa a
figura para analisa-la e ndo a reagrupa, deve justificar do seguinte modo:

Justificativa
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ANALISE DOS RESULTADOS
O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 3.

0% Oltem1
60% Bitem?2 _ o
50% Oltem3 Respostas: Col. Particular Respostas: Col. Publico
Oltema [tem (1)- 17 aunos- 19% Item (1)- O alunos— 0%
40%
B Nio fez Item (2)- 24 alunos — 27% Item (2) — 15 alunos— 18%
30%1] Item (3) —36 alunos—40% | Item (3)- 3 alunos— 3%
20%1 Item (4) — 3 alunos — 3% Item (4) — 55 alunos — 68%
10%4 9 alunos- N&o concordaram Né&o fez- 7 alunos— 8%
0% com as respostas dadas

C.Particular C.Estadual

A maior distingdo percentual na decisao foi nos itens 3 e 4. Analisando
o item 3, temos que os alunos do colégio particular devem ter ladrilhado a
figura com retangulos, utilizaram somente a apreensao perceptiva, nao
realizando as modificacdes “mereoldgicas” necessarias para o uso de todas as

hipoteses.

Analisando o item 4, temos que o0s alunos do Colégio Estadual,
provavelmente desconhece o conceito de retangulo, pois para eles o retangulo
deve ter um lado visualmente de comprimento distinto do outro lado, por isso
abandona hipoéteses. E nao realiza a apreensao operatéria para compor novos

retangulos com aqueles que eles observaram.

A resolugéo desse problema depende das concepgdes dos objetos e
da sua analise feita na figura. H4 uma congruéncia entre o enunciado e a figura
privilegiando a apreensado perceptiva em detrimento da apreensdo operatoria
que é uma operacédo central sobre as modifica¢des possiveis da figura.

A analise das decisdes dos alunos nos permitiu identificar os seguintes fatos:

1- O aluno deve ter considerado os retangulos como elementos de um
ladrilhamento. Neste caso, ele contou as subfiguras, abandonando o
contorno, determinando 4 retangulos ou 2 retangulos (esta decisao indicou
a probabilidade de os alunos s6é terem a concepcdo de retangulo com a

base visualmente maior que a altura).



58

2- A formulacédo do problema reforgca uma imediata apreensao perceptiva da
figura (e abandono da apreensdo discursiva) considerando um grande
retangulo dividido em retangulos menores, neste caso, 0 aluno conta 5

retangulos.

3- Nove alunos do colégio particular discordaram de todos os itens propostos
respondendo que esta figura tem 7 retangulos, neste caso ocorre a

concepcao de retangulo com base visualmente maior que a largura.

Constatou-se que somente 19% dos alunos do colégio particular
acertaram o exercicio. Provavelmente, a visualiza¢cdo néo ajudou o raciocinio
do aluno, que usou o processo discursivo natural e ndo o discursivo teorico.
Observou-se a resisténcia do aluno em nao fazer a figura (22 alunos do
colégio publico e 13 alunos do colégio particular), eles riscaram sobre a figura

dada, fizeram contornos ou enumeraram os retangulos.

PROBLEMA 4

Este problema envolve o conceito de triangulo, angulo e soma dos
angulos internos de um triangulo. Buscamos responder as seguintes
guestoes:

1- O aluno conhece a propriedade da soma dos angulos internos de um
triangulo?

2- O aluno insere hipoteses suplementares no teorema da soma dos angulos
internos?

3-0 aluno justifica usando propriedades geométricas, através de uma prova a

solucéo desse problema?

E apresentado o seguinte enunciado:
Preencha com V se verdadeira a afirmacéo e justifique:
“A soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer:
() varia conforme o valor das medidas dos seus lados e consequentemente de seus
angulos. Portanto, a soma dos angulos internos de um tridngulo varia de acordo com a figura.
() vale 90° e é constante para o triangulo retangulo.
() vale 180° e é constante.

() vale 360° e é constante.”
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ANALISE A PRIORI

1. E esperado que o aluno chegue ao sucesso com a terceira alternativa: “ A
soma dos angulos internos do triangulo qualquer é constante e vale 180°.
Possivelmente, o aluno para justificar sua resposta utiliza o teorema que
enuncia; “A soma dos angulos internos do triangulo vale 180°". E realize a
seguinte demonstracdo: Seja o triAngulo ABC, por um dos veértices

tracamos uma reta paralela a um dos lados, como na figura,

CE//AB, entdo os segmentos CE a AB determinam no segmento AF
angulos congruentes aos angulos internos do triangulo, com veértice em C,

formando um angulo raso em C. Portanto, a soma dos angulos é 180°.

2. O aluno podera errar com a 12 alternativa, nesse caso 0 aluno parece
desconhecer a propriedade da soma dos angulos internos de um
triangulo. Constatamos a necessidade da demonstracdo desse teorema
para que o aluno veja a independéncia da soma dos angulos internos em

relagdo a medida dos lados.

3. O aluno deve chegar ao fracasso com a segunda resposta: “A soma vale
90° e é constante para o triangulo retangulo. Assim, € provavel que o
aluno ao fazer uma leitura incorreta do exercicio, abandone o conceito da
soma dos angulos internos e tome a decisdo influenciado pelo triangulo

retangulo que possui um angulo de 90°.

4. O aluno pode chegar ao fracasso com a quarta resposta: “A soma vale
360° e é constante”. Neste caso, 0 aluno desconhece o teorema da soma

dos angulos internos do triangulo.
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ANALISE DOS RESULTADOS

O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 4.

80%-

60%

40%

20%1

GnU

Hlitem1 Respostas: Col. Particular Respostas: Col. Publico

Witem2 Item (1) — 16 alunos—20% || Item (1)- 30 alunos — 37%

Oltem3 Item (2) — 4 alunos — 4% Item (2)- 16 alunos— 20%

Oltem4 Item (3) — 64 alunos—72% || Item (3)- 10 alunos— 12%

B No fer Item (4)- 5 alunos — 5% Item (4)- 7 alunos — 8%
Né&o fez — 17 alunos —
21%

C.Particular C.Estadual

Comportamentos observados:

Exigia-se uma justificativa para o item escolhido, observou-se dentre os

64 alunos do colégio particular que acertaram o exercicio, 6 alunos justificaram

o exercicio , da seguinte forma: “Se o quadrilatero tem soma dos angulos

internos 360° e este sendo formado por dois triangulos, entdo, a soma dos

angulos internos do triangulo € 180°.”

Justificativas dadas por alunos do colégio estadual:

Um triangulo tem soma de seus angulos internos 180 graus porque tem
a metade de um quadrado que tem 360 graus.

Cada tridngulo tem seus éangulos, eles variam em cada tridngulo (o
aluno respondeu que a soma varia de acordo com a figura).

O triangulo pode ser assim (o aluno apresenta o desenho de varios
tridngulos e decide pelo item que propde que a soma varia com o lado).
A soma vale 180 graus pois é assim que acontece com o esquadro.
N&do podemos dar uma resposta porque ndo sabemos os angulos

internos do tridngulo.

Justificativas dadas por alunos do colégio particular:

A soma vale 180 graus porque cada angulo interno do tridngulo mede
60 graus.

A soma dos angulos internos de um quadrilatero é igual a 360 graus,
assim, a soma dos angulos internos do tridngulo vale 180 graus, pois é

a metade.
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e Sendo um tridngulo qualquer, seus angulos variam com o valor das
medidas dos seus lados. Portanto, a soma varia de acordo com a figura.

» As regras de matematica afirmam que a soma dos angulos internos de
um tridngulo é 180 graus.

e Porque, se a soma fosse maior que 180 graus, ndo formaria um
triangulo.

» Depende dos angulos internos de um triangulo, que pode ser isdsceles,
equilatero, retangulo etc.

» Vale 180 graus, pois cada angulo interno vale 60 graus, e como ha trés
angulos no triangulo, multiplica-se.

e Se colocarmos em linha reta ao angulos obteremos 180 graus como a
soma deles.

Observou-se na proposta curricular e nos livros didaticos da 72
série(pesquisados) apresentacdo do teorema da soma dos angulos internos de
um triangulo com justificativas experimentais e respectivas provas. Esse
teorema é usado com freqiéncia em muitos exercicios nos livros didaticos.
Assim era esperado o sucesso de todos os alunos. Porém, constatamos a
influencia dos obstaculos epistemoldgicos: em algumas justificativas o aluno
relaciona um tridngulo qualquer com um triangulo equilatero, isto €, usa,
figuras particulares na tomada de decisdo e dos obstaculos didaticos: a
auséncia da demonstracdo no ensino determina a falta de validacdo dos
resultados( constatamos com a resposta: a soma dos angulos internos varia

com o valor dos lados).

Nenhum aluno conseguiu justificar com sucesso, de forma completa
este exercicio. Essa dificuldade nos leva a olhar atentamente o ensino atual da
geometria, as exigéncias e prioridades devem ser refeitas com modificagdes
profundas que tenham como meta facilitar o acesso ao raciocinio dedutivo do
aluno. Levando o aluno a argumentar, provar, validar e demonstrar nos

exercicios.

Nenhum aluno fez a figura do triangulo. Observou-se que 37% dos
alunos do colégio particular utilizou o processo discursivo natural, isto é,
considerou que alterando o comprimento dos lados esta alterando a soma dos

angulos.
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Quanto as questdes propostas, observamos que o aluno do colégio
particular demonstrou conhecer a propriedade dos angulos internos do
triangulo, mas néo sabe justificar a sua decisdo. O aluno do colégio estadual
demonstra desconhecimento do teorema da soma dos angulos internos de um
tridngulo, optando por respostas aleatérias( alguns alunos somaram dois lados
para determinar o terceiro desconhecido) ou deixando de fazer o exercicio.
Outro aspecto importante € o uso de hipéteses suplementares (observamos a
resposta “a soma vale 180 graus pois cada angulo vale 60 graus , sendo que

nao foi dado que os angulos valem 60 graus).

PROBLEMA 5

Este problema envolve a nocdo de segmento de reta e o
conceito de ponto médio de um segmento de reta. Investiga-se:
1- O aluno utiliza adequadamente o conceito de segmento de reta e a
definicdo de ponto médio de um de segmento de reta?
2- A necessidade de medida influencia na decisao do aluno?

3- Avisualizacdo influencia a decisdo do aluno?

E proposto ao aluno o seguinte exercicio.
Sendo AM = MB segmentos de mesma medida, de acordo com a figura. Podemos

concluir que: M

A

() M é ponto médio do segmento AB.
() M né&o é ponto médio do segmento AB.

() Né&o foram dadas os valores das medidas dos segmentos AM e BM, portanto, nada
podemos afirmar.

Justificativa:
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ANALISE A PRIORI

1. O aluno chegara a solucéo correta com a 22 alternativa. “ M ndo é ponto
médio do segmento AB”, com a justificativa: os pontos A, M e B néo

estdo alinhados, apesar de satisfazer a condicdo de AM e BM terem

medidas iguais.

2. O aluno deve errar com a 12 alternativa. “ M € ponto médio do segmento
AB”. E possivel que o aluno ndo aplique a definicdo de ponto médio do

segmento de reta, desconsidere o fato de AB ser um segmento de reta e seja

influenciado pela visualizagao.

3. Presume-se que o aluno erre com a 3 2 alternativa. “ Nao foram dados os
valores das medidas dos segmentos AM e BM, portanto nada podemos

afirmar”. O aluno tem necessidade de medir na tomada de decisao,

consequéncia do tipo de exercicios dos livros didaticos.

ANALISE DOS RESULTADOS
O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 5.

80%
70% Olitem1
60% Respostas: Col. Particular Respostas: Col. Piblico
50% M item2 Item (1) — 71 alunos- 80% | Item (1) — 35 alunos—43%
40% O tems3 Item (2)- 10 dlunos—11% | Item (2) — 7 alunos— 8%
30% Item (3)- 8 alunos— 9% Item (3) — 18 alunos — 22%
20% ON&o fez N&o fez — 20 alunos —25%
10%

0%

C.Particular C.Estadual

Entre os alunos do grupo do colégio estadual 25% nao fizeram o
exercicio. Provavelmente, a definicAho de ponto médio ndo seja do

conhecimento desses alunos.

A resolucdo depende das concepcgdes dos objetos envolvidos, da analise
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feita na figura e de como a visualizag&o articula o raciocinio. Provavelmente:

1 - A apreensdo perceptiva da figura tem funcbes inibidoras sobre a
compreensao do problema dado, neutralizando a apreensao discursiva.

2 - O aluno néo levou em consideracdo a definicdo de ponto médio de um
segmento de reta, desconsiderando que A, M, B devem ser alinhados, além
de AM=MB.

Algumas justificativas dadas pelos alunos do colégio estadual e o item

escolhido:

e Porque ndo temos valores das medidas. (item 3)
e Porque M é inicio de AM e BM. (item 1)
* Sim, porque M esta no centro de A e B.(item 1)

» Se forem medidas daréo certo. (item 1)
e M ndo é ponto médio do segmento AB. E um ponto de partida para

AM e BM . (item 2)

Algumas justificativas dadas pelos alunos do colégio particular e o item
escolhido:

+ O ponto médio do segmento s6 pode existir em um sO segmento.
(item2)
« N&ao podemos afirmar nada, pois ndo sabemos as medidas. (item3)

* M é ponto médio, pois fica no meio do segmento. (item1)

e O ponto M esta na metade do segmento AB. (item 1)

Observa-se pelo grafico que os alunos das duas escolas néo utilizam
adequadamente o conceito de segmento de reta e a definicdo de ponto médio
de um segmento de reta. Pelas justificativas de alguns alunos constatamos a
necessidade de medida para a tomada de decisdo (“ndo podemos afirmar
nada, pois ndo sabemos as medidas”). Outro aspecto importante é a provavel
influencia da visualizacao ( “M é ponto médio pois esta no centro de A e B”).
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PROBLEMA 6

Este problema envolve o teorema de existéncia do triangulo, e tem por
meta obter informagdes com as seguintes questdes.
1- O aluno sabe o teorema da existéncia do triangulo?
2- A deciséo do aluno sofre influéncia da figura? Ele insere hipéteses

suplementares para poder usar o teorema de Pitdgoras?

Destacamos que a figura nada garante que o triangulo fosse retangulo.
Segundo DUVAL, a apreensao perceptiva deve ser subordinada a apreenséo
discursiva: “superando-se a resisténcia a ndo demonstrar, supera-se o0
obstaculo especifico de uma figura geométrica”. Um dos objetivos desse
exercicio é também a procura de informacdes sobre a capacidade do aluno a
reconhecer: 0s dados pertinentes do problema e as regras que presidem a

resolucdo de um problema de geometria.

E proposto ao aluno, o seguinte problema:

“Calcule os valores possiveis de x na figura, dados os comprimentos na mesma unidade de

medida.”

ANALISE A PRIORI

1. A solucéo possivel para o exercicio sera alcancada, observando os critérios
de existéncia do triangulo, “A soma de dois lados deve ser sempre maior que 0
terceiro lado”, descartando o fato de o triangulo ser retangulo. Porém é
improvavel essa decisdo, pois neste caso havera varias respostas para X.
X<5+4 —» x<9 e

4 <5+x ocorre para qualquer x

5<4+x —p x>1

Assim1<x<09.
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Provavelmente o0 aluno chegard ao insucesso usando hipéteses

suplementares na figura. Ele deve ser influenciado pela figura, considerando

este triangulo retangulo.

ANALISE DOS RESULTADOS
O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 6.

100%+
80%-
60%-
40%+

NN NN

20%-

OSucesso | Respostas: Col. Particular Respostas : Col. Piblico
Sucesso — 0 alunos- Sucesso — 0 alunos —0%

B Fracasso| Fracasso—89 alunos— Fracasso —40 alunos — 50%
100% N&o fez- 40 alunos — 50%

ON&o fez

0%-
C

.Particular C.Estadual

Resposta dos alunos: Os dois grupos erraram o problema.

1.

No grupo pertencente ao colégio particular, 2 alunos observaram que nao e
um triangulo retangulo, e 87 alunos resolveram inadequadamente o
problema usando o teorema de Pitagoras.

No grupo de alunos da escola particular, provavelmente a apreenséo
perceptiva da figura teve funcéo inibidora sobre a apreensao discursiva. O
aluno inseriu hipdteses, considerou o triangulo retangulo e aplicou o
teorema de Pitagoras. O aluno ndo seguiu o estatuto hipétese-teorema-
conclusdo portanto ndo observou a incompatibilidade da aplicacdo do
Teorema de Pitdgoras.

O aluno nao utilizou o teorema da existéncia do triangulo. Metade dos
alunos do colégio publico ndo fez o exercicio. Observamos o provavel
desconhecimento de aplicacdo do teorema de Pitdgoras e do teorema da
existéncia do triangulo. O restante errou, pois criou operacdes ficticias
(somou os lados conhecidos para determinar x), sem uso de justificativas

matematicas.

Constatamos, entre os dois grupos, a distincdo para a resolugcéo do

exercicio: Os do colégio particular aplicaram o teorema de Pitdgoras incluindo
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hipoteses suplementares (consideraram o triangulo retangulo) no exercicio. Ja
entre os do colégio estadual s6 dois aplicaram o teorema de Pitagoras, porém
erraram na escolha das hipoteses; 20 alunos resolveram somar os valores

dados.

Problema 7

Este problema envolve o conceito do triangulo e o teorema de
Pitagoras.
Objetiva ter elementos de informacéo a partir das questoes.
1- O aluno identifica as hip6teses na figura e aplica o teorema de Pitagoras
para resolver o problema?
2- Pode ocorrer de o aluno nao identificar as hipoteses e ndo aplicar o
teorema de Pitagoras para resolver o exercicio?
E apresentado o seguinte problema:

“Calcule o valor de x na figura, dados os comprimentos na mesma unidade de

medida.”

12 15

ANALISE A PRIORI

1. O aluno chegara ao sucesso se observar que se trata de um triangulo
retdngulo e aplicar corretamente o Teorema de Pitagoras com a seguinte
resolugéo.

152 = 122 + x?2
225 = 144 + x2

81 = x2,assim, x = 9

O aluno deve errar ao nédo identificar as hip6teses do teorema de

Pitagoras e conseguentemente ndo aplicara o teorema corretamente para a



68

resolucao do problema.

ANALISE DOS RESULTADOS
O histograma abaixo apresenta os resultados referentes ao

desempenho dos alunos no problema 7.

80%
70% OSucesso | Respostas: Col. Particular | Respostas: Col. Pdblico
60%
HF €SS0- -
50% racassol o esso- 70 alunos - 79% | SUCeSSo- 0 alunos
40% ON3o fez Fracasso- 34 alunos—42%
0,

30% Fracasso—19 alunos- 21% N2 fez — 46 alunos —57%
20%
10%

0%

C.Particular C.Estadual

A congruéncia entre a apreensao perceptiva e a discursiva facilita o

tratamento matematico do problema.

Desse fator depende a habilidade de os alunos *“verem rapidamente “
ou “nao verem” a propriedade geométrica pertinente ao problema, esta
habilidade sugere o tratamento matematico. Constatou-se que 70 alunos do
colégio particular identificaram, pelos dados do problema, que o tridangulo é

retangulo e souberam aplicar o teorema de Pitagoras.

Observamos que:

1 — Dentre os 19 alunos do grupo pertencente ao colégio particular, que

erraram o exercicio:

- 8 alunos trocaram os dados na aplicagdo do teorema de Pitdgoras.

- 8 alunos tiveram sucesso parcial: aplicaram corretamente o teorema mas
0s erros nos célculos levaram ao fracasso.

- 3 alunos tiveram um sucesso parcial: aplicaram corretamente o teorema,
acertaram os célculos mas, ao concluir, responderam que o0 comprimento
de “ X" poderia ter um valor positivo e outro negativo (x =9 e x =-9) O aluno
saiu do quadro geométrico para o quadro algébrico para resolver os
célculos e nao retornou ao quadro geométrico a fim de concluir o exercicio.

2- Ocorreu que 57% dos alunos do colégio publico ndo fizeram o exercicio.

Os alunos que fizeram, criaram operacOes ficticias entre os lados sem
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fundamentacdo matemética (somaram os lados conhecidos para
determinarem o valor de x). Somente 2 alunos tentaram usar o teorema de
Pitagoras, mas erraram, pois trocaram os dados (cateto com a hipotenusa).
Justificaram no exercicio que aprenderam o teorema no curso do SENAI

(profissionalizante).

Neste exercicio podemos observar resolucdes distintas, aplicacao
correta do teorema de Pitdgoras pelo colégio particular e seu provavel

desconhecimento pelos alunos do colégio estadual.

CONCLUSAO:

O grande numero de exercicios sem respostas indicam
desconhecimento pelos alunos do colégio publico de alguns conceitos e
habilidades geométricas.

Existe um intervalo entre 0 comportamento ingénuo e o
comportamento matematico do aluno tanto no Colégio Particular quanto no
Colégio Estadual, isto €, o0 aluno toma a decisdo sem usar as propriedades
geométricas. Para superar esta lacuna deve-se:

1 — Leva-lo a compreender a diferenca entre a argumentacdo na pratica
natural do discurso e a articulagdo dedutiva.

2 - Ensinar o aluno o estatuto hipétese-teorema-conclusdo e orienta-lo nos
exercicios com demonstracao.

3- Orienta-lo a justificar as conclusdes partindo das hipoteses.

A dificuldade que certos alunos tém no aprendizado das propriedades de
geometria e suas aplicacdes em problemas geométricos pode se originar nos
métodos de trabalho inadequados. Decorar definicbes e teoremas sem
entendé-los, constitui um obstaculo as suas utilizacbes nas articulacbes

exigidas em resolucdes de problemas geométricos.

A andlise das concepc¢des dos alunos, através deste teste, confirma ao
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problemas do ensino- aprendizado da geometria, identificados pelas pesquisas
analisadas neste trabalho. A figura € um suporte intuitivo importante na
resolucdo de problemas de geometria envolvendo demonstracdo. O maior
indice de fracasso em nosso teste, como pode ser comprovado pelos
resultados €, provavelmente devido, em parte, pela apreenséo perceptiva (€ o
caso, por exemplo do problema 7) o aluno ndo utiliza apreensao discursiva.
Parece, também, que as escolhas pedagogicas e o tipo de problemas de
geometria propostos a esses alunos, em sala de aula (efeitos do contrato
didatico), constituiram elementos determinantes, que esses alunos

encontraram, na resolucéao dos problemas.

Em sintese, concluimos que exercicios que levem o aluno a
demonstrar determinam uma nova postura argumentativa em relagédo aos

problemas de geometria.
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CAPITULO IV

PROBLEMATICA E HIPOTESES DE PESQUISA

O objetivo desse capitulo € detectar o problema do ensino-
aprendizagem da demonstracdo através dos estudos dos conceitos
geométricos e definir hipoteses que orientardo a organizagdo de nossa
sequéncia didatica.

1 - SITUANDO O PROBLEMA

Através de leitura (de teses, dissertacdes, artigos) cursos e palestras
pode-se constatar que 0 ensino da geometria tem sido estudado por muitos

pesquisadores, tanto no Brasil como no exterior.

O ensino da Geometria, no Brasil, apresenta, geralmente: as
definicbes, os postulados, os teoremas, as provas, as demonstracoes e 0s
registros de representacoes, nas 72 e 82 séries do Ensino Fundamental, o que
€, segundo as pesquisas de Gouveia (1988), condizente com o estagio de

desenvolvimento mental do aluno dessas séries escolares.

F. GOUVEIA (1988), em seu trabalho de pesquisa sobre
ensino/aprendizado da demonstracdo voltado a capacitacao de professores de
52 a 82 séries, levantou as seguintes hipoteses que sdo pertinentes a nossa
pesquisa:

1- “E possivel, num contexto escolar, gerar situacdes e estratégias que
minimizem as dificuldades no ensino aprendizagem da demonstracdo. Em
vista disso, é necessario elaborar e aplicar uma sequéncia didatica junto a
professores, no sentido de lhes oferecer um espaco de reflexdo a partir de
novos pontos de vista da demonstracdo que o0s levem a optar por
estratégias diferentes de ensino.

2- Os alunos podem atingir um nivel mais elevado do pensamento
geométrico dedutivo mediante a intervencdo do professor que esteja
preocupado em estimula-los a raciocinar sobre varias representacdes,
elaborando situacdes-problema adequadas. O planejamento de novas

atividades pelo professor deve levar em conta que a aprendizagem da
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geometria dedutiva se da através da passagem entre os diferentes registros
de representagdo, para um mesmo objeto matematico. E se o aluno
conseguir a passagem entre os diferentes registros, podemos dizer que
houve a apreensdo do conhecimento geométrico dedutivo.

3- A construcdo de situagBes para a sala de aula, nas quais a figura tem um
papel heuristico fundamental, levard o aluno a ultrapassar a apreensao
perceptiva e a atingir uma apreensdo operatéria que se apoia sobre a

identificacao de reconfiguracdes pertinentes”.

Observamos na proposta curricular, que alguns resultados
matematicos da geometria sdo apresentados experimentalmente com posterior
demonstracdo, mas ndo ha a sugestdo de problemas que exijam, na sua
resolucdo, a técnica da demonstracdo. A proposta curricular sugere que o
aluno saiba demonstrar as propriedades relativas a triangulos e quadrilateros,
teorema de Tales e teorema de Pitagoras, contudo nao explica para o
professor como desenvolver esta habilidade no aluno. Observa-se que nao é
apresentado o teorema como objeto de estudo, sendo que, para desenvolver a
técnica da demonstracdo e o estudo dos teoremas propostos, necessita-se

desenvolver a nocéo de teorema.

Buscando os aspectos importantes na formacdo da nocédo de
teorema, elaboramos um pré teste com teoremas basicos da Geometria
Euclidiana (a partir de alguns livros didaticos de matematica e da proposta
curricular, referentes as 72 e 82 séries). Aplicamos em uma classe de 32
alunos, da 82 série do periodo diurno, de um colégio particular, da cidade de

Mogi das Cruzes /SP.

O teste apresentava hipéteses e conclusées na linguagem matematica,
misturados aleatoriamente e os enunciados de 15 teoremas. O aluno deveria
relacionar corretamente as hipoteses e as conclusées com 0s respectivos
teoremas. Entre os resultados desta pesquisa, verificamos que o aluno
apresentou dificuldades no reconhecimento do estatuto de teorema (n&o
conseguiu identificar hipoteses e conclusdo) e na compreensao da conversao
dos registros de representacdo (da linguagem natural para a linguagem

matematica) em geometria.
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A incompreensao do estatuto do teorema determina muitos bloqueios
na resolucdo de problemas de geometria, 0 que leva o aluno a nao
identificacdo das hipoteses dadas nos enunciados, ora abandonando, ora

criando hipéteses, ora trocando-as com a concluséo.

Aplicamos um teste com figuras geométricas (cf. Transposicéo
Didatica) e deduzimos que o aluno é influenciado pela figura geométrica
apresentada no problema, pois, na maioria das vezes, necessita medir ou
dimensionar experimentalmente para concluir, gerando o fracasso na sua

decisao.

Sobre o estatuto da figura, DUVAL (1995) orienta que as propriedades
da figura estdo subordinadas as hipoteses determinadas pelo enunciado do
problema e a mesma figura pode ser uma figura geométrica diferente se se

modifica o enunciado das hipoteses.

Uma figura geométrica pode ser dividida em varias subfiguras
geomeétricas e reagrupando algumas destas subfiguras, ou todas, pode-se
formar outra figura. A reconfiguragcdo é uma apreensdo operatoria da figura

inicial. Toda figura pode ser também suporte de varias configuracées.

A partir da figura inicial a reconfiguracdo pode ser espontanea e
evidente ou dificil de “ver’. Dependendo dos fatores de visibilidade que
“facilitem” ou que “inibam” essa operacao figural na percepcdo de uma figura. A
reconfiguracdo ndo é o Unico tratamento figural que da conta do poder
heuristico das figuras. E sobretudo, esse tipo de tratamento figural ndo €

perfeito para todas as situacdes geomeétricas.

Conforme DUVAL, as representagcdes semiodticas sdo as
representacfes que permitem uma “visdo do objeto” através da percepc¢do de
estimulo (ponto, reta, caracteres etc.) tendo valor de “significante”. Assim, as
representacdes semioticas sdo facilitadoras da apropriacdo, pelo aluno, do

objeto matematico.
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Este mesmo autor (DUVAL) explica a mudanca de registro de
representacdo, orientando que a atividade matematica em geometria faz apelo
a trés registros: o das figuras, o das escritas algébricas e o da lingua natural

(que designa as figuras, suas propriedades, definicdes, teoremas, hipoteses).

Nos problemas de geometria, os tratamentos figurais e discursivos séo
simultaneos e interativos, exigindo uma coordenacao dos tratamentos figurais

como o discurso tedérico na lingua natural.

DUVAL argumenta que a geometria desenvolve trés formas de
processo cognitivo: visualizagdo, construcdo e raciocinio. E observa: “Se a
visualizacdo € um auxilio intuitivo, as vezes necessaria para encontrar a prova,

o raciocinio depende exclusivamente do corpo de proposicdes”.

Para A. Cavalca (1997), a visualizacdo é a recomposicdo mental da
imagem de um objeto, evocada tanto pelo nome dele, quanto por suas
caracteristicas, representagcdo gréafica, etc. A visualizacdo também serd vista
como a conversdao de conceitos em imagens visiveis ou mentais. Ele
reconhece a importancia da visualizacdo, em situacfes-problema que
favorecem o desenvolvimento das capacidades de interpretar e fazer

representacdes gréaficas planas de objetos do espaco.

No teste sobre as concepcbes dos alunos em relagcdo a
Demonstracfes/Provas que aplicamos a alunos das oitavas séries do Ensino
Fundamental ( cf. Transposicéo Didatica ), observamos que:

- Os tipos de erros, entre os alunos do colégio particular e estadual, sdo
distintos; provavelmente as concep¢fes sejam distintas.

- Nenhum aluno das duas escolas conseguiu justificar corretamente o
porqué de suas decisdes.

- Afigura determinou a criagcdo de hip6teses suplementares ndo dadas no
enunciado.

- Os alunos do colégio particular ndo deixaram exercicios sem fazer, com
decisdes verdadeiras ou falsas. Os alunos do colégio estadual deixaram
aproximadamente 50% dos exercicios sem fazer, justificando que

desconhecem o assunto.
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Concluimos: A pesquisa, com 0s alunos, nos revelou o provavel
abandono do ensino-aprendizado da técnica da demonstragdo em geometria

no ensino fundamental.

A situacdo do ensino-aprendizagem da técnica da demonstracdo em
geometria é bastante problematica, e muitos estudos tem apontado os entraves
dos professores de ensinar e os alunos de aprender, gerando um gradativo
abandono no ensino. O que causa no aluno inumeras dificuldades para a

resolucao de problemas em geometria.

2 - PROBLEMATICA

As pesquisas feitas sobre o0 ensino-aprendizagem da geometria, de
acordo com nosso estudo preliminar, mostraram as dificuldades que os alunos
encontraram na aquisicdo dos conceitos geometricos. Um dos problemas que
favorecem o fraco desempenho de alguns alunos no que diz respeito aos
conceitos e habilidades geométricas, é devido a pratica e as escolhas
didaticas dos professores quando ensinam a geometria.

Os alunos que realizaram o teste ndo parecem usufruir de um ensino

que lhes permitam:

- Compreender a mudanca do estatuto da figura, os estatutos da definicao
e teoremas geométricos, das hipéteses (dados do problema) e conclusao
(ou tese).

- Saber utilizar as mudancas de registros de representacoes.

- Apropriar-se o raciocinio l6gico-dedutivo.

Uma das solugbes dos problemas ligados ao ensino aprendizagem da
geometria para alunos de 5% a 82 séries encontra-se na construcdo de

situacdes de ensino-aprendizagem, considerando-se 0s seguintes aspectos:
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- Figuras geométricas tendo um papel heuristico, levando em conta suas
diferentes apreensdes: perceptiva, discursiva, operatoria e sequencial.

- Demonstracdo como parte integrante do processo ensino-aprendizagem
dos conceitos/habilidades geométricos e do raciocinio l6gico-dedutivo.

- A importancia dos registros de representacdo (desenhoffigura

geomeétrica, linguagem natural, linguagem matematica).

Por isso, decidimos considerar o estudo da demonstracdo em
geometria, como técnica, permitindo aos alunos compreender melhor os

conceitos geométricos e adquirir algumas habilidades em geometria.

3 - HIPOTESES DE PESQUISA

Nossas Hipoteses:

1- O processo de aquisicdo dos conhecimentos, em particular dos
conhecimentos em geometria apoia-se sobre 0s seguintes aspectos:

- Observacao de provas associadas a tomadas de deciséo.

- A atividade de resolucéo de problemas geométricos.

- Atividade de formulacao.

- Entendimento e redacao da solucao de problemas.

2- A resolugdo de problemas de geometria e a entrada na forma de
raciocinio, que essa resolucdo exige, estd associada a distincdo das
apreensdes da figura (cf. Fundamentacéo Teodrica):

- Sequencial: é solicitada nas tarefas de construcao ou de descricdo com o
objetivo de reproduzir uma figura.

- Perceptiva: é a interpretagdo das formas da figura em uma situacao
geomeétrica.

- Discursiva: € a interpretacdo dos elementos da figura, privilegiando a
articulacdo dos enunciados, pois mergulha nas propriedades geométricas
do objeto.

- Operatoria: € a operacao fundamentada nas modificacdes possiveis de
uma figura de partida e nas suas reorganizacfes perceptivas que essas

modifica¢des sugerem.



77

3- As representacdes semidticas ndo sdo somente necessarias para fins de
comunicacdo, sdo também essenciais para as atividades cognitivas do
pensamento. A atividade exigida em geometria, no Ensino Fundamental,
faz apelo a trés registros e sua coordenacao: o registro da lingua natural,
o0 registro das figuras e o registro matematico (ou das escritas algébricas).

4- A construcdo de situacbes para a sala de aula, nas quais a
iniciagdo a demonstracdo tem um papel importante, leva os alunos
de 52 a 82 série a uma melhor compreensao dos conceitos geométricos
e a aquisicdo de habilidades geométricas.

5- A técnica da demonstracdo estd mais associada a uma hierarquia de
tarefas do que a uma hierarquia de conteudos (cf. Esquema da Sequéncia
Didética, p.78).

Considerando as dificuldades levantadas por R. DUVAL, N.
BALACHEFF entre outros, bem como pelos dados obtidos em nossa pesquisa
preliminar, desenvolvemos uma sequéncia didatica para validar nossas
hipéteses, tendo em vista 0s aspectos tedricos e processos que favorecem a
construgdo dos conceitos geomeétricos, como 0s registros de representacado
semidtica, as diferentes apreensdes de uma figura, os estatutos das hipdteses
(dados de um problema geomeétrico), das conclusdes ou teses (0 que se quer

demonstrar) e das definicdes e teoremas geométricos.

As situagdes construidas levam em conta também a significacdo da
demonstracdo, segundo BALACHEFF (1987,1988), que faz a distingdo entre
explicagcdo, prova e demonstracdo (cf. Fundamentacgéo Teorica, p.5).

A definicdo de demonstracdo, segundo BALACHEFF, determina uma
atividade do raciocinio. A demonstracdo tem por objetivo explicar validando,
isto é, levando a convic¢do, a partir de uma sequéncia de enunciados
organizados, numa regra de deducéo que interfere nas capacidades cognitivas,

metodoldgicas e linguisticas (cf. Fundamentacdo Tedrica).
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Baseados na definicdo de BALACHEFF, organizamos nossa sequéncia

didatica, apoiada no esquema abaixo:

Insucessos observados

no teste

i Passos da sequéncia didatica

Reconhecimento do estatuto das

definigbes, postulados e teoremas (hip6teses/concluséao)

Redacéo da demonstragao Identificacéo das hipdteses e conclusao

ReESQAde representacao
Passagem para a
linguagem, #atural

Passagem da

Aquisicao total da prova

linguagem natural

para as linguagens

Demonstracédo

Tratamento comyleto das informagdes,
exploracgao total daxjgura, coordenacao
dos subproblemas

algébrica e da figura

Visualiza¢éo/ Raciocinio

Aguisicao parcial da prova Estatuto das figuras geométricas

47

Identificacdo de
subproblemas

Passos do esquema:

1-

Conhecer o estatuto das definicées, os postulados e os teoremas pois
estes sdo as ferramentas a serem usadas na demonstragao.

Efetuar as mudancas dos trés registros de representacao.

Coordenar os registros ajudara o aluno a se apropriar dos conceitos
envolvidos nos problemas com demonstracao.

Compreender, através da visualizacao/raciocinio o estatuto da figura,
dominando as mudancas de linguagem: natural para a linguagem
matematica e para a linguagem da figura.

Identificar os subproblemas e as ferramentas necessarias para resolvé-
los, determinando a aquisi¢ao parcial da prova.

Organizar de modo logico as provas parciais através do tratamento
completo das informag@es, associado a exploracdo e a organizacao de
um esquema da demonstracao.

A redacdo da demonstracdo na linguagem natural completa a

administracdo geral das provas parciais.
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Nosso Obijetivo € o seguinte:

Pretende-se que o aluno compreenda o estatuto de definicdo e
teorema. Saiba utilizar as mudancas de registro de representacao e se aproprie

do raciocinio l6gico-dedutivo da demonstracéao.

Embora a aplicacdo de nossa sequéncia didatica seja prevista para uma
curta duracdo, espera-se que possibilite aos alunos a participacdo ativa na
elaboracdo dos esquemas de demonstracdo associadas a figura geométrica e
que percebam a logica dedutiva da demonstracdo e a sua funcdo de

validacéo.

Quais serdo os efeitos positivos que esperamos com a aplicacdo da

sequéncia didatica?

Apropriacdo da técnica da demonstracao.

Discussao (troca de idéias) entre os alunos no transcorrer das atividades.

- Compreensdo de que a figura geométrica € uma ancora dos entes
matematicos dados nas hipéteses dos problemas.

- Capacitacdo em fazer mudancas de registro de representacdo da
linguagem escrita do enunciado para a figura e para a algebra.

- Habilitagdo no uso das proposicfes de acordo com seu estatuto teorico

especifico: postulados, definicdo, teorema, hipdteses etc. (determinada

pelo estimulo as condi¢des criticas que orientam a ordem da razdo na

prova, isto € cada passo deve alcancar metas em direcdo a conclusao).

Provavelmente, os alunos terdo o primeiro contato com a
demonstracdo durante a realizacdo da sequéncia didatica, em situacdes

diferentes das normalmente vistas em sala de aula.

Esperamos que a aplicacdo da seqiéncia didatica produza efeitos
positivos. Apesar da técnica da demonstracdo ser muito complexa e sua

hierarquia de tarefas envolver ferramentas distintas em cada problema.
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Capitulo V

SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo sera descrito o objetivo da sequéncia didatica bem como
sua concepgdo e desenvolvimento. A partir da proposta e do objetivo, serd
apresentado o desenho geral do experimento, as atividades e o procedimento

adotado.

Destacamos que ndo temos a pretensdo de oferecer um trabalho
inusitado de como ensinar melhor ou com mais significado a introducao da
demonstracdo em geometria. Pretendemos com as atividades propostas abordar
diferenciadas alternativas metodoldgicas, para seu ensino na oitava série do
ensino fundamental, que despertem no aluno novos caminhos do pensamento

geométrico dedutivo.

As sessOes da sequéncia didatica serdo descritas em quatro etapas:

aplicacao da sessdao, conteudo, analise a priori e relato da aplicacédo da sessao.

1. A PROPOSTA DA SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia propfe-se a introduzir a técnica da demonstracdo a alunos da

82 série do Ensino Fundamental. Para se realizar esta proposta, faz-se necessario:

1. Dar uma introducdo histérica para motivar a apresentacdo dos axiomas,

definicbes e proposicdes através de um texto .

2. Apresentar aos alunos as mudancas dos registros de representacao.
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Trabalhar o estatuto de definicdo e de teorema.
Mostrar a seqiiéncia logica da demonstracdo em esquemas de demonstracao.
Expor e construir figuras associadas a enunciados e demonstracoes.

Fornecer subsidios que levem o aluno a redigir uma demonstragéo.

2. 0 OBJETIVO DA SEQUENCIA DIDATICA

O objetivo da sequéncia didatica é enfocar como demonstrar,

desenvolvendo os seguintes topicos:

6.

Os postulados, as definicbes e o0s teoremas devem ser apresentados
inicialmente como objetos de estudo.

As hipoéteses de um teorema devem ser claramente identificadas e distinguidas
das conclusoes.

Deve ser esclarecido que o reciproco de um teorema ndo é necessariamente
verdadeiro.

A figura geométrica é constituida por componentes basicos os quais devem ser
identificados pelas hipoteses.

Os postulados, definicbes e teoremas devem ser utilizados como ferramentas
na técnica da demonstracao.

Os esquemas da demonstracdo devem ser associados aos enunciados, as

figuras geométricas e as caixas de ferramentas.

Concluida a sequéncia didatica, a expectativa € que o aluno seja

capaz de:

1.

ok~ 0N

Associar os diferentes tipos de registros de representacéo.
Reconhecer o estatuto da definicdo e do teorema.

Desenvolver a capacidade de raciocinar logicamente em geometria
Compreender a técnica da demonstracao.

Redigir uma demonstracao.
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3. APROPOSTA DIDATICA DA SEQUENCIA E OS ALUNOS

As atividades da sequéncia didatica foram inspiradas nos trabalhos de
BALACHEFF, ARSAC, MULLER, G. BROUSSEAU, citados neste trabalho, e de C.

LABORDE (1992) para a elaboracéo das tarefas a serem aplicadas aos alunos.

Pretendemos introduzir a Técnica da Demonstracdo, utilizando
problemas, através de um tratamento que a tornasse significativa para os alunos,
estimulando-os a debates sobre os conceitos envolvidos. Necessitamos para a
construgcdo/apropriacdo da técnica da demonstracdo trabalhar os registros de

representacao.

Para a nossa pesquisa selecionamos um grupo de alunos de uma escola

da rede particular de ensino.

Sabendo do interesse do diretor da escola em estimular seus alunos no
estudo da matematica, mandamos uma carta explicando o projeto de pesquisa,
pedindo para que se aplicasse a pesquisa aos alunos das oitavas séries dessa

escola.

Deste modo, ficou determinada a aplicagédo do projeto a uma classe de 14
alunos da 82 série do Ensino Fundamental, do periodo vespertino, de um colégio
da rede particular de ensino, da cidade de Mogi das Cruzes, 0s quais ja estudaram

geometria plana e desenho geométrico.

A pesquisadora néo era conhecida dos alunos, mas foi bem recebida por
eles que demonstraram interesse em participar deste projeto de pesquisa.
Destacamos o comentario de quatro alunos que ndo gostavam de geometria, pois

tinham dificuldades em resolver exercicios.



83

4. PROCEDIMENTOS RELATIVOS A APLICA(;AO DA SEQUENCIA
O projeto foi composto por 8 sessdes consecutivas de pesquisa.

Foi estabelecido, na primeira sessao da sequéncia didatica, que o trabalho

seria aplicado pela prépria pesquisadora, na presenca de um professor

observador (professor de desenho geométrico dessa classe). Determinou-se que

os alunos trabalhariam em duplas nas seis sessfes, nas quais haveria a

institucionalizacdo das propriedades geométricas importantes, e individualmente

em duas sessOes para a execucdo de testes. Cada sesséao tinha duracao de uma

hora-aula(40 minutos), em encontros semanais, realizados durante o periodo de

aulas.

A pesquisadora manteve, em todas as sessdes de institucionalizacéo, os

seguintes procedimentos:

Distribuicdo dos textos com as atividades.
Supervisao dos trabalhos.
Mediacao da discusséao ao final de cada sesséao

Recolhimento, ao final de cada sessdo, de todo o material feito pelos

alunos.

Entrega aos alunos de uma copia das atividades com resolugdo e

observacdes, ao final de cada sesséo.

Registro de aplicacéo das atividades em fichas padronizadas (v. Anexos).

5. DESENHO GERAL DO EXPERIMENTO

Descreveremos a seguir as oito sessdes de estudo a que eles seréo

submetidos:
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Sesséao 1

» Apresentacdo de um texto basico com uma introducao historica para motivar a
apresentacdo de axiomas, definicbes e teoremas e registros de
representacoes.

* Resolucao de exercicios envolvendo compreensdo de texto: o aluno responde
a perguntas e preenche lacunas; esboca figuras geométricas.

» Institucionalizac&o das propriedades geométricas essenciais.

Sesséao 2

* Organizacdo de uma “caixa de ferramentas”.

« Determinacdo da figura geométrica, das hipéteses e da concluséo, a partir de
um teorema.

Sessao 3

* Introducao da nocéo de teorema reciproco;

* Apresentacdo da demonstracdo em forma de rede (esquema da
demonstracdo). Na montagem da rede o aluno devera utilizar as ferramentas
adequadas para completa-la o que exigira o raciocinio-légico-dedutivo;

* Redacdo da demonstracéo a partir do esquema dado.

Sessdao 4 - Teste intermediario

» Observacao dos erros e provaveis dificuldades geradoras desses erros.

* Avaliagao do progresso do aluno.

Sessao 5

* Reexplicar, se necessario, de acordo com o teste da fase 4, aos alunos que
nao atingiram o objetivo;

* Apresentacdo de um texto basico sobre retas;

* Resolucao de problemas com demonstracfes que envolvam as ferramentas do
texto lido.

Sessao 6

* Aplicacdo de um texto basico sobre quadrilateros.

Sessao 7

* Apresentacao de problemas com demonstracdes que envolvam as ferramentas

dos textos basicos estudados nas sessdes 5 e 6.
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Sessao 8 - Pos-teste.
* Avaliagdo da compreensdo da técnica de demonstracdo pelo aluno, através
dessa sequiéncia didatica.

Essas sessdes foram desenvolvidas entre os meses de maio e junho no
ano de 1998, com intervalos de uma semana, excetuando-se o periodo entre a
sessdo 5 e 6, que foi de 15 dias, pois ndo houve atividades na escola no dia
previsto. A sessao 8 foi aplicada no dia subsequente ao da sessao 7 (ndo houve

intervalo) pois os alunos entrariam de férias, ha semana posterior.

QUADRO RESUMO DA PESQUISA

SESSOES DE PESQUISA — APLICADA NO ANO DE 1998

SESSAO 1 |Conceitos béasicos/ O estatuto do teorema/ Mudanca de registro
07/maio de representacao.

SESSAO 2 |Defini¢cdo/ Reconhecimento das hipoteses e da concluséo/

14/maio Introducéo da técnica da demonstracao.

SESSAO 3 |Técnica de demonstracéo .

21/maio

SESSAO 4 |Teste intermediario.

28/maio

SESSAO 5 |Texto basico sobre retas/ Técnica de demonstracéo Il.
04/junho

SESSAO 6 |Texto basico sobre quadrilateros.
18/junho

SESSAO 7 |Técnica de demonstragao Ill.
25/junho

SESSAO 8 |Pos- teste.
26/junho
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6. AS SESSOES DA SEQUENCIA DIDATICA

6.1 - SESSAO 1

A sesséo 1 foi desenvolvida na seguinte sequéncia:

» Apresentacao da pesquisadora e dos objetivos da pesquisa.

* Formacéao de duplas.

* Introducdo historica, com a finalidade de incorporar a demonstracdo, no
contexto da génese da geometria euclidiana, como fator determinante de sua
organizacao.

* Apresentacdo dos conceitos primitivos da geometria plana e as suas
representacdes, além de alguns postulados.

» Apresentacdo do teorema e seu estatuto, reconhecimento de hipoteses e

conclusbes e o0s registros de representacbes na linguagem natural,
matematica e figural.

6.1.1 — APLICACAO DA SESSAO 1

A apresentacao e as recomendacdes foram feitas durante os 15 minutos
iniciais e para a resolugdo das atividades utilizaram 25 minutos. Trés alunos

estavam ausentes, por isso, um aluno trabalhou sozinho.

Houve discussao nas duplas. Porém, observou-se que em geral, o aluno

gue se encarregou da redacéo liderava as decisoes.

Os alunos quando apresentavam duavidas solicitavam imediatamente

respostas prontas, adotou-se a atitude de induzi-los a elaboracdo dessas
respostas.
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6.1.2 — CONTEUDO

Atividade 1

A técnica da demonstracdo em geometria, segundo nossas hipoteses,
depende do processo de aquisicdo de conhecimentos em geometria. De acordo
com nosso “esquema de demonstragao”(v. p. 78) o aluno deveria conhecer o
estatuto das definicbes, postulados e teoremas, que serdo as ferramentas
necessarias para o aprendizado da demonstracao.

Com o objetivo de apresentar o estatuto do postulado, expusemos a
nocédo de ponto, reta e plano e sete postulados, que fazem parte de nossas
ferramentas, para o aprendizado da demonstracao.

Iniciamos a primeira atividade enfatizando o contexto historico; para isso,

utilizamos o seguinte texto sobre a obra de Euclides:

Euclides, matematico grego, foi o principal responséavel pelo avanco da
geometria. Nascido por volta de 300 anos antes de Cristo, o fundador da
Escola de Alexandria escreveu um tratado de matematica sob o titulo “Os
elementos” (composto de treze volumes), que se constituiu durante mais de 20
séculos no principal texto para o estudo da geometria. No final do livro, Euclides
expde, em ordem légica, os principais assuntos da geometria. Inicia
apresentando os entes primitivos e algumas definicBes. A seguir, considera
alguns postulados e demonstra uma série de teoremas que serviriam de base
para a demonstracao de outras propriedades. Historicamente, a geometria foi o
primeiro ramo da matematica a estar organizado. O livro é considerado a
primeira compilagdo formal do saber matematico ocidental. A rigida organizagao
da obra forneceu padrédo de aceitacdo para tudo que se fez posteriormente em

matematica, dai o nome Geometria Euclidiana.

A partir dessa introducdo histérica, apresentamos 0s conceitos primitivos,
estudados por Euclides.

Conceitos Primitivos
Sao aqueles apresentados intuitivamente, ou seja sem definicdo. Nascem em

nossa mente pela observagdo e experiéncia. S8o0 exemplos de conceitos
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primitivos (ou fundamentais) o ponto, a reta e o plano. Os demais conceitos

séo apresentados por uma definicdo que se utiliza de conceitos ja conhecidos.
A palavra registro podera causar uma certa confusdo de compreensao se
aplicada nas atividades dado seus outros significados. Assim, usamos a palavra
linguagem substituindo a palavra registro, acreditamos desse modo facilitar a

compreensdo do que segue.

Usaremos as seguintes representacdes para esses conceitos primitivos:

LINGUAGEM NATURAL Ponto Reta Plano
LINGUAGEM ALGEBRICA | Letras latinas Letras latinas Letras gregas
maiusculas minusculas Por minusculas
Por exemplo: A, B, | exemplo: r, s, t. Por exemplo: a, B, y
C.
LINGUAGEM DA FIGURA r
A / ]

Postulados ou Axiomas

Os postulados ou axiomas sdo proposicdes (afirmacdes) aceitas como verdadeiras, sem
prova ou demonstracdo, apenas pela experiéncia ou observacao.

Problemal: Dada a figura, responda as perguntas abaixo.

E

1) Quais (dentre os pontos A,B,C,D,E,F) pertencem aretar ?......ccccccceeeeiinicunnnnen
2) Quais pontos NA0 PErteNCeM A FELA I ? ...... ov vit coceiiiiiee e e e e
3) Vocé pode marcar mais pontos SObre a retar 2. ...
4) Existem pontos daretar entre A€ B ...
5) Quantos pontos eXiStEM NA FELAT 2 ......uuiiiiiiiiieee e e e e e e e e
6) Quantos pontos existem fora da reta r?......cccveveeeeeee e
7)Quantos pontos existem no plano que contem esta folha de papel?......................

8) Quantos pontos existem fora do plano que contem esta folha de papel?..............
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Atividade 2

O objetivo dessa atividade foi apresentar ao aluno seis postulados, que o
ajudassem a conceituar reta e plano em sintonia com suas relacdes. Esta etapa
serviria de base para introduzirmos posteriormente as definicbes de alguns objetos
matematicos.

Apresentamos figuras e algumas perguntas que visavam favorecer a
compreensao de alguns postulados. Dessa forma, procuramos explorar a
introducdo dos postulados, através de questionamentos que levassem o aluno a

refletir, discutir e relacionar o ponto, reta e plano.

POSTULADO DA EXISTENCIA

1. Numa reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.
2. Entre dois pontos de uma reta existe pelo menos outro ponto dessa reta.

3. Num plano, bem como fora dele, existem infinitos pontos.

Dada a figura 9) Represente a reta que passa por A e B?

Bl ................................................................ ~
11) A,B e C pertencem a mesma reta (séo colineares)?
12) A,C e D séo colineares?.......cccccevvvveeeeeviiicnnnnns
A c™ D™ . .
13) Dois pontos sdo sempre colineares?...............
E 14) Trés pontos sdo sempre colineares?...............

POSTULADO DA DETERMINACAO

4. Dois pontos determinam uma Unica reta que os contém.

5. Trés pontos néo colineares (ndo da mesma reta) determinam um Unico plano.
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Dada a figura

Responda as seguintes questoes:
15) Os pontos A e B pertencem ao plano a?..........cccccceeeeeennn.

16) A reta determinada por A e B pertence ao plano a~..........

POSTULADO DA PERTINENCIA

6. Areta que passa por dois pontos distintos, pertencentes a um plano, também esta

contida nesse plano.

Dada a figura r

17) Quantas retas passam por P?
P 18) Quantas retas que passam por P s&o
paralelas ar?.......ccccocceviiieinie e

POSTULADO DE EUCLIDES

7. Por um ponto P, ndo pertencente a uma reta r, passa uma Unica reta paralela a essa

reta r dada.

Embora soubéssemos que esses alunos ja haviam trabalhado (nas aulas
de geometria e desenho geométrico) com as notacdes de segmentos de reta e
retas suporte, julgamos importante reforcar, para estabelecer a notacdo que

seguiriamos no resto da sequéncia.



91

LINGUAGEM NATURAL Segmento de reta de | Semi-reta de Reta r suporte do
extremidades Ae B |origem A, que segmento AB
contem B
LINGUAGEM ALGEBRICA AB AB AB =T
LINGUAGEM DA FIGURA B
r
B B
A A
A

Usaremos a notacao AB quando nos referirmos a medida do segmento de reta AB.

Atividade 3

Segundo nossas hipoteses de pesquisa, deviamos apresentar aos alunos

as ferramentas que seriam usadas na demonstracao.

O objetivo desta atividade era apresentar a nogdo de teorema e seu
estatuto. Deviamos propor aos alunos situacdes-problema que Ihes permitisse
reconhecer. as hipéteses e a conclusdo do teorema e 0s registros de

representacdo (nas linguagens natural, algébrica e da figura).

Apresentamos o conceito de teorema e seu estatuto, como abaixo:

Teorema:
E uma proposicéo so aceita mediante demonstracdo. Compde-se de duas partes:
. Hipoteses: dados conhecidos

. Concluséo: o que se deseja provar

Todo teorema pode ser escrito na forma condicional:

“Se [hipéteses] entdo [conclusao].”
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matematica e/ ou na linguagem da figura.

Exemplo:

Teorema: Duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas entre si.

Na forma condicional “Se duas retas sdo paralelas a uma terceira, entdo, elas sdo paralelas

entre si.”

Hipoteses

Conclusao

LINGUAGEM NATURAL

ré paralelaates é paralelaat

r é paralelaas

LINGUAGEM ALGEBRICA

r/t e slit

rlls

LINGUAGEM DA FIGURA

Problema 2: Dado o teorema, determine sua forma condicional. Posteriormente, preencha a tabela

identificando as hip6teses e a conclusdo, usando os trés registros: o da linguagem natural, o da

linguagem matematica(algébrica) e o da linguagem registrada pela figura.

Teorema 1: Duas retas perpendiculares a uma terceira sao paralelas entre si.

Hipoteses

Conclusao

LINGUAGEM NATURAL

LINGUAGEM ALGEBRICA

LINGUAGEM DA FIGURA
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6.1.3 — ANALISE A PRIORI

Atividade 1
Esperava-se que o aluno acertasse o problema 1, usando as seguintes
respostas:
5) Infinitos
2) F.e E 7) Infinitos
3) Slm_ 8) Infinitos
4) Infinitos

Era possivel que o aluno optasse, de forma incorreta, pelos determinados
itens nas seguintes respostas:

4) Existem na reta 4 pontos. 7) Existem 6 pontos
5) existem 2 pontos fora da reta 8) Nenhum
6) Nao existe ponto entre Ae B

Provavelmente o aluno tomaria essa decisdo usando somente pelos
pontos que sdo nomeados na figura, ndo conseguiria abstrair o infinito numa figura
limitada, devido ao obstaculo epistemoldgico de infinito. Ndo se apropriando do
conceito de ponto, reta e plano.

Atividade 2

O aluno deveria chegar ao sucesso com as seguintes respostas nos itens

abaixo:
9)Uma tnica reta 14) N_élo sdo sempre colineares
10) uma Gnica reta 15) S!m A e B pertencem ao plano a
11) N&o séo colineares 16) Slr.n.
12) Sim séo colineares 17) Inﬂmtgs_retas passam por P )
13) Sim s&o sempre colineares 18) Uma Unica reta passa por P e é paralelaar

O aluno poderia tomar decisdes inadequadas, ao responder:
9) "Infinitas retas”. (Provavelmente o aluno teria considerado todas as retas que
passam por A e todas as que passam por B, ndo observando as condi¢Oes
exigidas na pergunta.)
10) ’Infinitas”. (Deve ter considerado as retas passando por A ou as retas
passando por B.)
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14) “Sim”. (Provavelmente generalizou a resposta a partir do item 12.)

16) “Nao.” (Provavelmente o aluno ndo entendeu que a reta, sendo infinita, esta
contida em um paralelogramo. Pois a figura geométrica representante do plano é
um obstaculo didatico ao entendimento do seu conceito.)

Ao término desta atividade deveriamos fazer uma avaliacdo oral, para
estabelecer o estatuto dos postulados e minimizar os efeitos de eventuais

dificuldades conceituais.

Atividade 3

Provavelmente o aluno ndo compreenderia, na primeira leitura, a no¢ao de
teorema e o seu estatuto. O pesquisador deveria intervir esclarecendo o estatuto
de teorema, orientando sobre a forma condicional que organiza logicamente o
enunciado da proposi¢cao. Evidenciando a importancia da identificacdo das
hipoteses e da concluséo, explicando a tabela que separa hipoteses da conclusao
e 0s registros nas trés linguagens (natural, algébrica e figural) .Sob nosso ponto
de vista o professor deveria orientar o aluno a fazer os registros na ordem
linguagem natural, figural e, por ultimo, linguagem algébrica, pois, nomeando 0s
entes matematicos na figura encontraria facilidade em organizar a escrita

matematica.

O aluno deveria chegar ao sucesso com a seguinte solucéo:

Teorema 1:

Forma condicional: Se duas retas sédo perpendiculares a uma terceira entdo elas sdo paralelas

entre si.
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Hipoteses Concluséo
LINGUAGEM NATURAL Aretar é perpendicularatea |Asretasre s sao paralelas
reta s € perpendicular a t entre si
LINGUAGEM ALGEBRICA rct e st rlls
LINGUAGEM DA FIGURA . s
ul ml t

Esperdvamos que os alunos nao respondessem adequadamente, se nao
compreendessem o0 enunciado do teorema e as mudancas de registros de

representacao nas varias linguagens.

Os alunos podem apresentar dificuldades em estabelecer a relagdo entre
as informagdes de forma correta, devido a troca das hipéteses com a concluséo.
Essa decisdo pode ocorrer pela influéncia da palavra na qual os alunos
centrassem sua atencdo na leitura, por ser a ultima informacédo a ser lida no
enunciado. Pode ocorrer também inversdo na hierarquia estabelecida pelo
estatuto de teorema, isto é, troca das hipéteses com a conclusdo. Em decorréncia

dessa decisao os alunos errariam as mudancas do registro de representacao.

Uma avaliacdo oral dos conhecimentos adquiridos sobre o estatuto de
teorema ao final dessa atividade, colabora com a superacdo das dificuldades

encontradas e ajuda na coordenacao das informagdes envolvidas.

6.1.4 - RELATO DE APLICACAO DA SESSAO 1

Atividade 1

Apbés a leitura, em dupla, da Introducdo historica, os alunos
questionaram sobre o ndo entendimento do significado das palavras compilacéo,
entes primitivos e a dificuldade de entendimento global do texto.

Debatemos as decisdes, no final da atividade 1. Houve a necessidade da

intervencdo da pesquisadora para o esclarecimento do texto. Relatamos aos
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alunos que Euclides intuiu a decomposi¢cédo do espaco (do espaco ao elemento
mais simples: o ponto) e chegou aos entes geomeétricos primitivos que nao sao
definidos, porém sdo conhecidos por suas propriedades. Em sintese, Euclides
elaborou sua teoria no sentido inverso, ou seja, da composicdo do espago (do

elemento mais simples o ponto ao mais amplo o espaco).

Os alunos ndo demonstraram conhecer que reta e plano sdo compostos
por infinitos pontos. Provavelmente, por influéncia da figura que apresentava
registro de quatro pontos sobre a reta e dois fora dela. Isto pode ter induzido o
aluno a responder que na reta s6 existiam quatro pontos, fora dela dois e que no
plano do papel sé existiam 6 pontos. Para que as dificuldades fossem superadas,
pedimos que os alunos observassem com atencéo as orientacbes do postulado
da existéncia. Aproveitamos para explicar o quadro com o0s registros de
representacdo (linguagem natural, algébrica e da figura), como foi previsto.

Atividade 2

Na apresentacéo dos postulados, observamos as seguintes respostas

Na pergunta 10) “Quantas retas passam pelos pontos A e C?” Trés
duplas responderam infinitas. (Acreditamos que tenham respondido observando
as infinitas retas que passam por A unidas as infinitas retas que passam por B).

Na pergunta 17) “Quantas retas passam por P?” Duas duplas
responderam “nenhuma”. (Acreditamos que tenham respondido usando somente
apreensao perceptiva).

Na pergunta 18) “Quantas retas que passam por P sédo paralelas a r’?
Uma dupla respondeu nenhuma. ( Observamos a resposta de acordo com o que 0

aluno “vé&”, evidenciada na figura).

Fizemos um debate oral das respostas e sua correcao, reforcando que as
imagens visuais determinam respostas imediatas que, em muitas situacdes, nao

estdo de acordo com os postulados, levando o aluno ao erro na sua deciséo.
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Atividade 3

Na resolucao do problema 2 houve bastante debate entre as duplas para a
tomada de deciséo. Trés duplas trocaram o registro de perpendicularismo com o
de paralelismo, nas linguagens matematica e figural, uma dupla ndo conseguiu
identificar a conclusdo. Segundo DUVAL, para que ocorra um significativo
aprendizado na Matematica, € necessario que a noésis (conceituacao) ocorra
através de significativas semidsis (representacdes), ou seja, quanto maior
mobilidade o sujeito tiver com registros diferentes do mesmo objeto matematico,

maior possibilidade desse sujeito fazer a apreensao do objeto.

Algumas perguntas feitas pelos alunos:

“O que sao hipoteses e conclusédo?’
“O que s&o retas perpendiculares?”

“Como representar retas perpendiculares?”

“Como representar retas paralelas?”

Fizemos a correcdo utilizando o quadro negro, reforcamos a nocao de
teorema, formado por dados conhecidos(hipoteses) e a conclusdo. Observamos
gue duas retas sdo chamadas de retas perpendiculares quando se interceptam,
formando angulos de 90° (pedimos que um aluno fizesse uma figura no quadro
exemplificando retas perpendiculares) e apresentamos seu registro algébrico.
Também no quadro, pedimos a um aluno que fizesse o registro algébrico das retas
paralelas.

Procuramos exibir as justificativas das respostas durante as correcdes das
tarefas.
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Trés duplas completaram o problema 2 do seguinte modo:

Hipoteses

Concluséao

LINGUAGEM NATURAL

res perpendiculares a

uma terceira

r é paralelaas

LINGUAGEM ALGEBRICA

rllt e slit

r/ls

LINGUAGEM DA FIGURA

N&o foi previsto esse tipo de dificuldade. Fizemos um debate oral sobre as
respostas. Indagamos quais eram as respostas dadas pelos alunos, chamamos

atencdo as hipoteses e a concluséo, observamos que ndo podiamos abandonar

os dados da hipéteses e nem incluir hipoteses suplementares.

6.2 - SESSAQ 2

A sesséo 2 é desenvolvida na seguinte sequéncia:
Apresentacao do estatuto da definicdo e seis definicbes (com as figuras
geomeétricas associadas).

Apresentacdo de sete propriedades geométricas com as figuras
associadas).

Apresentacao de trés problemas que questionam a forma condicional de
uma propriedade, o reconhecimento de hipéteses e concluséo e as

mudancas do registro de representacao.
6.2.1 — APLICACAO DA SESSAOQ 2

Um aluno estava ausente, assim um deles trabalhou sozinho.
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Sempre que faziam algum questionamento sobre as atividades, antes de
interferir na decisé@o do aluno sugeriamos que relessem o texto antes de resolver o

exercicio.

O dltimo problema foi resolvido em conjunto por todos os alunos, no
quadro, com a orientagdo do professor pesquisador, pois necessitavamos de 15

minutos para as discussoes e fecho da sessao.
As figuras das tarefas foram feitas no quadro por alunos voluntarios.
6.2.2 — CONTEUDO
Atividade 1

Em nossas hipdteses de pesquisa, a técnica da demonstracdo esta
associada a uma hierarquia de tarefas que se inicia com o reconhecimento do
estatuto das definicbes postulados e teoremas. Segundo 0S passos que
organizamos para nossa sequéncia didatica (v. p. 78), devemos orientar o aluno a
conhecer as ferramentas que sédo usadas na demonstracdo. E essas ferramentas

devem ser apresentadas nos trés registros de representacao.

As mudancas da linguagem natural para a linguagem algébrica e para a
linguagem da figura ajudardo o aluno a compreender o estatuto da figura e sua

visualizacao.

Com o objetivo de apresentar o estatuto da definicdo e as definicbes de
alguns objetos matematicos, organizamos a seguinte tarefa, pois precisamos

organizar as ferramentas para as demonstragoes:
Leia atentamente o texto e complete, o itens pedidos nos quadros.

Definicdo: Enuncia os atributos essenciais e especificos de um ente, de modo que o
torne inconfundivel com outro (precisamos definir cuidadosamente os conceitos utilizados em
geometria para podermos toma-los como base para nosso raciocinio).

Teoremas: Sdo proposicbes verdadeiras aceitas pela comunidade dos matematicos,

mediante uma demonstracao.
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Problema 1. Associar uma figura geométrica a cada definicéo.

(1) Definicdo de duas retas paralelas: ()
Duas retas sao paralelas se ndo possuem ponto

comum ou se sao coincidentes. A B
Ini | Ini

(2) Definicdo de ponto médio de um segmento | ( )

de reta: r
O ponto M é ponto médio de um segmento se

pertencer ao segmento e se for equidistante as

suas extremidades. A JUi ] JUi B

(3) Definicdo de mediatriz de um segmento de |( )

reta: M

A mediatriz de um segmento € a reta A 1t 11 B
perpendicular a esse segmento que passa por

seu ponto médio.

(4) Definicdo de um circulo: ()

O circulo de centro O e raio r € o conjunto dos

pontos M do plano tais que OM=r. A B

(5) Definicao: ()

Dois pontos A e B sdo simétricos em relacéo a

um ponto | se | for ponto médio do segmento S

AB.

(6) Definicao: () M

Dois pontos A e B sdo simétricos em relacéo a

umaretar ser for mediatriz do segmento AB.

E pertinente observar que os segmentos de reta oriundos de retas suportes

paralelas, também sdo paralelos.

No processo de aquisicdo dos conhecimentos que levem o aluno a
técnica da demonstracdo estd o0 reconhecimento do estatuto de teorema,



101

associado a compreensao de que a figura é uma ancora para as hip6teses. Com

esses objetivos organizamos o problema 2.
Atividade 2

e Circule as hipéteses e sublinhe as conclusdes

» Associe a cada propriedade a figura correspondente.

Teorema ou Postulado: Figura geomeétrica :

@ () //

Por dois pontos distintos A e B passa uma

Unica reta. r S t hipoteses: r//t e slit
@ () t

Dada uma retar e um ponto A, existe uma
Unica reta paralela a r que passa por A.

5 hipotese: rlls

3
3 () r .
Duas retas paralelas a uma terceira sdo

paralelas entre si.

(4) () r
x x B

Se duas retas séo paralelas, entéo, toda /

secante a uma € secante a outra.

®) () r s

Dada uma reta r e um ponto A, existe uma //

Unica reta s perpendicular a r passando por A.

hipoteses: dados a reta r e o ponto A

(6) () r s
Se duas retas sao paralelas, entéo, toda reta L

perpendicular a uma é perpendicular a outra. t | |

hipéteses : r [Jt, s [t
(7) () A

Se duas retas sao perpendiculares a uma

terceira, entdo, sdo paralelas entre si.

hip6teses: dados a retar e o ponto A
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Leia com Atencao:

Paralelogramo ABCD é um quadrilatero convexo cujos lados opostos sao paralelos.

A B
oS
Corda é um segmento que une dois pontos do circulo e didmetro é uma corda que passa pelo

centro do circulo.

Reta tangente ao circulo é uma reta que intercepta o circulo em apenas um ponto.

P

Propriedade: A tangente ao circulo é perpendicular ao raio pelo ponto de tangéncia.

Atividade 3

Segundo nossas hipéteses de pesquisa, para introduzirmos a técnica da
demonstracdo, devemos orientar os alunos a reconhecerem o0 estatuto de
teorema e os registros de representacao, coordenar os registros de representacao

e compreender o estatuto da figura.

Esta atividade proporciona um momento adequado para o professor
orientar para a distingdo entre desenho e figura geométrica (cf. Fundamentacéo
Teorica). Das pesquisas de DUVAL, temos a seguinte orientacao:

. Desenho é o tracado sobre o suporte material;
. Figura geométrica é a classe de todos os desenhos possiveis do objeto

matematico.

Os alunos devem observar que os desenhos feitos por eles sao distintos
uns dos outros, visto que ndo demos uma orientacdo prévia a respeito das
medidas. Porém, as hipoteses, bem como, as propriedades geométricas devem
ser respeitadas por todos os desenhos. Em conseqiiéncia, essa classe de todos

0s desenhos com esses requisitos recebera a designacao de figura geométrica.
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Organizamos a seguinte atividade: apresentamos trés propriedades, e
pedimos que os alunos, os rescrevessem na forma condicional e preenchessem
uma tabela para cada propriedade, com as seguintes indicacgoes:

* Nas linhas: linguagem natural, linguagem algébrica e linguagem da figura.

* Nas colunas: hip6teses e conclusoées.

Propriedade 1: A reta que passa pelos pontos médios de dois lados opostos de um paralelogramo

€ paralela aos outros dois lados.

Propriedade 2: ABCD e CDEF sdo paralelogramos (suponhamos A, B, E e F nado alinhados).

Entdo ABFE é um paralelogramo.

Propriedade 3: Seja um circulo de diametro AB. Entdo as retas tangentes ao circulo em A e B

sdo paralelas.

Tabela oferecida ao aluno para preenchimento

Hipoteses Concluséo

Linguagem natural

Linguagem algébrica

Linguagem da figura

Pretende-se com essa atividade, orientar os alunos a uma compreensao
da situacdo através da coleta de informacfes (identificacdo das hipoteses e
conclusdo) e sua organizacdo (coordenacao nos varios registros de
representacédo). Estamos assim, em ressonancia com DUVAL que considera a
coordenacdo de Varios registros de representacdo necessaria para a

compreensao conceitual.
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6.2.3 — ANALISE A PRIORI

Atividade 1

Nossa intencdo nessa atividade é favorecer a abordagem dos conceitos,
através de uma leitura mais atenta das definicdes dos objetos associadas a sua
visualizagdo, isto é, que ele se atente para os atributos essenciais e especificos

dos objetos matematicos.

Sendo assim, espera-se que 0 aluno ndo apresente dificuldades e com
brevidade organize a associacdo entre a definicio e a figura do objeto
matematico, apresentando a seguinte decisao:

"(6), 3). (2), (5), (1) e (4).”

Atividade 2

Espera-se que o aluno ndo apresente dificuldades em identificar as
hipoteses e as conclusfes e associe corretamente com as figuras geomeétricas de
acordo com a sequéncia:

“(3), (4), (6). (1), (2), (1) e (5)."

Contudo, podem ocorrer algumas dificuldades no desenvolvimento do
exercicio se o0 aluno ndo considerar as hipéteses que estdo junto com as figuras

em sua tomada de decisdo. Deve ocorrer assim o erro com as inversoes dos itens

(7) e (6).

O item “circule as hipéteses e sublinhe as conclusfes”, deve levar a uma
leitura mais atenta das propriedades. Os alunos devem chegar ao sucesso com as

seguintes decisodes.

(1) Circulando: “Por dois pontos distintos A e B” e sublinhando: “passa uma Unica reta”.
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(2) Circulando: "Dada uma reta e um ponto A” e sublinhando: “existe uma Unica reta paralela a r

que passa por A”.
(3) Circulando: “Duas retas paralelas a uma terceira” e sublinhando: “sdo paralelas entre si”.

(4) Circulando: “Se duas retas s&o paralelas” e sublinhando: “ento toda reta que intercepta uma,

intercepta a outra”.

(5) Circulando: “Dada uma reta r e um ponto A” e sublinhando: “existe uma Unica reta s

perpendicular a r passando por A”.

(6) Circulando: “Se duas retas séo paralelas” e sublinhando: “entdo, toda reta perpendicular a uma

é perpendicular a outra”.

(7) Circulando: “Se duas retas sdo perpendiculares a uma terceira” e sublinhando: “entdo, sao

paralelas entre si”.

Associada a figura geométrica apresentamos as hipoteses na linguagem
algébrica, no caso de figuras iguais o aluno deveria recorrer as hipéteses para

identificar o item correto.
Atividade 3

Para desenvolver habilidades no reconhecimento do estatuto do teorema
e nas mudancas do registro de representacédo diferentes situacdes devem ser
apresentadas. E nossa intencdo, com essa atividade, contribuir no sentido do
aluno estabelecer o estatuto do teorema: o aluno deve identificar hipoteses e
conclusdes de propriedades apresentadas nos trés registros de representacéo
(linguagem natural, algébrica e da figura).

Espera-se que os alunos cheguem ao sucesso, com as seguintes

respostas:
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Forma condicional da propriedade 1: Ser é a reta que passa pelos pontos médios de dois lados

opostos de um paralelogramo, entdo, ela é paralela aos outros dois lados.

Hipoteses

Concluséao

LINGUAGEM NATURAL

ABCD é um paralelogramo

E, F sédo pontos médios de

lados opostos e r= EF

r é paralela aos outros

dois lados opostos

LINGUAGEM ALGEBRICA

ABCD é um paralelogramo

AE=ED , BF=FC e r= EF

r/l ABe ril DC

LINGUAGEM DA FIGURA

B

Forma condicional da propriedade 2: Se ABCD e CDEF séo paralelogramos e A., B, E e F ndo

estao alinhados, entdo, ABFE é um paralelogramo.

Hipoteses

Concluséo

LINGUAGEM NATURAL

ABCD é paralelogramo,
CDEF é paralelogramo

A,B,E e F nao estao alinhados

ABFE é paralelogramo

LINGUAGEM ALGEBRICA

ABCD é paralelogramo,
CDEF é paralelogramo
A,B,E e F ndo estéo alinhados

AB// FE e FBI/ AE

LINGUAGEM DA FIGURA

E
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Forma condicional da propriedade 3: Se temos um circulo de diametro E, entao, as retas

tangentes a este circulo em A e em B séo paralelas.

Hipoteses Concluséo
LINGUAGEM NATURAL Circulo de diametro AB
r é tangente ao circulo em B ré paralela as

LINGUAGEM ALGEBRICA AB diametro do circulo

— — rlls
rlJ AB e s/[]AB

LINGUAGEM DA FIGURA

O aluno pode chegar a decisdes erradas:
Se utilizarem parte das hipéteses, nesta situacdo, deve determinar a seguinte

forma condicional para o teorema 1:

“Se a reta passa pelos lados opostos de um paralelogramo, entéo ela é paralela aos dois lados”.

Esse erro pode determinar o seguinte quadro:

Hipoteses Concluséo

LINGUAGEM NATURAL Se a reta passa pelos lados Entdo ela é paralela aos

opostos de um paralelogramo dois lados

LINGUAGEM ALGEBRICA
r= AD t// BC

LINGUAGEM DA FIGURA
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Prevemos o fracasso no preenchimento do quadro para o teorema 2, em
relacdo ao registro na linguagem da figura, fazendo dois paralelogramos
separados, devido ao obstaculo (no sentido de DUVAL) da sobreposi¢cdo dos
paralelogramos. Segundo DUVAL (1988), ha uma certa resisténcia em fazer
figuras sobrepostas, pois a apreensdo perceptiva segue a “lei do fecho” que
enuncia “Quando diferentes linhas formam um contorno simples e fechado ela se

separa como uma figura sobre o fundo”.

No registro da linguagem algébrica € possivel que o aluno considere o

paralelogramo com somente um par de lados paralelos.

Hipoteses Concluséo
LINGUAGEM NATURAL ABCD é paralelogramo ABFE é paralelogramo
CDEF é paralelogramo
LINGUAGEM ALGEBRICA ABCD ¢é paralelogramo AB/| EF
CDEF é paralelogramo

LINGUAGEM DA FIGURA

E previsivel que na propriedade 3, o aluno chegue ao fracasso devido a
ndo utilizacdo da definicdo de circulo e de reta tangente. Deste modo, pode
acontecer que o aluno ndo use a propriedade: “Se uma reta é tangente ao circulo,
entdo, ela é perpendicular ao raio”. Portanto, levado pela influéncia da palavra
“paralelas”, o aluno pode tomar a decisao de tracar retas paralelas ao diametro da

circunferéncia.
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Provavelmente, Preenchera a tabela do seguinte modo

Hipéteses Concluséo
LINGUAGEM NATURAL Seja um circulo de didmetro AB

r e s tangentes ao circulo ré paralela as
LINGUAGEM ALGEBRICA | geja um circulo de diametro AB rils

LINGUAGEM DA FIGURA

—)

6.2.4 — RELATO DA APLICACAO DA SESSAO 2

No final dessa sesséo fizemos um debate sobre as decisdes dos alunos e
a corregcédo. Destacamos no debate a distincdo entre o estatuto da definicdo e do

teorema, vistos nas atividades 1 e 2.

Decisdes referentes a atividade 3:

Constatamos que o0s alunos conseguiram resolver parcialmente os
exercicios, pois ja reconhecem as hipoteses e a conclusao na linguagem natural.
N&o tiveram dificuldades em escrever a propriedade na forma condicional,
entretanto, houve a necessidade da interferéncia do professor pesquisador, no

registro da linguagem figural e sua conversdo para a linguagem algébrica.

Na linguagem da figura, no preenchimento do quadro referente a
propriedade 2, observamos que quatro duplas decidiram por dois paralelogramos

separados na linguagem da figura, conforme nossa previsao.
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As dificuldades em transitar entre os registros de representacao foram
apontadas no registro da linguagem da figura e sua conversdo a linguagem

algébrica.

De modo analogo as atividades da sesséo 2, ndo houve dificuldades em
rescrever as propriedades na forma condicional. Entretanto, surgiram respostas
errdbneas quanto ao preenchimento dos quadros como foi previsto na andlise a
priori, observamos que somente dois alunos conseguiram desenvolver a figura
corretamente. Foi necessario assisti-los no preenchimento do quadro, executando-

se aresolucdo no quadro negro, em conjunto com todos os alunos.

Conclusao

Julgamos que os alunos compreenderam o estatuto de definicdo e de
teorema e conseguiram reconhecer hipéteses e concluséao.

A maior dificuldade observada foi a mudanca de registro da linguagem da
figura para a linguagem algébrica.

Deveriamos trabalhar somente dois teoremas nessa Ultima etapa do

encontro 2, a fim de que houvesse mais tempo para debates entre as duplas.

6.3— SESSAO 3

A sessdo é desenvolvida na seguinte sequéncia:

* Introducéo do conceito de teorema reciproco.

* Apresentacdo aos alunos das ferramentas usadas para demonstrar. A caixa
de ferramentas é constituida de definicbes e propriedades necesséarias e
suficientes para a composi¢cao do esquema da demonstracao.

* Apresentacdo de um esquema de demonstracdo em forma de rede, com o
objetivo de levar o aluno a coordenar o uso das hipo6teses, da figura
geométrica e das ferramentas adequadas a légica do esquema.
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* Redacdo da demonstracdo: o aluno deve completar a redacdo da

demonstracao a partir do esquema.

6.3.1 — APLICACAO DA SESSAO 3
Um aluno do grupo estava ausente, por isso um deles trabalhou sozinho.

Constatou-se que um aluno participou pela primeira vez do projeto,

procurou-se dar mais atencgao a este aluno.

Houve bastante discussdo nas duplas para as tomadas de decisdo. Os
alunos requisitaram o professor pesquisador por apresentarem dificuldades em
organizar as conversdes de registros e esbocar as figuras geométricas das

atividades propostas.
6.3.2 — CONTEUDO
Atividade 1

Iniciamos esta atividade apresentando o teorema reciproco, atraves de

problemas, a partir da introducéo a seguir:

Teoremas séo afirmacdes gue devem ser demonstradas. Um teorema tem duas partes, as

hipoteses e a conclusao. A hipétese é aquilo que aceitamos ou supomos. A conclusédo é aquilo que

queremaos provar.

Dois teoremas sdo reciprocos quando a hipotese e a conclusdo sdo trocados,

respectivamente, pela conclusao e a hipétese do outro.

Problema 1:

Teorema: Se um tridngulo € isdsceles entdo possui dois &ngulos congruentes.

Hipdtese Concluséo
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As hipoteses e a conclusdo do teorema reciproco sao

Hipdtese Concluséo

O reciproco de um teorema nao é necessariamente verdadeiro.
Para justificarmos que o reciproco nao é verdadeiro devemos dar um contra-exemplo , isto é, um

exemplo que mostra que o reciproco é falso.

Problema 2:
1) Circule a hip6tese e sublinhe a concluséo do teorema abaixo.
Se dois angulos sdo opostos pelo vértice entdo sdo congruentes.

2) O reciproco deste teorema é verdadeiro ou falso ? Justifique sua resposta.

Atividade 2

Apresentamos um texto argumentativo sobre a demonstragdo. Como

fonte de informacéo para a resolucao dos problemas 3 e 4.

O que é demonstrar?

E provar um enunciado matematico. Essa prova deve ser aceita por uma comunidade de
mateméticos.

Por gue demonstrar ?

A demonstragéo explica, esclarece e convence a verdade de uma proposicdo matematica.

Como demonstrar ?

« Em matematica para fazermos demonstracdes utilizamos as definicdes e as propriedades ja

conhecidas que séo as ferramentas para demonstrar. Para facilitar as nossas demonstracdes

esses instrumentos foram reunidos numa caixa de ferramentas, devemos conhecé-los e

saber emprega-los.

« Demonstramos usando uma seguéncia de enunciados organizados conforme regras

determinadas.

e Podemos demostrar um teorema usando o método direto, isto é partindo das hipétese

chegamos na conclusao.
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Problema 3: Demonstre o teorema, abaixo:

“Se dois angulos séo opostos pelo Vértice (0.p.v) entdo os angulos sédo congruentes.”

Palavras Chaves:
Dois angulos sao chamados de opostos pelo vértice quando os lados de um séo
prolongamento dos lados do outro.

Angulos congruentes sdo angulos que possuem a mesma medida.

Faca a figura relativa ao problema:

Caixa de Ferramentas para este problema:

Sendo que usaremos as letras D para as definicdes a P para as propriedades.

Dois angulos sao adjacentes e suplementares se possuirem um
lado comum e se sua soma valer 180°.

@ Propriedade transitiva da igualdade se a=b,b=c entdoa=c.

Palavras chaves:
Angulos adjacentes e suplementares s&o angulos que tém o mesmo vértice, um lado comum,
nao tém pontos internos comuns e somam 180°.

Complete com D ou P, de acordo com a caixa de ferramentas, observando a figura que vocé fez.

4 A
y+B=
180°
o ep o e | [ = oty =
0.p.v. : >< >—> v+B S I
a+y =
180°
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Complete a redacéo da demonstracao:

Sejam ae [, angulos opostos pelo vértice, construidos pela intersecéo

das retasre s . A partir dessa intersegdo temos que o angulo d € adjacente e

suplementar a ae 3, portanto, o + &= ...cccceeeeeeeveinnnnene € B+O= e
Assim, pela propriedade............cccccvvveeeeeeeiniiinnnns temos que....................
.............................. POr iSSO,.....cceccviiiviiieeeeeeeeeeeeeeeeeene.. 1090, @ € B S&O

O problema 4,a seguir, envolve os conceitos de triangulo e suas alturas.
Pretende-se levar o aluno a: identificar as hip6teses e a conclusao; reconhecer as
ferramentas que devem completar o esquema de acordo com a figura e organizar

a redacéo da demonstracdo de acordo com o esquema.

Problema 4: Demonstre que:

Se TIC e TAC séo dois tridangulos entéo as alturas em | e em A sdo paralelas.
a) Figura: Desenhar os tridngulos TIC e TAC (observando que os pontos T e C pertencem aos dois

triangulos).

b)Completar
Hipotese : Concluséo:

Caixa de ferramentas para esse problema

Altura de um tridngulo é um segmento que esta na reta perpendicular tracada de
um vértice a reta suporte do lado oposto, cujas extremidades s&o o vértice e o
ponto de intersecdo com essa reta.

D

@ Duas retas perpendiculares a uma terceira sdo paralelas entre si.
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¢) Completar o esquema usando D ou P de acordo com a caixa de ferramentas o esquema da demonstraco.

d) Numere de 1 a 7 de modo_a obter

TIC éumtriangulo, | . — )
h altura por | —> h OTC
?
................. - —
TAC é um triangulo, > do TC 2
d é altura por A 2
/

a e) Faca aredacdo dademonstracao

redacdo da demonstracao

() Portanto, por definicdo de altura, h aTc.

( )Por hipétese h é altura do triangulo TIC.

() Portanto, por definicdo de altura, d[J TC.

() Ainda por hipétese d € altura por A do
triangulo TAC.

() Portanto, h //d.

() Assim, estamos nas hipé6teses da
propriedade: Se duas retas sédo
perpendiculares a uma terceira entao sdo
paralelas entre si.

(

€ paralela a altura em A do triangulo TAC.

6.3.3 — ANALISE A PRIORI

) Portanto, a altura em | do triangulo TIC

E provavel que alguns alunos cheguem ao sucesso, com as seguintes

respostas:

Problema 1:

Teorema: Se um tridngulo é is6sceles, entdo, possui dois angulos internos congruentes.

Hipdtese

Conclusao

Um triangulo é isésceles

Possui dois angulos internos congruentes

As hipoteses e a conclusao do teorema reciproco

sdo

Hipotese

Conclusao

Dois angulos internos, de um tridngulo, séo

congruentes

O triangulo é isosceles

O Teorema reciproco é

“Se dois angulos sao congruentes, entao, o triangulo é isdsceles”.
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Problema 2:

1) Circule a hipétese e sublinhe a conclusao do teorema abaixo.

Circulando: “Se os angulos sdo opostos pelo vértice” e sublinhando: " entdo, sdo congruentes”.

2) O reciproco deste teorema é verdadeiro ou falso? Justifique sua resposta.

O reciproco é falso. Contra exemplo: Num triangulo isésceles dois dngulos s&o congruentes e ndo

séo opostos pelo vértice.

Prevemos que o aluno nao tera dificuldades em resolver esse problema.

Pois o0 aluno deve usar o exercicio anterior como contra exemplo.

Iniciamos o aprendizado da técnica da demonstracdo com a
demonstracdo do seguinte problema “Se dois angulos séo opostos pelo vértice,
entdo, sdo congruentes” (problema 3). Esta proposicdo foi escolhida para
iniciarmos o estudo da técnica da demonstracdo, pois ela esta presente em todos
os livros didaticos que pesquisamos, bem como na proposta curricular e é utilizada

como ferramenta em muitos exercicios nos livros didaticos.

Assim, prevemos que é um resultado conhecido pelos alunos. Porém,
vamos levar em considera¢do outro “cenario”, aquele que centra sua atencao na

“validacao dessa afirmacao”.

Os alunos devem esbocar a figura correspondente a proposicao, para tal,
o aluno deve representar retas que se interceptam, formando os lados dos
angulos. E possivel que o aluno nio faca de imediato a figura, pois no enunciado
da proposicdo ndo sédo especificadas as retas. Assim, o aluno deve associar as
concepgbes de angulo e angulo congruente. Provavelmente, o professor
pesquisador necessitard iniciar uma discusséo relacionada ao tracado da figura,

levantando as concepcdes de angulo (vértices e lado).

O professor pesquisador deve interferir estabelecendo o nome dos

angulos (objetos da figura) de acordo com o esquema da demonstragao.
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Apresentaremos uma caixa de ferramentas (com uma definicdo e uma
propriedade) e um esquema de demonstracdo. O aluno devera completar o

esquema com as ferramentas adequadas.

Acredita-se que uma das dificuldades sera a identificacdo das hipoteses
da propriedade no esquema da demonstracéo, ou seja, se 0 aluno ndo substituir
as hipoteses que séo apresentadas na caixa de ferramentas por aquelas dadas no

esquema, ele ndo efetuara a substituicdo na concluséo da propriedade.

E esperado que o aluno chegue ao sucesso com as seguintes decisdes,

no problema 3:

Hipodteses:...se dois dngulos sdo opostos pelo vértice

Concluséo ( ou tese):.. entdo, os angulos sdo congruentes
No esquema é provavel que complete com D, P e a = 3, nos espagos indicados.

O aluno deve completar a redacdo da demonstracéo, do seguinte modo:
Sejam a e B, angulos opostos pelo vértice, construidos pela intersecao
das retas r e s . A partir dessa intersecdo temos que o0 angulo  é adjacente e
suplementar a a e (3, portanto, a + d = 180° e [ + J = 180° . Assim, pela
propriedade transitiva temos que a + d = + , por isso, a=8, logo, a e B séo

congruentes.

Apresentamos a seguir, a analise a priori do problema 4 que envolve os

conceitos de triangulo e sua altura.

Pretendemos levar o aluno: a identificar as hipoteses e a concluséo;
esbocar a figura geométrica do problema; reconhecer as ferramentas que devem
completar o esquema de acordo com a figura e organizar a redacdo da

demonstracao.
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E esperado que o aluno determine a figura geométrica:
A _ |

Devemos observar aos alunos as varias possibilidades da figura pertinente
ao problema, pois apesar de possuirem os desenhos distintos fazem parte da
mesma classe das figuras geométricas pois satisfazem todas as hipoteses do

problema. Outras figuras possiveis:

A

[
A

E pedido ao aluno que preencha o esquema da demonstragéo, com D ou

P de acordo com a caixa de ferramentas, as hipoteses e a figura.

Investigando a figura, de acordo com a reconfiguracdo (operacdes interna
ao registro da figura) e a centralizacao das suas atencdes com meta na concluséo.

O aluno deve passar dos triangulos para os segmentos de reta e observar que as
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hipoteses hOTC e dOTC serdo as novas hipoteses da propriedade P assim, a
conclusdo deve estar de acordo com as hipdteses, na articulacdo dessa

propriedade e provavelmente a decisdo do aluno sera h//d.

Provavelmente, o aluno fara a decisdo correta ao completar o esquema da

demonstragao usando as ferramentas : D,D, P e concluindo que h//d.

De acordo com nossas hipbéteses de pesquisas, a resolucdo de
problemas de geometria e a forma de raciocinio exigem a distincdo das

apreensodes da figura( perceptiva, operatéria e discursiva).

Um dos objetivos do esquema da demonstracdo € enfatizar a distincao
entre a apreensao perceptiva que é a interpretacdo das formas da figura e a
apreensdo discursiva que € a interpretacdo dos elementos da figura pois
“mergulha” nas propriedades geométricas do objeto. A caixa de ferramentas

auxilia na apreensao discursiva.

O aluno realizara sobre a figura a apreensao operatoria, para a resolucao
do exercicio, que é a operacdo fundamentada nas modificacbes possiveis da
figura de partida e nas suas reorganizagdes perceptivas que essas modificagcoes
sugerem. O aluno devera passar da dimenséo dois dos triangulos para comparar
as alturas que sao segmentos de reta de dimensdo um, essa mudanca de
dimensao necessaria para a resolucao do exercicio nem sempre € evidente para o

aluno, conforme DUVAL.

Ainda segundo nossas hipéteses de pesquisa, a administracdo de todas
as informacdes, esta associada a exploracdo total da figura. Essa associacao
ajudard na organizacdo légica do esquema da demonstracdo para chegar a

concluséo .

Depois do preenchimento do esquema € pedido que o aluno organize as

frases que se apresentam misturadas aleatoriamente, de modo a satisfazer esse
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esquema. Pois, segundo nossas hipdteses de pesquisa a redacdo da
demonstracao no registro da linguagem natural completa a administracao geral

das provas parciais.

Acreditamos que se o aluno entender o esquema da demonstracédo ele
nao encontrara dificuldades em ordenar as frases, do seguinte modo:
“(2), (1), (4), (3). (6), (5), (7)"

Por fim, pede-se ao aluno que organize a redacdo da demonstracdo a
partir das frases que ele ordenou. O aluno deve fazer a seguinte redacdo da

demonstragao:

Por hipétese, seja h a altura do triangulo TIC por |, assim por definigdo
de altura h[JTC . Ainda por hipétese, seja d a altura do tridangulo TAC, assim
por definicdo de altura doTC.

Sendo h 0 TC e d [J TC satisfaz-se as hip6teses do teorema que
enuncia: Se duas retas sao perpendiculares a uma terceira, entdo, séo
paralelas entre si. Portanto, a altura em | do tridngulo TIC e a altura em A do

triangulo TAC séo paralelas.

6.3.4 - RELATO DA APLICACAO DA SESSAO 3
Atividade 1

Os alunos nao tiveram dificuldades em resolver os exercicios propostos.
Entretanto, 3 duplas apresentaram dificuldades em compreender a nocao de
contra-exemplo. Justificamos que uma proposigcdo em matematica é falsa sempre
que existir um exemplo que satisfaca as hipéteses e ndo satisfaca a concluséo.

Buscamos outros contra-exemplos. Que esbo¢camos o desenho no quadro:

1) No retangulo, dois angulos internos consecutivos sdo congruentes
(valem 90°) e ndo sao opostos pelo vértice.
2) No tridngulo isosceles, dois angulos internos sdo congruentes e nao

sao opostos pelo vértice.
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Atividade 2

Problema 3

A primeira dificuldade foi: Como fazer a figura? (Porém, observamos que 3

duplas néo apresentaram dificuldades).

De acordo com nossas hipbteses de pesquisa, devemos conduzir os
alunos a compreenderem que a figura € uma ancora das hipoteses, e que ela
ajudara a identificar os subproblemas e as ferramentas necessarias para resolvé-

los, determinando a aquisicéao parcial da prova.

Solicitamos que um dos alunos fizesse a figura no quadro, e explicamos
que para a obtencdo dos angulos opostos pelo vértice, necessitamos de duas
retas concorrentes que nao estavam explicitas nas hipoteses. Orientamos ainda
que os angulos poderiam ser nomeados de varios modos; mas, para poder
acompanhar a sequiéncia do exercicio, tinhamos que escolher de modo uniforme o

nome dos angulos.

Explicamos o0 que € “caixa de ferramentas” e as “ferramentas usadas
nesse problema. Trés duplas tiveram dificuldades em entender o significado do
esquema da demonstracdo. Esclarecemos que o esquema tinha o objetivo de
organizar 0 nosso raciocinio e a redacado da demonstracdo seria a administragdo
coordenada de todos os dados do problema, as definicbes e as propriedades

geomeétricas envolvidas.

Duas duplas apresentaram dificuldades em compreender a utilizacédo da
propriedade transitiva, pois no esquema nao se apresentavam as letras a, b e ¢ de
modo semelhante a caixa de ferramentas. Desse modo, eles ndo compreendiam a
substituicdo da propriedade. Rescrevemos a propriedade transitiva no quadro
separando hipéteses da conclusado, e procuramos levar o aluno a investigar com

mais atencgéo a aplicacao dessa ferramenta, do seguinte modo:
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Essa substituicdo, ndo se apresentou tdo evidente para esses alunos.

Propriedade Hipoteses Concluséo

Caixa de ferramentas a=b , ¢ =b a=c¢c

Esquema y+B=180°, a + y=180° y+tB = a+y. Substituigao
Problema 4

Observamos que quatro duplas representaram 0s triangulos
separadamente, isto €, de forma errbnea. Esse procedimento é justificado por
DUVAL como uma dificuldade em se fazer figuras sobrepostas. Para propiciar a
superacao dessa dificuldade, esclarecemos que 0s objetos matematicos propostos
nas hipoteses devem ser representados uma unica vez. Pedimos que um aluno

fizesse no quadro a figura do problema.

Apesar de haver a definicdo de altura na caixa de ferramentas, os alunos
questionaram esse conceito. Fizemos a figura de um triangulo com as alturas no

quadro refor¢cando a definicdo de altura.

Observamos que os alunos nao tiveram dificuldades em preencher o
esquema. Porém, duas duplas questionaram o uso da propriedade da caixa de
ferramentas no esquema da demonstracdo. Procuramos salientar a substituicao

efetuada, do seguinte modo (no quadro negro):

Propriedade

Hipoteses

Concluséo

Caixa de ferramentas

r ot , st

rlls

Esquema

hJTC , d OTC

h//d

Substituicéo
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Quatro duplas organizaram corretamente o esquema e ordenaram as
frases sem dificuldades. As outras duplas fizeram parcialmente. Somente duas
duplas completaram integralmente com sucesso a redacédo da demonstracao.

Orientamos nos dez minutos finais como fazer a redacdo da

demonstracao, para todo o grupo.

6.4 - SESSAO 4 (teste intermediario)

O objetivo desse encontro é analisar as aquisigfes/habilidades dos alunos
no aprendizado das teorias desenvolvidas nos encontros anteriores.
Tentamos responder as seguintes questdes, sobre as decisdes do aluno

frente aos problemas do teste e nossas hipoteses de pesquisa:

1. Compreendeu o estatuto do teorema, consegue identificar hipoteses e

concluséo?
2. Sabe utilizar as mudancas de registros de representacao?
3. Respeita 0 comando das hipéteses na construcdo da figura geometrica?

4. A partir da figura, o aluno distingui as apreensdes perceptivas das apreensdes
discursivas? E relaciona as apreensdes operatdrias com as apreensdes
discursivas?

5. Desenvolve o tratamento completo das informacdes, utilizando a exploracéo
total da figura com uma organizacao logica?

6. Consegue fazer a redagédo de uma demonstracao?

6.4.1 — APLICACAO DA SESSAO 4

Os alunos resolveram os problemas propostos individualmente, s6 doze

fizeram o teste, faltaram 2 alunos.

6.4.2 — CONTEUDO
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Atividade 1

Teorema

Figura Geométrica

(1) Seré paralelaasetéperpendicularar,

entdo, t é perpendicular a s.

()

Hipoteses: A e B pertencem ao circulo e AB é

diametro do circulo.

(2) Se MA = MB, entdo, M pertence a mediatriz

de AB.

i

Hipéteses: rit e s [t

(3) Se A e B pertencem a um mesmo circulo de
centro O, entdo, AO = OB.

()

A
Hipoteses : MA= MB e NA = NB

(4) Se MA=MB e NA=NB, M# N ,entdo, MN é a

mediatriz de AB.

()

Hipoteses:r//s e t Or

(5) Duas retas perpendiculares a uma terceira

séo paralelas entre si.

()
M

N I,

I
Hipétese : MA= MB

(6) Se AB é o diametro de um circulo de centro

0, entédo, O é o ponto médio de AB.

()

Hipdtese: A e B pertencem ao circulo de centro O.
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E pedido que o aluno, observando os dados do quadro, circule as
hipéteses e sublinhe a concluséo e associe as propriedades geométricas dadas na
linguagem natural com as figuras dadas, observando que junto a cada figura foram

apresentadas as hipoteses na linguagem algébrica.

Esse exercicio foi planejado com os objetivos de verificar se o aluno
compreendeu o estatuto do teorema e se ele sabe relacionar o registro da

linguagem natural com o da linguagem da figura, de acordo com os dados.

Atividade 2:

Essa atividade foi organizada com os objetivos:
* Levar o aluno a esbocar a figura geométrica associada ao enunciado, sendo
que as hipodteses sdo oferecidas na linguagem algébrica.
» Verificar se o aluno relaciona a apreensao perceptiva com a discursiva.
* Analisar como o aluno desenvolve a mudanca de registro de representacdo da

linguagem algébrica para a linguagem da figura

Problema 2. Considerando as quatro retas : r,s,t € m.

a) Completar a tabela usando os simbolos [Jou // convenientemente.

b) Faca afigura associada a tabela Figura
r s t m
r )
S )
t |
m
Atividade 3:

Essa atividade tem o objetivo de verificar se o aluno:

» Distingue hipoteses e conclusao de uma propriedade.

 Consegue escrever as hipoteses e a conclusdo nos trés registros de
representacgao.

* Respeita 0 comando das hipoteses na construcéo da figura geométrica.
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» Distingui as apreensdes perceptivas das apreensdes discursivas, a partir da
figura? E relaciona as apreensdes operatdrias com as apreensdes discursivas
(desenvolvendo as substituicdes pertinentes)?

* Desenvolve o tratamento completo das informagdes, utilizando a exploracéo
total da figura com uma organizacéao légica?

» Consegue fazer a redacdo de uma demonstracao?

E dado o seguinte problema.

Problema 3. Seja ABC um tridngulo , AH sua alturaem A e ra mediatriz de AH , entdo r e BC
séo paralelas.

a) Complete o quadro abaixo.

Teorema Hipoteses Concluséo

Linguagem natural

Linguagem algébrica

Linguagem da figura

Ferramentas usadas na demonstracao

D1 — Altura de um tridangulo € um segmento que esta na reta perpendicular tracada de um
vértice a reta suporte do lado oposto, cujas extremidades sdo o vértice e o ponto de
intersecdo com essa reta.

D2 — Mediatriz de um segmento é a reta perpendicular a esse segmento que passa por
seu ponto médio.

P -Serlt e s [tentdor//s.

b) Completar o esquema da demonstracdo usando D1, D2 ou P

N
AH alturado | oo —_— —
triangulo ABC > AH U BC
7?0 |
> —» |1IBC
rimediatrizde ............. — )
AH ” r0 AH
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C) Numere de 1 a 8 para obter aredacdo da demonstracéo:
() Portanto, por definicao de altura AH OBC .

() Estamos assim, satisfazendo as hipéteses da propriedade:

Serlt e st entdor//s.
) Assim, r e BC séo paralelas.

) Portanto, por definicdo de mediatriz rOAH .

) Portanto, concluo que r // BC.

(
(
() Por hipotese AH é altura do triangulo ABC em A.
(
() Ainda por hipétese, seja r a mediatriz de AH .

(

YSe BC (JAH e r [JAH.

d) faca a redacao da demonstracdo

6.4.3 - ANALISE A PRIORI

E esperado que alguns alunos cheguem ao sucesso com as seguintes

decisdes.
Atividade 1:

Numerando: (6), (5), (4), (1), (2) e (3)

(1) Circulando: "Ser é paralela a s, e t perpendicular a r” e sublinhando “ entéo, t é perpendicular

as”.

(2) Circulando: “Se MA=MB” e sublinhando “ entdo M pertence a mediatriz de AB”

(3) Circulando: “Se A e B pertencem a um mesmo circulo de centro O” e sublinhando: “entdo, AO=
oB".

(4) Circulando: “Se MA= MB e NA= NB , M #N" e sublinhando: *“ W é a mediatriz de AB”.

(5) Circulando: “Duas retas perpendiculares a uma terceira” e sublinhando: “sao paralelas entre

si”,
(6) Circulando: “Se AB é o diametro de um circulo de centro O” e sublinhando: “entdo, O é o

ponto médio de AB”.
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Atividade 2: Figura
r S t m r s
r I I O O m
s I I 0
t 0 I il 1 h t
m O I I

Provavelmente, uma das dificuldades seja esbocar a figura, pois
oferecemos os dados através de uma tabela usando a linguagem algébrica, assim

pode ocorrer que cada reta duas vezes.

Atividade 3:

Acreditamos que uma das dificuldades seja “ver* as hipbteses da
propriedade P. Isto €, 0 aluno devera substituir as hipoteses da propriedade pelas
hipéteses do esquema e observar que a conclusdo da propriedade devera estar

de acordo com as hipéteses do problema.

Como “economia de memdria” o aluno deve relacionar a figura com o

esquema da demonstracao o que vai colaborar com sua apreensao discursiva.

Segundo DUVAL (1995), a visualizacgdo em geometria implica
necessariamente pelo menos em uma das trés mudancas sobre o que é visto:
mudanca dimensional, figurativa e de ancora. No nosso exercicio, devera ocorrer
a mudanca dimensional, a partir do triangulo no plano que possui dimenséo
dois, o aluno passard a comparar retas (ou segmentos de retas) de dimenséo
um. A formulacéo do exercicio induz a visualizacdo nas mudancas do que € visto

usando como ancoras as hipoteses associadas a caixa de ferramentas.



129

ltem a)
Teorema Hipoteses Concluséo
LINGUAGEM NATURAL ABC é um triéngulom .
€ a alturaem A re BC sdao paralelas
r € mediatriz de AH
LINGUAGEM ALGEBRICA ABC é um triangulo
AH [BC t// BC
r0 AH
LINGUAGEM DA FIGURA
A
r
C 1 B
H
Item b)
~
— D1 AH O BC
AH alturado | AHD B
triangulo ABC >
? P
D2 > ................. —
r émediatrizde | ... — ri/l BC
— —> rlj AH —>
AH "
?
J
Item c)

Numere de 1 a 8 para obter a redacdo da demonstracéo :

(2) Portanto por definicao de altura AH [0 BC.
( 6) Estamos assim, satisfazendo as hipéteses da propriedade :

Ser[t e s[tentdorl/s.
(8)Assim, re BC s&o paralelas
(4) Portanto, por definicdo de mediatriz rOAH .
(1) Por hipétese AH é altura do triangulo ABC em A.
(7) Portanto, concluo que r // BC.
(3) Ainda por hipétese, seja r a mediatriz de AH .

(5)Se BC JAH e r OAH .
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Item d)
Redacdo da demonstracao:

Por hipotese AH é altura do triangulo ABC em A; portanto, por
definicdo de altura AH [0 BC. Ainda, por hipotese, seja r a mediatriz de
AH , portanto por definicdo de mediatriz r[J AH .

Sendo BC 7 AH er [J m, satisfaz-se desse modo as hipéteses da
propriedade: Serlt e s[t entdo r//s, portanto, conclui-se que r// BC.

Assim, re BC s&o paralelas.
6.4.4 - RELATO DA APLICACAO DA SESSAO 4

Atividade 1

Constatamos que seis alunos inverteram o item (5) com o item (1), com
isso ndo respeitaram todas as hipoteses da propriedade dadas na linguagem

matematica, que estavam associadas a figura geométrica.
Atividade 2

Trés alunos acertaram parcialmente esta atividade, observamos que
representaram duas vezes a reta r e a reta s na figura associada a tabela, isso

determinou erros na composicao da tabela com os simbolos no item a).

Atividade 3

Todos os alunos identificaram as hipéteses e a conclusdo na linguagem

natural. Nove alunos organizaram corretamente a linguagem da figura.

Porém a conversdo para a linguagem algébrica apresentou acertos

parciais: dois alunos escreveram as hipéteses incompletas, dois copiaram as
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hipéteses, dois deixaram de fazer e quatro alunos acertaram parcialmente. Dois

alunos nao fizeram a representacéo algébrica correta da conclusdo apresentando

a seguinte resposta; “Entdo r e AB sdo //*.

Todos os alunos completaram corretamente o esquema da demonstracao.
Porém, trés alunos trocaram alguns itens na numeracdo da ordem das
frases para a composi¢cdo da demonstracdo levando a uma redacéo incorreta.
Dois trocaram apenas a ordem oferecida das hipo6teses, portanto, nove alunos

conseguiram organizar corretamente a redagao da demonstragéo.

Concluimos que os alunos compreenderam o estatuto do teorema, pois
conseguiram identificar as hipbéteses e as conclusbes. Porém, apresentaram

dificuldades em relacionar as mudancas de registro de representacao.

Constatamos que nove alunos respeitaram todas as hipdteses na
construcdo da figura, e provavelmente ja conseguem distinguir as apreensdes
perceptivas das discursivas, e relacionam as apreensdes operatorias com as

discursivas.

Todos acertaram a composicdo do esquema da demonstracdo, mas
somente nove fizeram corretamente a numeracdo correta da demonstragao,
assim como a redacdo da demonstracdo. Assim, concluimos que provavelmente
nove alunos desenvolveram as informagbes com uma organizacdo logica-

dedutiva.

6.5- SESSAO 5

Nessa sessdo abordaremos a organizacdo das ferramentas, da caixa de
ferramentas, deve-se observar quais definicbes e propriedades focam uma Unica

concluséao.
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E importante, também, que os alunos percebam que na demonstracgéo de
uma propriedade que possui muitas hipoteses, elas sdo usadas na demonstracdo

encaixando-se aos poucos no processo dedutivo.
6.5.1 — APLICACAO DA SESSAO 5
Dois alunos estavam ausentes.

Estava ocorrendo na escola um evento extra curricular, os alunos estavam
muito agitados, isto gerou menor concentracdo durante nossa atividade, em
decorréncia resolvemos mudar o contrato didatico. Fazendo leitura oral
(procurando revezar a leitura entre os alunos) com posterior debate e tomada de

decisao.

6.5.2 - CONTEUDO

Atividade 1

Pretendemos conduzir o aluno a observar que para satisfazer uma
determinada conclusdo podem existir caminhos com abordagens diferenciadas,
mostrando que varias propriedades podem levar a mesma conclusdo, apesar de

suas hipoteses distintas.

Nos encontros anteriores, organizamos caixas de ferramentas que sao
constituidas por definicbes e propriedades. Nesse encontro, a partir de uma
pergunta, apresentamos varias respostas possiveis, escritas no registro da
linguagem natural e no registro da linguagem da figura. Tentaremos mostrar como

montar uma caixa de ferramentas.

“Como demonstrar?” Devemos inicialmente conhecer as ferramentas usadas para esse fim.
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1.Como demonstrar que dois segmentos tem o mesmo comprimento?

(1)Usando a definicao:

()

M, entre A e B, é ponto médio de AB se o
AM=MB. A B
(2)Usando a propriedade: ()
Se A é aimagem de B pela simetria de centro
C, entdo CA=CB.
A i i
I7 | T7
(3)Usando a propriedade: () C
_ B 7 /
Se M pertence a mediatriz de AB, entdo " "
MA=MB
(4)Usando a propriedade: ()
Se A e B pertencem a um mesmo circulo de A f #
centro O, entdo AO = OB.
2. Como demonstrar que trés pontos sao alinhados ?
Usando a propriedade: c
Seasretas AB e AC S0 paralelas, entéo A, B B /

e C sao alinhados

3. Como demonstrar que um ponto pertence a

um circulo ?

Usando a propriedade: Se AO =d, entdo, A

pertence ao circulo de centro O eraio d .

4. Como demonstrar que duas retas sao paralelas ?

(1) Usando a definicao: r é paralelaasseres

ndo tem ponto comum ou séo coincidentes.

(2) Usando a propriedade:
Ser e s sdo paralelas a uma mesma reta t,

entdo r/fs.

o

o

() r S

(3) Usando a propriedade:
Ser e s sdo perpendiculares a uma mesma reta
t, entdo rf/s.




5. Como demonstrar que duas retas sdo perpendiculares ?
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(1)Usando a propriedade: ()
Se r é mediatriz de AB, entéo, r J AB.
(2 )Usando a propriedade: ()

Serllsetdr, entdo, t [Js.

A I I

(4) Usando a propriedade: ()
Ser é tangente em A, num circulo de centro O,
entdo, rJ AO.

6. Como demonstrar que trés retas sao concorrentes ?

Usando a propriedade:
Se trés retas sdo mediatrizes de um tridngulo,

entao, elas sao concorrentes.

7. Como demonstrar que M é ponto médio de um segmento?

(1)Usando a definicao:

M é ponto médio de AB se M esta sobre AB
e AM=MB.

(

)

(2) Usando a definicao:

A e B sdo simétricos em relagédo a C, entéo,

C é o ponto médio de AB.

(

)

gy
T

¥+
=

(3) Usando a propriedade:
Se AB ¢ o diametro de um circulo de centro o,

entdo, O é o ponto médio de AB.

(

)

/L
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8. Como demonstrar que uma reta é a mediatriz de um segmento?

(1)Usando a propriedade: () ,
Se MA=MB e NA=NB, entdo, MN é a mediatriz
de AB. A 1 I R B
(2) Usando a propriedade: ()

. , . ~ ~ r
Se A e B sdo simétricos em relacdo ar, entéo,
r é a mediatriz de AB.

A 1 I 1 B
( 3) Usando a definicado de mediatriz () M
A mediatriz de um segmento € a reta
perpendicular a esse segmento passando pelo
seu ponto médio.
A \/\ B
N

9. Como demonstrar que um ponto pertence a mediatriz de um segmento?

Usando a propriedade:

M
Se MA = MB, entdo, M pertence a mediatriz de
AB.
A 1 B

Atividade 2

Problema 1. Seja ABCD um trapézio, tal que AB // CD. N6s construimos a altura AH do

triangulo ACD, e depois a reta d paralela a AH passando por C. Demonstrar que d € a reta
suporte da altura do triangulo ABC passando por C.

Palavras Chaves:

trapézio — quadrilatero com dois lados paralelos
altura do tridangulo: ( ver caixa de ferramentas)
retas paralelas: ndo se interceptam

Figura:
Desenhar um trapézio ABCD tal que AB /| CD tracar em seguida a altura m, desenhar d.

Hipdteses Concluséo
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Caixa de ferramentas:

Altura de um triangulo é um segmento que esta na reta perpendicular tracada de um
D | vértice a reta suporte do lado oposto, cujas extremidades s&o o vértice e o ponto de
interse¢@o com essa reta.

P |Se duas retas séo paralelas, toda perpendicular a uma é perpendicular a outra.

Esquema de demonstracao: Preencha com D ou P de acordo com a caixa de ferramentas

Hip, AR & | L. ——)
a altura —» | AHOCD
do AACD ? )
>y AnDAB
? N\
Hip. || L. —
AB// CD >—> dd AB
1) ?
L N S et
di/ AH —»
J Hip. d 7 | Suporte
Passa gltura
por ¢ 0
) AABC
Faca a redacéo da demonstracéo
6.5.3 — ANALISE A PRIORI
E provavel que o aluno chegue ao sucesso com as seguintes decisdes:
A B
Figura: O
h d
D H C
H
Hipoteses Concluséo
ABCD € um trapézio, assim AB// CD d contém a altura que passa por C,
AH é altura do triangulo ACD, assim AH OCD assim dJ AB

d// AH ed passa por C
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A partir da figura e da caixa de ferramentas, o aluno devera preencher o seguinte esquema usando

as ferramentas D

ou P.

Esquema da demonstracao

b N
Hip. —»| AHOCD ™
AH éa | ? P _ 7\
atura AH [0 AB
do Hip. s > P | yu3B
AACD — ' 5 D déa
AH //CD : > reta
Hip. ? >
J i AH ; suporte
Hip. d ? da
Passa dtura
Por C do
_/
') AABC
Provavelmente, o aluno chegara ao sucesso com a seguinte redacao da
demonstragao:

Por hipotese AH é altura do triangulo ACD, assim, por definicdo de

altura, AH [JCD . Ainda por hipéteseﬁ /I CD , portanto, estamos satisfazendo

as hipoteses da propriedade: Se duas retas sao paralelas, toda perpendicular
a uma é perpendicular a outra. Assim, conclui-se quemﬂﬁ.

Ainda por hipétese d// AH, nessas condi¢cbes estamos nas
hipéteses da propriedade anterior, portanto, concluimos que d[J AB. De

acordo com as hipoteses d passa por C e como d/J AB e d contem a altura
do triangulo ABC por C conclui-se que d é a reta suporte da altura por C do

tridangulo ABC.
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6.5.4 - RELATO DA APLICACAO DA SESSAO 5
Atividade 1

Para o desenvolvimento dessa atividade, mudou-se o contrato didatico,
resolveu-se fazer uma discussao, item por item, com todo o grupo. Pediu-se que
cada dupla apresentasse sua deciséo, levantou-se as decisfes e sua justificativas,
fez-se o fecho da atividade oralmente, explicando sempre que necessario as

duvidas dos alunos e os objetivos dessa atividade.

Os alunos comentaram sobre a dificuldade de esbocar a figura
geométrica, por isso pedimos a um aluno que viesse fazer a figura, no quadro
negro. Iniciamos a discussdo relacionada ao tracado com esse aluno e
constatamos que apesar de ja termos explicado em sessfes anteriores o tracado
de figuras sobrepostas, o aluno oferecia oposicdo em tracar o triangulo sobre o
trapézio, voltando a pensar do “jeito antigo” considerando o triangulo e o trapézio
como duas figuras separadas. Confirmando a teoria de DUVAL sobre a “Lei do

fecho” (cf. fundamentacao tedrica).

Observamos que para favorecer a superacdo dessa dificuldade,
deveriamos trabalhar a construcdo passo a passo da figura observando as
orientacdes das hip6teses. Para isso, pedimos que diferentes alunos fossem

completando a figura.

A medida que os alunos reconheciam os objetos matematicos oferecidos
nas hipoteses fomos desenvolvendo o esbog¢o da figura, o que gerou bastante
discussédo nas duplas.

O esquema da demonstracdo apresentava as hipoteses organizadas de
modo hierarquico, o que gerou dificuldades nas decisbes dos alunos. Apesar
disso, apés discussbes entre as duplas e as intervencdes do professor
pesquisador todas as duplas preencheram com sucesso 0 esquema da

demonstracao.
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A mudanca de tratamento, de um registro de representacédo, de uma
mesma propriedade (oferecida inicialmente na linguagem natural) para duas
representacdes distintas contidas no esquema (na linguagem algébrica) constituiu-
se em um ponto de dificuldade acentuada para os alunos. Pois, a substituicdo das
hipotese da propriedade pelas hipéteses contidas no esquema determinam a
substituicdo da conclusédo da propriedade pela conclusédo associada no esquema.

Procuramos ajudar o aluno a superar a dificuldade apresentada em
“transitar” entre os tratamentos de um mesmo registro explicando, como no quadro
abaixo. Bem como, evidenciando na figura as hipoteses da propriedade, nas duas

situacgdes, nas quais aplicariamos a mesma propriedade.

Propriedade Hipotese Concluséo
rils , tOr tOs
Esquema (aplicagéo 1) CD//AB, AH OCD AB OAH Mudanca
de
Esquema (aplicag&o 2) AH//d, AH O AB drJ AB tratamento

Somente duas duplas completaram integralmente a redagdo da
demonstracdo, duas outras completaram a redagdo com sucesso parcial, as

demais n&o concluiram (essas comentaram que necessitariam de mais tempo).

Observamos que nenhum aluno apresentou as hipoteses na linguagem
algébrica. Acreditamos que para contribuir com um melhor desenvolvimento das
habilidades geométricas dos alunos, deveriamos propicia-los a executar exercicios
que explorassem a coordenagdo das linguagens associadas a exploracéo

heuristica da figura.

Concluimos que sera preciso um trabalho especifico com a coordenacéo

dos registros de representacéo.
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6.6 — SESSAO 6

Na aplicagdo das sessOes anteriores constatamos as dificuldades dos
alunos em converter e coordenar 0s registros de representacdo, bem como,
compreender o tratamento interno a um registro. Levando em consideracéo
essas constatacdes, desenvolvemos a sessao 6, apresentando as definicbes e
teoremas que envolvem os quadrilateros e a conversdao do registro de

representacdo da linguagem natural para a linguagem algébrica.

7

Segundo Duval (1995, p. 69), “Toda representagdo é cognitivamente
parcial em relacdo ao que ela representa e as representacdes de diferentes
registros ndo apresentam 0s mesmos aspectos de um mesmo contelddo
conceitual.”(...) Desse modo, “a conversao dos registros € necesséria para chegar

ao conteudo representado pois supera as limitagdes do representante”.

Assim sendo, as ferramentas (definicbes e propriedades e sua reciprocas)
serdo apresentadas nos trés registros de representacdo: da linguagem natural,
linguagem algébrica e linguagem da figura. De acordo com as dificuldades
apresentadas, resolvemos organizar uma tabela com trés colunas, uma indicando
a linguagem natural , outra a linguagem algébrica e a terceira a linguagem da
figura, 0 aluno deveria completar os espacos indicados na tabela,
convenientemente, convertendo os registros nas linguagens indicadas. Outro
aspecto importante que procuramos salientar foi rever a distingdo entre o definicao
e teorema, bem como os teoremas reciprocos, observando que o0s teoremas
reciprocos possuem as mesmas figuras geométricas, entretanto a sequéncia do
raciocinio associada a visualizacao € inversa, isto €, ha a troca da hipétese com a
concluséo.

6.6.1 — APLICACAO DA SESSAO 6

Todos os alunos estavam presentes. O professor pesquisador foi bastante
requisitado pelas duplas, alguns alunos levantaram e foram fazer as figuras

geomeétricas no quadro questionando definicdes e propriedades no quadro negro.



6.6.2 - CONTEUDO

Paralelogramo
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L. Natural

L. Algébrica

L. da Figura

Definicéo

Paralelogramo é um

quadrilatero convexo
cujos lados opostos
sdo paralelos.

ABCD é um
paralelogramo se

Propriedade 1 Se ABCD é um Hipoteses:
paralelogramo entdo, |ABCD.........ccccuuue....
as diagonais cortam- |[AC eDB ................
se em seu ponto Concluséo:
médio. AO=....oiiiiiieeee.
DO=.ooooororroo M
Reciproca da Se ABCD é um Hipoteses:
propriedade 1 quadrilatero convexo ABCD ....coovvri.
cujas diagonais ACeDB ...
cruzam-se em seus AO=.... e DO =.....
pontos médios entdo, |Conclusao:
ABCD é um ABCD .....ccccvvvveees
paralelogramo.
Propriedade 2 Se ABCD é um Hipoteses:
paralelogramo, entdo, |[........ccccccevveeieiiennnn,
seus lados opostos Concluséo:
possuem 0 mesmo AB=..... e AD=......
comprimento.
Reciproca da Se ABCD é um Hipoteses:
propriedade 2 quadrilatero convexo | ....cccccvceiiiiiiieieeeeeee, 77
cujos lados opoStos [ .ccoiiiiiiiiiiiiiie,
possuem 0 mesmo Concluséao:
comprimento, entao, | .o .
ABCD éum | i
paralelogramo.
Propriedade 3 Se ABCD é um Hipoteses:
quadrilatero CoNVeX0 [ ...ccccovvviiviiireeenninnnne
gue possui dois 1ados | ..ccoveeveeiiiiiiviiiieeeeen,
opostos paralelos e de |Concluséo:

mesmo comprimento,
entdo, ABCD é um
paralelogramo.
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Retangulo
L. Natural L. Algébrica L. da Figura

Definigcéo Um retdngulo é um ABCD é um retangulo
quadrilatero convexo se
que possui os quatro MB AL _BC/....... ,
angulos retos — —

CD ~ ... , DA™ ...

Propriedadel Se ABCD é um Hipéteses:
retangulo , entdo, é um |ABCD .....ccccvvvvvvvvvnnnns
paralelogramo que Concluséao: A |
possui um angulo reto  |ABCD.......cccceeveevveeenes

.................................... D H

Reciprocada Se ABCD éum Hipoteses:

Propriedadel paralelogramo que ABCD......ovviriiiriiiniiniinns
possui um angulo reto, | .....ccccceeeveveeeeiieiiveiinnnnnnn.
entdo, ABCD € Um | .
retangulo. Conclusao

ABCD ....ooviiiiiiiiiiiis

Propriedade 2 Se ABCD é um Hipéteses:
retangulo, entéo, ABCD...cccooovveeeveeveie,

ABCD é um |,
paralelogramo que Concluséo A
possui as diagonais de |ABCD ..........ccvvvvviennnen.
mesmo comprimento. |.......... € ..uee. =BD

Reciprocada Se ABCD é um Hipoteses:

Propriedade 2 paralelogramo cujas ABCD ..c.oovvviiieeeinnn,
diagonaistem o |, D
mesmo comprimento, [AC=........cccciiiiiieennnn.
entdo, ABCD é um Concluséo
retangulo. ABCD ...,
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Losango
L. Natural L. Algébrica L. da Figura
Definigéo Losango é um ABCD é um losango se A
quadrilatero convexo [AB=.....=.....=.....
gue possui 0s quatros
lados de mesmo
comprimento. B
C
Propriedadel Se ABCD é um Hipéteses: A
losango, entdo, ABCD |ABCD...........oeeeevvvvnnnnn.
€ um paralelogramo | ...,
que tem dois lados Conclusao
consecutivos de ABCD......ovvviiiiiiiiiinnns
mesmo comprimento. |e vale
AB-=...... ou BC=...... ou
CD=.....ou DA=........
Reciproca da Se ABCD é um Hipoteses:
Propriedadel Paralglogra}mo quE [
possuiu dois lados | ..,
consecutivos de |
MesSmo COMPrMENtO, | ...cccvvveveveveeeiiiiieinvninnnnns C
entdo, ABCD é um Concluséao:
losango. ABCD .....ocevvevin,
Propriedade2 Se ABCD é um Hipotese: A
losango, entdo, suas ABCD....ccvveeieeeeee,
diagonais SA0 |
perpendiculares. Concluséo:
AC......... DB
1\
Reciproca da Se ABCD é um Hipéteses:
Propriedade? pgralelograrpo cujas ABCD....ccooovvvieeeieees
diagonais S0 |,
perpendiculares, entdo, | o . ~ DB
ABCD é um losango Conclusio: c




Quadrado
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L. Natural

L. Algébrica

L. da Figura

Definicéo

Um quadrado é um
retangulo que possui
os lados de mesma
medida.

Ou
Um quadrado é um
quadrilatero que é ao
mesmo tempo
retdngulo e losango

ABCD é um
............. se ABCD é um
retangulo e

Todas as propriedades do retdngulo e do losango valem para o quadrado:

1. Os lados opostos sdo

2. Os quatro lados tem ..

6.6.3 — ANALISE A PRIORI

E provavel que o aluno chegue ao sucesso com as seguintes respostas.

Paralelogramo

L. Natural L. Algébrica L. da Figura
Defini¢éo Paralelogramo é um ABCD € um A B
guadrilatero convexo |paralelogramo se
cujos lados opostos AB /I CD e
sédo paralelos S —
P AD //BC D c
Propriedade 1 Se ABCD é um Hipéteses:
paralelogramo entdo as | ABCD paralelogramo
diagonais cortam -se AC e DB diagonais
em seu ponto médio Conclusio:
AO =0C A
DO = OB
Reciproca da Se ABCD é um Hipéteses:
paralelogramo entéo ABCD quadriladtero D C

Propriedade 1

seus lados opostos
possuem 0 mesmo
comprimento

AC e DB diagonais
AO=0CeDO =0B
Concluséo:

ABCD é

paralelogramo
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Propriedade 2

Se ABCD é um
quadrilatero convexo e
seus lados opostos
possuem 0 mesmo
comprimento, entao,
ABCD é um

Hipéteses :
ABCD paralelogramo
Conclusao:

AB=CD e AD =BC

paralelogramo. A
17

Reciproca da Se ABCD é um Hipdéteses:
Propriedade 2 guadrilatero convexo que [ ABCD € um

possui dois lados guadrilatero convexo I,

opostos paralelos e de AB=DC e AD =BC C

mesmo comprimento, Concluséo:

entdo, ABCD é um ABCD é um

paralelogramo paralelogramo
Propriedade 3 Se ABCD é um Hipodteses:

quadrilatero convexo que | ABCD quadrilatero

possui dois lados convexo

opostos paralelos e de AB =DC e AB // CD

mesmo comprimento, Concluso:

enta?,IABCD e um ABCD é um

paralelogramo. paralelogramo
Retangulo

L. Natural L. Algébrica L. da Figura
Definicdo Um retangulo é um ABCD é um retangulo

quadrilatero convexo que |se

possui ao quatro angulos | Ag A BC = BC~ CD

retos - — —

CD ~ DA, DA™ AB

Propriedade 1 Se ABCD é um retangulo | Hipéteses: A

, entdo, ABCD ¢é um ABCD € um retangulo -

paralelogramo que Concluséao:

possui um angulo reto ABCD é um u

D

paralelogramo que
possui um angulo reto

Reciproca da
propriedade 1

Se ABCD é um
paralelogramo que
possui um angulo reto,
entdo, ABCD é um
retangulo.

Hipoteses:

ABCD € um
paralelogramo e possui
um angulo reto.
Concluséo:

ABCD é um retangulo
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(continuagdo — Retangulo)

Propriedade 2

Se ABCD é um
retdngulo, entdo, é um
paralelogramo que
possui as diagonais de
mesmo comprimento

Hipoteses:

ABCD € um retangulo
Concluséao:

ABCD é um
paralelogramo e AC =
BD

Reciproca da
propriedade 2

Se ABCD é um
paralelogramo cujas
diagonais tem o
mesmo comprimento,
entdo, ABCD é um

Hipéteses:

ABCD é um
paralelogramo AC=BC
Conclusao:

ABCD é um retangulo

retangulo

Losango

L. Natural L. Algébrica L. da Figura
Definigcéo Losango é um ABCD é um losango se A

quadrilatero convexo que | AB=BC=CD=DA

possui ao quatros lados de

mesmo comprimento. B

C

Propriedade 1 Se ABCD é um losango, Hipoteses:

entdo, ABCD é um ABCD é um losango A

paralelogramo que tem Concluséo:

dois lados consecutivos. ABCD € um

paralelogramo e vale
AB=BC ou BC=CD ou
CD=DA ou DA=AB

Reciproca da
propriedade 1

Se ABCD é um
Paralelogramo que possui
dois lados consecutivos de
mesmo comprimento,
entdo, ABCD é um
losango.

Hipoteses:

ABCD é um
paralelogramo AB=BC
ou BC=CD ou CD=DA
ou DA=AB.
Concluséo:

ABCD é um losango
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Propriedade 2 Se ABCD é um Hipotese: A

losango, entédo, suas ABCD é um losango

diagonais séao Concluséao:

perpendiculares. AC ~ DB
Reciproca da Se ABCD é um Hipoteses: u
Propriedade 2 paralelogramo cujas ABCD é um D B

diagonais sdo paralelogramo

perpendiculares, AC” DB

entdo, ABCD é um Conclusio:

losango ABCD é um losango c
Quadrado

L. Natural L. Algébrica L. da Figura

Definicéo Um quadrado é um ABCD é um quadrado

retangulo que possui se ABCD é um A B

os lados de mesma retangulo e T u

medida. AB=BC=CD=DA

Ou \

Um quadrado é um

quadrilatero que é ao D L4 ¢

mesmo tempo

retangulo e losango

Todas as propriedades do retangulo e do losango valem para o quadrado:
1. Os lados opostos sdo paralelos.
2. Os quatro lados tem 0 mesmo comprimento.

3. Os lados consecutivos sao perpendiculares
4. As diagonais cortam-se ao meio , possuem
0 mesmo comprimento e sdo perpendiculares.

6.6.4 — RELATO DA APLICACAO DA SESSAO 6

Observamos que os alunos apresentaram duvidas, debateram bastante

para a tomada de decisdo, apresentamos algumas questoes:

- " As diagonais, no paralelogramo, cortam-se sempre no meio, sempre ? Por qué?

- “As diagonais , no retangulo, ttm o mesmo comprimento, sempre? Por qué?”
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E possivel que o aluno desconfie desses resultados porque ndo mediu,
explicamos que a demonstracao determinava a validacdo desse resultado, porém
nessa sessao nao fariamos demonstracdes, pois estadvamos somente trabalhando
as conversdes do registro de representagcdo. Acreditamos que comecava com

esses questionamentos o despertar para necessidade da demonstracéo.

Outro aspecto importante foi observar que esses objetos matematicos
(paralelogramo, retangulo, losango, quadrado) tinham uma caracteristica visual
muito forte, isto é, provavelmente, o aluno utilizava somente o registro da figura
para identificar o objeto matematico ndo levando em consideragéo a definicdo na

linguagem natural. De acordo com 0s seguintes questionamentos dos alunos:
“Um retadngulo € um paralelogramo?”
“Um quadrado é um retangulo?”

- “Um quadrado é um losango?”

O professor pesquisador foi requisitado pelas duplas todo o periodo, para
colaborar com a organizacdo dos registros matematicos. O tipo de exercicio

provocou bastante interesse nos alunos.

6.7 - SESSAO 7

A sessdo 7 serd desenvolvida atraves da resolucdo de um problema, com
demonstracdo de uma propriedade que utilizara algumas ferramentas estudadas
nas sessfes anteriores. Esse problema exige a quantidade maior de ferramentas

para a sua demonstracao.

6.7.1 — APLICACAO DA SESSAO 7

Todos os alunos estavam presentes. Eles trabalharam em dupla nas

discussdes. Porém, cada um teve que redigir o seu exercicio.
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N&o entregou-se folhas digitadas eles tiveram que copiar do quadro todo o
exercicio. Finalizando a sessao fizemos o debate e entregamos a copia das

atividades com a resolucao.

6.7.2— CONTEUDO
Atividade

Problema: Seja um tridngulo ABC, E ponto médio de AB el ponto médio de

BC. Seja F simétrico de A em relacdo a | e D ponto médio de FC . Demonstre

gue BECD é um paralelogramo.

Complete o quadro abaixo:
LINGUAGEM NATURAL |LINGUAGEM ALGEBRICA LINGUAGEM DA
FIGURA

Forma condicional do Hipotese

problema

............................................ Concluséao

Caixa de ferramentas

D1- M pertencente a AB é ponto médio de AB se AM=MB= AB / 2.
D2- Um paralelogramo é um quadrilatero convexo cujos lados opostos sao paralelos.

P1 - Um quadrilatero convexo cujas diagonais cruzam-se em seus pontos médios é um
paralelogramo.

P2 - Os lados opostos de um paralelogramo tem 0 mesmo comprimento.

P3 — Um quadrilatero convexo que tem dois lados opostos paralelos e de mesma
medida é um paralelogramo.




150

E pedido ao aluno que complete o esquema da demonstragéo

Por hipétese :
| ponto médio de

BC,Fsimético | ... AIEIE |, ABFIC ol
de A em relacio a Cl=IB paraieiogramo
I
( portanto | é ponto
médio de AF ). / \
Por hip. E ponto médio de - S —
L e-E P _ AB=CF AC /ICF
AB e D ponto médio de AC=BF — —
CF AB/I BF
b —
>
AE= EB= CD= DF
_ = — — CD=EB .o |
AE//EB/I CD /I DF —  —
CD // EB ...............................

6.7.3— ANALISE A

PRIORI

E provavel que o aluno chegue ao sucesso com as seguintes decisdes

L. Natural L. Algébrica L. da Figura
Forma condicional do Hipodtese: A
problema: ABC é um tridngulo
Se ABC é um triangulo, BI=IC £
| é ponto médio de BC, FI=IA
F é simétrico de A em relagéo a FD=DC
— C

| e D é ponto médio de FC, m | n

Concluséo:
entdo BECD é um )

BECD ¢é um paralelogramo
paralelogramo

D
F
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Esquema da demonstracéo

Por hipotese:

| ponto médio de

B_C | D1 Al=IF P1 ABFC é um
................. Cl=IB —eennenennel naralelogramo

F simétrico de A
em relacdo a |

( portanto | é ponto
médio de AF ). / \

P2 D2
Por hip. E ponto médio de AB e ﬁgigi AB /I CF
D ponto médio de CF . - AC Il BF

“_ —

N
AE=EB=CD=DF CD= EB P3 BECD é um
AE//EB /I CD /I DF CD//EB e | paralelogramo

Redac&o da demonstragéo:
Por hipétese ABC é um triangulo, | € ponto médio de BC e F é simétrico

de A emrelagcdo a |, portanto, | € ponto médio de AF . Assim, por definicdo de

ponto médio Al=IF e CI=IB.
Tem-se, ainda, que AF intercepta com CD em I, mas sabe-se pela
propriedade 1, que um quadrilatero cujas diagonais cruzam-se em seus pontos

médios é um paralelogramo, portanto ABFC é um paralelogramo.

Sendo ABFC um paralelogramo, tem-se por definicAo que seus lados

opostos séo paralelos, assim AB/ICF e ACI// BF. Sabe-se ainda que, sendo
ABFC um paralelogramo vale a propriedade que conclui que seus lados
opostos tem o mesmo comprimento, portanto AB= CF e AC=BF.

Mas, por hip6tese, temos que E é ponto médio de AB edé ponto médio

de CF . Portanto, AE= EB= CD=DF e AE// EB// CD/l DF conclui-se, entao,

que CD=EB e CD//EB. Assim estamos satisfazendo as hipéteses da
propriedade 3, isto ¢, BECD é um quadrilatero que tem dois lados opostos de

mesma medida. Portanto BECD é um paralelogramo.
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Essa demonstracéo, exige que as apreensdes estejam em sintonia com os
registros de representacdo. Deste modo recorrer a figura “pode ser uma economia
de memoria”. Visto que, a sequéncia da demonstracdo processa-se
simultaneamente com a mudanca de forma da figura (de acordo com a utilizacao
das hipoteses), como também a mudanca de dimensdo dos elementos utilizados

para compor a figura.

Dentre as hipoteses do problema é dado que F é simétrico de A em
relacdo a |, essa hipotese determina um ponto fora do triangulo que associado ao
reconhecimento da questdo central que € a conclusado, caracterizard na figura do

paralelogramo.

A figura geométrica dessa atividade apresenta a sobreposicao de figuras,
isto €, os pontos médios D e E, determinam um novo paralelogramo, sobreposto
ao paralelogramo inicial. A compreensdo desse fato, segundo DUVAL é uma
dificuldade para o estudante.

6.7.4— RELATO DA APLICACAO DA SESSAOQ 7

Os alunos conseguiram estabelecer as hipéteses e conclusdo da
propriedade, mas precisaram de algumas orientacbes para compor a figura

geomeétrica associada a linguagem matematica.

Quatro alunos foram ao quadro e cada um, a partir das hipoteses, fez

parte da elaboracgao da figura.

Constatamos nessa sessao que 0s alunos ja conseguem superar a
dificuldade ligada as figuras sobrepostas.

Apos trabalharmos a construcdo da figura em conjunto, observamos que

os alunos conseguiram completar com sucesso o esquema da demonstracao.
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Entretanto, dois alunos observaram que abandonamos algumas hipéteses
gquando aplicamos a propriedade P3. O professor pesquisador aproveitou para
novamente enfatizar que a questdo central na demonstracdo € a articulacao
hipétese-teorema-concluséo.

A redacdo da demonstracdo foi feita com inumeras intervencdes do
professor pesquisador. Observamos que alguns alunos recorreram a
apontamentos de sessbes anteriores. E outros, procuravam discutir com o0 seu

colega de dupla.

Cinco alunos observaram que a demonstracdo estava explicando, de

forma organizada, a verdade daquela afirmacéo.

Achamos importante que cada aluno escrevesse a resolucdo do seu

exercicio, pois o teste final seria individual.
6.8 — SESSAO 8 (Pds teste)

O objetivo do poés-teste é avaliar a evolucéo das habilidades geométricas
dos alunos, ap0s as sessfes da sequUéncia didatica. Com essa finalidade,
solicitamos que os alunos que fizessem a demonstracdo de uma propriedade
geométrica. Os alunos devem organizar a redacdo da demonstracdo, portanto
necessitam conhecer e selecionar as propriedades e as definicdes pertinentes ao

problema e usar o raciocinio para articular essas ferramentas de forma logica.
6.8.1 — APLICACAO DA SESSAO 8

Estavam presentes dez alunos os quais deveriam resolver a atividade

proposta individualmente.

Oferecemos folhas em branco e eles deveriam copiar o problema do
guadro. Foram escritos no quadro somente o enunciado da propriedade e a
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solicitacdo para demonstra-lo. Nao pedimos ao aluno que fizesse a figura nem
N&o pedimos aos alunos que fizessem a figura nem separassem as hipoteses e a
conclusdo, nao oferecemos a caixa de ferramentas nem o esquema da
demonstracédo. Deixamos que os alunos ficassem livres para suas tomadas de

decisdes e planejamento de suas idéias.

6.8.2 - CONTEUDO

Problema: ABCD e CDEF s&o dois paralelogramos (suponhamos A,B ,E

e F ndo alinhados) demonstre que ABFE é um paralelogramo.

6.8.3 — ANALISE A PRIORI

Esse exercicio destina-se a averiguar a grau de habilidade do aluno ao
trabalhar problemas de demonstragbes com figuras sobrepostas, associadas a
definicho e propriedades relativas ao paralelogramo. Selecionamos esta
propriedade, que foi enunciada na sesséo 2, antes de apresentarmos a técnica da
demonstracéo e as propriedades e definicdes dos quadrilateros. Escolhemos esse
problema com o objetivo de que os alunos se utilizassem dos estudos feitos
anteriormente sobre quadrilateros.

E provavel que os alunos cheguem ao sucesso com as seguintes

decisdes:

Problema: ABCD e CDEF séao paralelogramos (suponhamos A, B, E e F nao alinhados)

demonstrar que ABFE € um paralelogramo.

Hipoteses Conclusao
ABCD é um paralelogramo ABFE é um paralelogramo
CDEF é um paralelogramo
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Figura geométrica
A B

Caixa de ferramentas que provavelmente sera usada na demonstracao:

D- Um paralelogramo é um quadrilatero convexo cujos lados opostos sédo paralelos
P1 - Os lados opostos de um paralelogramo tem 0 mesmo comprimento.

P2 — Um quadrilatero convexo que tem dois lados opostos paralelos e de mesma medida
€ um paralelogramo.

Provavel esquema da demonstracao

ABCD é um paralelogramo CDEF é um paralelogramo
‘ D...... ‘ ..... PL.. .. Do e Pl.........
AB// CD AB=CD CDI/l EF CD=EF
- AD=BC R — DE=CF
AD /I BC DE //ICF

AB=EF e AB// EF

P2

ABFE é um paralelogramo
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O aluno deve chegar ao sucesso com a seguinte redagdo da demonstragao:

Por hipétese ABCD é um paralelogramo, assim, por defini¢éo, AB//CD e

AD//BC, mas conhece-se a propriedade: “ Se ABCD um paralelogramo,
entdo AB=CD e AD=BC".

Ainda por hip6tese, CDEF um paralelogramo, conclui-se analogamente

que E//E, DE//CF e CD=EF e DE=CF. Portanto, satisfazem-se as
hipéteses da seguinte propriedade: “Um quadrilatero que possui dois lados

opostos paralelos e de mesma medida € um paralelogramo”.

Assim, AB=EF e AB//EF conclui-se gue ABFE é um paralelogramo.

6.8.4 — RELATO DA APLICACAO DA SESSAO 8

Todos os alunos esbogaram uma tabela e organizaram as hipGteses e a

concluséo, e realizaram as mudancas de registro de representacao.

Observamos no decorrer das sessbes as dificuldades dos alunos em
visualizar figuras sobrepostas e esbocéa-las. Por isso, resolvemos aplicar um
problema com esse tipo de situacdo. Selecionamos uma propriedade que foi
enunciada na sessdo 2, antes de apresentarmos a técnica da demonstracao e o
estudo das propriedades dos quadrilateros Nesse exercicio, constatamos o0

sucesso de todos os alunos na execucéo do esboco.

Nenhum aluno organizou a caixa de ferramentas nem o esquema da
demonstracéo. E provavel que a auséncia da caixa de ferramentas e do esquema
da demonstracdo, tenham causado dificuldades nas decisbes dos alunos.
Acreditamos que os alunos tenham organizado a redacdo da demonstracao
observando a figura geométrica , construindo as reconfiguragdes que achavam
pertinentes para alcancar a conclusdo. Somente dois alunos fizeram a redacao
completa da demonstracdo. Os outros 8 alunos fizeram a demonstragcdo com éxito
parcial; sete usaram somente a definicdo, um aluno usou a definicdo e o teorema

mas nao associou-0s adequadamente na redacdo da demonstracao.
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7- ANALISE A POSTERIORI

Retomando as consideragdes da problematica

Em nosso estudo preliminar sobre as concepcbes dos alunos,
constatamos seus fracos desempenhos, no que diz respeito aos conceitos e
habilidades geométricas. Levantamos a questdo: As escolhas didaticas dos
professores, quando ensinam geometria, favorecem a apropriagdo dos conceitos e

das habilidades geométricas?

De acordo com nossa Fundamentacdo Tedrica uma das solucdes para 0s
problemas ligados ao ensino-aprendizagem da geometria para alunos de 52 a 82
séries encontra-se na construcdo de situacdes, com 0s seguintes aspectos:
figuras com um papel heuristico considerando-se as diferentes apreensdes:
perceptiva, discursiva, operatoria e sequencial; demonstracdo como parte
integrante do processo ensino-aprendizagem dos conceitos/habilidades
geométricos e do raciocinio légico-dedutivo; a conversdo dos registros de

representacao nas linguagens natural, algébrica e da figura.

Por isso, organizamos uma seqiéncia didatica que investisse no estudo
da técnica da demonstracado contemplando os aspectos salientados no paragrafo

anterior.

Elegemos como estratégia para o aprendizado da técnica da
demonstracdo a resolucdo de problemas. As atividades se desenvolveram no
decorrer da aplicacdo da sequéncia didatica, num processo de aprendizado
através de discussao, distincdo entre definicdo e propriedade, associacdo dos
registros de representacdo e estabelecimento de um conceito usando uma

definicdo ou uma propriedade.

De acordo com os resultados observados durante a aplicacdo da

sequéncia didatica, constatamos uma nova postura questionativa dos alunos
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sobre a veracidade das propriedades geométricas e discussdes entre eles frente

as definicbes dos objetos matematicos da geometria euclidiana.

Como ja foi dito anteriormente, os alunos participantes de nossa pesquisa
ja tinham estudado o contetddo de nossa seqiiéncia didatica em outro “cenario”
sem as exigéncias do aprendizado da técnica da demonstracdo. Além disso, eles

participavam de aulas de desenho Geomeétrico.

Mesmo assim, observamos dificuldades frente as atividades propostas,
guanto ao desenvolvimento das seguintes habilidades geométricas: distingdo entre
definicbes e teorema, reconhecimento de hipdteses e conclusdo de uma
propriedade; entendimento da figura geométrica, associada a um teorema, como
“ancora das hipoteses”; compreensdo das mudancas de registro de

representacao; organizacao da prova e redacao da demonstracao.

Em face dessa situacao, utilizando elementos da teoria de DUVAL e a
definicdo de demonstragdo de BALACHEFF, procuramos realizar atividades com

os alunos que os ajudassem a superar essas dificuldades.

Constatamos no decorrer da sequéncia o crescimento da desenvoltura
dos alunos em realizar as tarefas. Na sessdo 7, os alunos ja participavam
voluntariamente de constru¢cdes de figuras no quadro negro, ultrapassando a
apreensao perceptiva, justificando todas as reconfiguracdes intermediarias que
observavam, completando o esquema da demonstracdo com sucesso, também
nessa sessdo, os alunos jA observavam que a demonstracao explica a verdade

da afirmacéo.

Os resultados do poés-teste, revelow-nos a habilidade dos estudantes em:
desenvolver a figura; organizar as hipoteses; identificar a conclusdo; destacar as
definicbes e propriedades envolvidas na demonstracdo e organizar a redacao da

demonstracdo. Sendo que dois alunos conseguiram um acerto total e oito, um
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acerto parcial, pois deixaram de identificar uma das propriedades no

desenvolvimento dessa demonstragao.

Retomando as nossas hipoteses de pesquisa

Em nossas hipoteses de pesquisa expomos uma alternativa metodoldgica
para a introducdo do aprendizado da técnica da demonstracédo, mais associada a

uma hierarquia de tarefas do que a uma hierarquia de conteudos.

Salientamos a hierarquia de tarefas em um esquema de atividades nas
quais procuramos favorecer a exploragdo das varias etapas da resolucdo de
problemas com demonstracdes. Conduzimos os alunos por diferentes caminhos
do pensamento geométrico. Iniciamos com o reconhecimento do estatuto dos
postulados, definices e teoremas. Evidenciamos a importancia da distingdo das
hipéteses e da conclusdo em uma propriedade. Exploramos as mudancas do
registro de representacdo(nas linguagens natural, da figura e algébrica). Na
linguagem da figura, apresentamos o estatuto da figura geométrica através de
exemplos, expondo as vérias possibilidades de desenhos distintos (usamos o0s
desenhos feitos nas tarefas pelos préoprios alunos), dos quais facam parte da
mesma classe de figuras geométricas. Procuramos associar a figura um esquema
de demonstracdo estimulando a visualizacdo e o raciocinio. Desenvolvemos a
resolucdo dos problemas, a partir das hipéteses com metas a conclusdo; para
isso, utilizamos um esquema de demonstracdo, o qual estabelece a identificacao
de subproblemas e as ferramentas necessarias para a sua resolugéo,
determinando a aquisicdo parcial da prova. Evidenciamos a importancia da
coordenacao de todos os subproblemas, no tratamento completo das informacdes
dadas no enunciado do problema, determinando a aquisicdo total da prova.

Finalmente orientamos a redacdo da demonstracao.

Outro aspecto importante é a identificacdo da propriedade ou da definicdo
compativel com a solu¢do de um subproblema, essa identificacdo nem sempre era

evidente para todos os alunos. Porém, procuramos conduzir o aluno, durante a
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aplicacdo da sequéncia, a compreensdo da situacdo do problema. Para isso,
usamos a figura associada ao esquema da demonstracdo com o intuito de
desenvolver as varias apreensfes perceptivas, discursivas e operatorias. Os
alunos, gradualmente, efetuaram as mudancas de tratamento no registro de
representacao algébrica e da figura. Acreditamos que a mudanca de tratamento
(interna ao registro), dificulta a “substituicdo” das hipoteses da propriedade pelas
hipéteses do problema e também a identificagdo dos atributos essenciais e
especificos de um objeto matematico. Porém constatamos, a partir das decisdes
dos alunos e do tipo questionamento, que as dificuldades, relativas as mudancas

de registro, foram diminuindo progressivamente com o decorrer das sessoes.

Reconhecemos a importancia da caixa de ferramentas, no decorrer da
aplicacdo da sequéncia didatica, pois as suas ferramentas colaboravam com a
solugbes dos subproblemas. Porém, apresentamos nas caixas somente as
ferramentas necessarias e suficientes para a solucdo dos subproblemas.
Julgamos que para dar continuidade ao aprendizado da demonstracdo €
necessario que o aduno ndo apenas manipule as ferramentas apresentadas nas
caixas, mas também desenvolva a capacidade de selecionar, entre as definigbes e
propriedades que ele estudou, as ferramentas adequadas a resolucdo do
problema. Constatamos no poés-teste essa dificuldade de utilizar as ferramentas
necessdarias a resolucdo do problema, pois s6 dois alunos conseguiram, com
sucesso, usar as ferramentas adequadas para a organizacdo da demonstracdo. A
respeito do desenvolvimento dessa habilidade, constatamos a importancia de:
identificar as ferramentas (reconhecer as hipéteses e conclusédo das propriedades;
estabelecer as definicbes dos objetos envolvidos no problema) e ter a habilidade
de articular essas ferramentas adequadamente. Esse exercicio de raciocinio exige
bastante discussdo e pratica sistematica de problemas de geometria com

demonstragéo.

Acreditamos que a coordenacédo de todos os subproblemas seja uma
tarefa dificil para o aluno. Pois, se por um lado, o esquema da demonstracédo

colabora com a identificagcdo dos subproblemas, por outro, ndo delega ao aluno o
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planejamento da organizacdo desses subproblemas. Nesse sentido, percebemos
a necessidade de tarefas posteriores as atividades desenvolvidas em nossa
sequéncia didatica que propiciassem 0s alunos a organizarem esquemas de

demonstragéo.

Retomando algumas consideracdes de DUVAL

Duval orienta trés niveis de problemas:
Nivel (1) - aqueles em que ha congruéncia operatéria da figura e um tratamento
matematico, neste caso uma apreensao discursiva explicita ndo € necessaria.
Nivel (2)- agueles em que a apreensédo discursiva é necessaria, porque ndo ha
mais congruéncia ou porque € explicitamente pedido como justificativa.
Nivel (3) - aqueles que exigem mais que uma apreensao discursiva, 0 recurso aos
esquemas formais logicos especificos.

Em nossa sequéncia didatica contemplamos somente os problemas de
niveis (1) e (2).

Compreendemos como problemas do tipo (1), aqueles em que a figura
induz, claramente, o aluno (através de uma propriedade geométrica pertinente) a

solucéo do problema.

Por outro lado, os problemas do tipo (2) exigem mais do aluno: analise da
figura, associada a coordenacdo dos registros e a compreensao global do
problema. Processo que deve ser feito “passo a passo”, visto que, identificam a
conclusdo, porém o “caminho” para atingi-la durante a demonstracdo ndo se
apresenta explicito. E preciso, assim, recorrer ao “discurso tedrico” para organizar
0s passos da coleta e selecéo de informacdes e a identificagdo dos subproblemas

e suas justificativas.

DUVAL, em sua andlise, destaca as condi¢bes facilitadoras do
aprendizado:

Pratica sistematica dos problemas do nivel (1).
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Distincédo entre apreensao perceptiva da discursiva.

Representacdo de uma rede de propriedades formando uma rede
semantica de todos os conhecimentos solicitados na demonstracao.
Compreenséao da diferenca entre uma argumentacao no quadro da pratica

natural do discurso e a articulagéo dedutiva.

Procuramos no decorrer das sessfes organizar atividades que
privilegiassem as condi¢Ges facilitadoras de DUVAL. Porém, acreditamos que
alguns alunos, terminada a seqUéncia ainda apresentavam dificuldades em
diferenciar a articulacdo na pratica natural do discurso e a articulagdo dedutiva. Ja
gue, no Pds-teste, sete alunos utilizaram apenas a definicdo de paralelogramo

desconsiderando as propriedades na execuc¢édo da demonstracéo.

Retomando os obstaculos levantados em nossa Fundamentagédo

Tedrica

DUVAL (1995), nos orienta que a coordenacédo dos diferentes registros de
representacdo ligados ao tratamento dos conhecimentos ndo se operam
espontaneamente, mesmo ao curso de um ensino que mobilize essa diversidade
de registros. Levando em consideracdo essas orientagcdes, procuramos, no
desenvolvimento da sequéncia, organizar diversas atividades em que se
utilizassem as mudancas dos registros de representacdo. Os resultados em cada
sessdo confirmam a teoria de DUVAL, pois, apesar do extenso trabalho realizado,
ainda observamos alguns alunos com dificuldades em coordenar os diferentes

registros de representacao.

Concordamos com DUVAL, quando afirma que a figura pode ser um
obstaculo ao aluno, pois ele pode abandonar ou inserir hipéteses de acordo com o
desenho. Observamos no teste intermediario, assim como no decorrer das
sessfes, que a sobreposicdo de figuras geométricas, para alguns alunos

determinava alteracdes nas hipoéteses.
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Além da observacéo anterior sobre a figura, DUVAL argumenta que 0s
alunos acham inutil terem de demonstrar uma propriedade que “se vé” na figura.
Observamos, no pods-teste, que sete alunos organizaram a redacdo da
demonstracéo a partir da figura e da definicdo de paralelogramo. E possivel que
cada um deles tenha considerado o que “viu” na figura como suficiente para a

demonstracéo.

Ao estudarmos as dificuldades geradoras de obstaculos aos alunos para o
aprendizado da demonstracdo em nossa fundamentacéo teorica, observamos que:
0S oObjetos matematicos e o0s teoremas solicitados por uma demonstracédo
associados ao registro de representacdo, em uma rede de propriedades logicas,
pode constituir um obstaculo ao aprendizado da demonstracdo. Com a finalidade
de ajudar os alunos a superarem esse obstaculo, organizamos o0 esquema da
demonstracdo e apresentamos a caixa de ferramentas em nossa sequéncia
didatica. Ainda assim, observamos no decorrer da aplicacdo da sequéncia a
dificuldade de alguns alunos em compreender essa rede de propriedades l6gicas
na técnica da demonstracdo; entretanto, no poés-teste, constatamos que dois
alunos conseguiram desenvolver a demonstragdo com sucesso, conseguindo

assim superar essa dificuldade.

Reconhecemos a for¢a dos obstaculos didaticos no decorrer da aplicacao
da seqUéncia, pois os alunos estavam acostumados a uma geometria de medidas
e construcdo envolvendo aplicacbes de férmulas e calculos. Tivemos que
incentivar os alunos a desenvolverem uma nova maneira de pensar, pois eles
deveriam justificar o porqué de cada passagem do exercicio com definicdes ou
propriedades. Os alunos resistiram um pouco no inicio da sequéncia didatica a

aceitar essa passagem da geometria empirica para a geometria dedutiva.

Procuramos nas varias atividades durante a seqiiéncia didatica, ajudar os
alunos a superar o obstaculo linglistico. Em quase todas as sessées,
apresentamos textos entremeados com pequenas questbes, com definicbes e

propriedades. Observamos a leitura incorreta das definicdes levando a néo
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compreensdo dos objetos matematicos. Procuramos fazer leituras com todo o
grupo chamando a atencdo a compreensdo dos enunciados. Os termos pouco
usados da geometria, no ensino da mesma, s&do muitas vezes base de confusao e
de dificuldades para o aluno: como por exemplo mediatriz, angulos congruentes,
triangulo isdsceles e outros como observamos no decorrer da sequéncia didatica,
isto prejudica a elaboragéo da figura, bem como o entendimento das hipéteses e

conclusao.

Os resultados das sessOes confirmam que a redacdo da demonstracéo
constitui um obstaculo, o aluno pode raciocinar corretamente, enxergar a solucao;
mas ter dificuldades em formalizar seus argumentos de modo preciso. Com 0
intuito de ajudar o aluno a superar esse obstaculo, apresentamos inicialmente
frases misturadas aleatoriamente, ele deveria ordena-las de acordo com o
esquema da demonstracao e a partir delas formalizar a redacéo da demonstracéao.
Observamos que essa estratégia inicial foi de grande valia para ajudar os alunos
no desenvolvimento da redacdo da demonstracdo. Porém, na sessdo 7 nao
apresentamos as frases para serem ordenadas na demonstragdo e constatamos
gue os alunos sentiam-se bloqueados em desenvolver a redagcdo a partir do
esquema da demonstragéo, por ndo encontrarem um vocabulario apropriado para
redigir adequadamente as solu¢des dos subproblemas durante a elaboracdo da
demonstracdo. Assim, a redacdo da demonstracdo foi feita com inumeras

intervencdes do professor pesquisador.

Retomando as nossas expectativas, apdés aplicacdo da

sequUéncia didética

Nossa expectativa ao organizarmos a sequéncia didatica era que ao seu
término o aluno fosse capaz de: associar os diferentes tipos de registros de
representacdo; distinguir o estatuto da definicAo e do teorema; desenvolver a
capacidade de raciocinar logicamente em geometria; compreender a técnica da
demonstracéo e redigir uma demonstragcdo. De acordo com o desempenho dos

alunos no decorrer da aplicagdo da seqiiéncia, constatamos que eles terminaram
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as atividades conseguindo associar os diferentes tipos de registros de
representacdo, bem como conseguiram reconhecer o estatuto da definicdo e do

teorema.

Fomos um pouco pretensiosos em admitir poder desenvolver a
capacidade de raciocinar logicamente em geometria, através de uma sequéncia
didatica, com oito sessdes. Acreditamos que dois alunos demonstraram essa
habilidade no pés-teste para o problema em questdo; porém nao podemos afirmar
gue desenvolveram essa capacidade de raciocinio légico em geometria. As
atividades desenvolvidas procuraram explorar a ldgica na técnica da
demonstracdo , assim sendo, acreditamos que contribuimos para evidenciar novos

caminhos de pensar em geometria.

A partir da sequéncia didatica, os alunos foram conduzidos a uma
compreensao da técnica da demonstracdo, pois na sesséao 6 eles ja evidenciavam
a importancia da demonstracdo para provar a verdade das propriedades
apresentadas, bem como na sessao 7, em que conseguiram desenvolver, com
algumas intervencdes do professor pesquisador, individualmente a redacédo da
demonstragcédo. Destacamos as seguintes intervencgdes: auxiliamos na organizag&o
da figura (procurando estimular que fossem ao quadro e construissem aos poucos
a figura de acordo com as hipoteses); instruimos os alunos que no decorrer da
resolucdo de alguns problemas, diferentes situagbes poderiam ocorrer, sendo
necessaria a selecédo de resultados dos subproblemas, para centrar em metas na

conclusao.

Algumas variaveis importantes, porém de dificil administracao

No decorrer da aplicagdo da sequéncia didéatica, trabalhamos em duplas e
observamos que se por um lado, o trabalho em dupla desenvolve a discussdo com
0 parceiro (durante o processo de descoberta e de tomadas de decisédo), por
outro, 0 aluno da dupla que ndo escreve apresenta mais dificuldades em

compreender as mudangas dos registros de representacdo. Constatamos, na 72
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sessdo, as dificuldades de um dos parceiros das duplas em desenvolver o0 seu

exercicio com redacéo individual.

Uma variavel dificil de administrar € a auséncia do aluno durante a
aplicacdo da sequéncia didatica. Essa auséncia, além de prejudicar o parceiro que
tinha de trabalhar individualmente, prejudicava o proprio aluno, pois, cada sessao

trazia contribuicbes para a proxima sessao.

7z

Outro aspecto importante € a falta de compromisso do aluno com as
atividades desenvolvidas. Pois, ndo terA uma nota no final da seqiéncia e as
atividades ndo compdem o planejamento de matematica da referida escola. Esse
comportamento do aluno é consequéncia do contrato didatico realizado em sala
de aula. Por isso mesmo, o aluno ndo se empenha em dedicar um tempo, fora do
horario de aplicacdo da sequéncia, para estudar os conteddos vistos nas sessoes.
Apesar de nossa finalidade ser a introdugdo da técnica da demonstracédo atraves
de resolucdo de problemas, foi essencial, paralelamente, desenvolver um

embasamento tedrico como suporte a selecdo das ferramentas necessarias a

resolucdo desses problemas.

8- VALIDACAO

Consideramos que os alunos avancaram em seus conhecimentos em
geometria pois demonstraram compreender:
a figura como ancora dos entes matematicos dados nas hipoteses;
a utilizacdo dos registros de representacao;
a ordenacdo logica das informacdes que compdem a prova.
o0 estatuto da definicdo e do teorema,;
a importancia da demonstracdo para explicar logicamente as propriedades da
geometria.
a importancia da figura geométrica como apoio 'ha economia de memoria”

durante o desenvolvimento da demonstracao.
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Devido as consideracdes acima, concluimos ser valida a seqiéncia

didatica adotada para esse grupo de alunos.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

Através de nosso levantamento bibliografico, observamos que muitos
pesquisadores enfatizam a importancia do ensino da geometria, em especial da
geometria com demonstracdes. No Brasil, constata-se o “abandono da geometria
no ensino fundamental’, conforme VIANNA (1988), PAVANELLO (1993),
SANGIACOMO (1996), e GOUVEA (1998).

A partir de nossos estudos, tanto da Proposta Curricular para o ensino de
matematica 1° Grau (Ensino Fundamental) do Estado de Sao Paulo quanto dos
Parametros Curriculares Nacionais, observamos a orientacdo para 0 uso das
demonstragfes em geometria. Entretanto, nos livros didaticos, em geral, ndo se da

énfase a introducéo de seu aprendizado.

Em face dessa situacdo, fomos levados a pesquisar sobre o ensino-
aprendizado da técnica da demonstracdo, organizar e aplicar uma sequéncia

didatica para o seu aprendizado.

Nessa pesquisa, procuramos investigar se a abordagem adotada por
nossa sequéncia favorecia a introducdo do aprendizado da técnica da

demonstragéo.

As analises das diversas sessdes da sequéncia didatica determinam
conclusdes locais que fundamentam nossas conclusdes globais, sendo que, essas
conclusdes estdo de acordo com nossas hipoteses de pesquisa, conforme capitulo

IV, intitulado Problemética e HipGteses de Pesquisa.
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Planejamos atividades que explorassem a introducdo da técnica da
demonstracdo mais associada a uma hierarquia de tarefas do que a uma
hierarquia de conteudos, isto €, elaboramos um esquema com uma graduacéao de
tarefas, ordenadas de modo que o aluno se aproprie das ferramentas que sao
utilizadas na demonstracdo, os registros de representacao, a identificacdo dos
subproblemas, das ferramentas necessarias para resolvé-los; compreenda a
organizacdo, de modo légico, das provas parciais e da administracao total dessas

provas através da redacdo da demonstracao.

Assim, nossa sequéncia de tarefas, apoia-se nas representacoes
semidticas e no reconhecimento do estatuto das definicbes, postulados e
teoremas pelos alunos. De acordo com a teoria de DUVAL, as representacdes
semidticas além de serem necessarias para fins de comunicacdo sao essenciais

para as atividades cognitivas do pensamento.

No decorrer de nossa sequéncia didatica, enfatizamos o estatuto das
figuras geométricas, comparando e debatendo com os alunos sobre as figuras
esbocadas por eles, durante a resolucao dos problemas propostos. Parece que os
alunos compreenderam que a figura € a ancora das hipéteses, para isso,
procuramos evidenciar as apreensdes da figura sequencial, perceptiva, discursiva

e operatoria.

A partir do teste intermediario, podemos constatar a evolucdo dos alunos
frente as dificuldades apresentadas inicialmente. Destacamos entre elas, na
execucao das tarefas: compreensédo do estatuto do teorema (identificacdo das
hipéteses e conclusédo), construcdo da figura (habilidade no comando das
hipoteses na sua execucao), utilizacdo de todas as informac¢des do problema em
uma organizacao légica (consegue usar corretamente as ferramentas no esquema
da demonstragdo), redagdo da demonstracdao (Nove alunos elaboraram

corretamente a redagédo dademonstragao).
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Os resultados apresentados nas sessdes evidenciam a identificacdo de
subproblemas, bem como, a aquisicdo parcial da prova pelos alunos. Quanto ao
tratamento completo as informacdes e a aquisicdo total da prova, constatamos
que entre os dez alunos, que fizeram o teste final, dois alunos elaboraram a
redacdo da demonstracdo com total sucesso. Sendo que, 0s outros conseguiram

um éxito parcial.

Procuramos construir situacdes para a sala de aula que favorecessem a
introducdo & técnica da demonstracdo. E provavel que os alunos ao término da
sequéncia didatica, tenham adquirido uma melhor compreensdo dos conceitos

geométricos e ampliacdo de suas habilidades geométricas.

Acreditamos que a abordagem seguida pela sequéncia didatica cumpriu
seu papel de possibilitar a introducéo da técnica da demonstragcdo em geometria,

baseada na definicdo de demonstragdo de BALACHEFF.

CONSIDERACOES FINAIS

Realizando uma avaliacdo critica do nosso estudo, notamos que
poderiamos aperfeicoa-lo. Reconhecemos que, ampliando a duracéo da aplicacéo
de nossa sequéncia, possibilitariamos o trabalho de certos pontos com menores
intervencdes do professor pesquisador. Dando oportunidades ao processo da
descoberta para todos os alunos, provavelmente, levariamos esses alunos a

obtencao de melhores resultados.

Achamos valido trabalhar com os registros de representacdo em um
namero grande de atividades. Procuramos também apresentar as definicbes e
propriedades a partir dos varios registros de representacdo. Assim procuramos
nos orientar pela teoria de DUVAL para possibilitar a apreensdo conceitual dos

objetos matematicos em geometria, pelos nossos alunos.
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Apesar das variadas atividades que exploravam as mudancgas do registro
de representacdo, constatamos a evidente dificuldade que ocorreu no dominio do
registro algébrico. Porém, acreditamos ser natural que os alunos néo
apresentassem facilidade na compreensao desse tipo de linguagem por ser pouco

usual em seu cotidiano de sala de aula.

Gostariamos de ter adaptado nossa seqUéncia didatica as propostas
atuais, no que diz respeito ao uso de “softwares” educacionais como o CABRF
GEOMETRE IlI, o que notivaria e ajudaria mais os alunos, na visualizagdo do
objeto matematico. Entretanto, observamos que essa escola ndo possuia sala
com computadores para o uso dos seus alunos, na época da aplicacdo dessa

sequéncia, assim, esse tipo de atividade tornou-se inexequivel.

Outro aspecto importante, referido nos Parametros Curriculares Nacionais,
seria construir com os alunos um caminho que a partir de experiéncias concretas
os levassem a compreender a importancia e a necessidade da prova para
legitimar as hipoteses levantadas. Entretanto, buscamos priorizar os aspectos
centrais apresentados na Teoria de DUVAL (conforme Fundamentacdo Teorica)

para a introdugao do aprendizado da demonstragao.

Vale salientar que os alunos que participaram dessa sequéncia, tinham
aulas de geometria e desenho geométrico desde a 52 série. Portanto, é possivel
gue a aplicacdo dessa sequéncia a estudantes sem esses preparos anteriores

nao atinja os bons resultados conquistados nesta pesquisa.

Contudo, gostariamos de acrescentar que os resultados aqui obtidos
determinam a possibilidade de desenvolver a introducdo da técnica da
demonstragdo a alunos da oitava série do Ensino Fundamental. Acreditamos que
existem outras formas eficazes de se introduzir a técnica da demonstracao, porém

para esse grupo de alunos a nossa seqiéncia apresentou elementos facilitadores.
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Frente a algumas dificuldades constatadas no decorrer da aplicacdo dessa
sequéncia didatica, € de nosso interesse continuar os estudos sobre a introducéo

da técnica da demonstracao procurando aperfeicoar essa sequéncia didatica.

No gue tange as finalidades, acreditamos ser preciso dar atengdo a outro
problema: a necessidade de uma formacéo adequada do professor para trabalhar
a demonstragdo em geometria, a fim de que os alunos possam se apropriar da

técnica da demonstracdo em geometria, no ensino fundamental.
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ANEXOS



PUC — SP / Programa de Estudos P6s-Graduados em Educacdo Matematica

Projeto: Demonstracdo em Geometriaﬂ- Sessao  ......... - Data .../.../1998

Observacoes:

e Quais os questionamentos dos alunos?

* Quanto as interacdes sociais entre os alunos: Serd que somente um esta

resolvendo?

! pesquisadora : Prof. Elizabeth Gervazoni Silva de Mello
Orientador : Prof Dr. Saddo Ag Almouloud
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