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Resumo

Este trabalho teve por objetivo estudar métodos geométricos e algébricos
de resolucdo de equacdes de terceiro grau, observando as vantagens e

desvantagens de cada um.

Para isso, construimos uma sequéncia didatica, enfatizando o método
geomeétrico de Omar Khayyam, matematico arabe do século Xll. Foi feita uma
pesquisa historica, e este método foi escolhido por utilizar o quadro geométrico,
guadro este pouco explorado em sala de aula. Utilizamos, também, na
sequéncia, a férmula de Cardano e o dispositivo de Briot-Ruffini para resolver

equacdes cubicas.

Aplicamos nossa sequéncia a dois grupos. O primeiro, formado por
guatro alunos do curso de Ciéncia da Computacdo da PUC-SP. O segundo,
formado por alunos da terceira série do Ensino Médio, do Colégio Vera Cruz; no
inicio, contdvamos com 32 alunos, ao final, eles eram em numero de 6. A
abstencdo, ao final da aplicacdo, se deve, principalmente, a época em que a

sequéncia foi aplicada.

Com resultados obtidos, vemos que o quadro geométrico dificilmente é
usado pelos alunos ao tentar resolver um problema. O método de Omar
Khayyam foi considerado o mais pratico deles, pois pode ser usado para
gualquer equacéao cubica. A formula de Cardano causa problemas aos alunos
gue ndo conhecem numeros complexos e o dispositivo de Briot-Ruffini s6 pode

ser usado quando a equacéo que se quer resolver tem uma raiz inteira.

Os alunos perceberam, também, que podem escolher que caminho
seguir, para resolver uma equacao de terceiro grau, dependendo de seus
coeficientes. Além disso, 0 quadro geométrico, agora, é levado em

consideracao.



INDICE

INTRODUGAO. ......eoieiiiee ittt ettt te et e e ste et et e seestesreaneeeas 1

CAPITULO I: Fundamentac&o Tedrica e Metodologia

I oo =T g o] g - Tox= To TN =To (o> VO UUPSRR 4
0 I 10T [ o2~ T R URRPPTRRRN 4
1.2. A Transposicao Didatica de Yves Chevallard............cccoevvvviiiiiiiiiiennennn. 4
1.3. A Teoria de REQINE DOUAY..........ceiiiiiieieeiiiiieiiiiiiiiiiee s e e e e e e e e e eeeeeeaeannnns 5
1.4. Os Registros de Representacado de Raymond Duval............cccccevvvvvnnnnn. 7
1.5. O contrato didatico de Guy Brousseau............ccccevvvveevvviiniiiiiiieeeeeeeeeeeen, 8

P2\ = (o To (o] (o o - NP 8

CAPITULO II: Estudo Historico

I [T i (0o [0 o= To J= W o 1151 (o ] - VS 12
2. O EStUAO HISTOMCO....ceeeiiiieieiiieee ettt 12
T @ o 1ST=T V7= o 0 1 PSP 20

CAPITULO Ill: Estudo da Transposic&o Didatica

1. A Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo...........ccccevvvvvviiiiiieeeeeeee, 21
2. EStudo de Livros DIJALICOS. .........uvveiiieiiiiiieiee et 21
2.1 CONSIAEragOES GEIAIS.......uuuuureiiiieeeeeeeeeeeeeeeetieaa s e e e e e e eeeeeeeeeeeeerana 21
2.2 EQUACOES A€ TEICEINO GraU......uuuuuuneiiieeeeeeeeeeeeeeeeeietiinsassseeeeeeeneeeeensnnnnns 22

2.2.1 Abordagem para CUDICAS ...........ccevviiiiiiiiiiiiie e 22



2.2.2 Apresentando uma situacao-problema ..........ccccceeveeeeeieerieeeeeeeiinnnnnns 23

2.2.3 ComeNtarios HiStOMCOS. .........uuviiiiiiiiiiiieee e 23
2.2.4 Apresentacdo de métodos de resolucao de cubicas...........ccccceu...... 24
2.2.5 ConClusBes Preliminares. ... 24
2.3, AS COMICAS. .. teeeeee e ittt ettt e e e e e e e e e 25
2.3.1. IntrodUGA0 dO CONCEITO......cceeeeeieiiieeeei e e 26
2.3.2. OS EXEICICIOS. ... uutreeeieeiiaitiiiiie e e e sttt e e e et e e e s e e e e e eee s 26
3. Andlise das ConcepcOes dOS AlUNOS..........cuvvururiiiiiieieeeeee e s 27
G20t I © ] o] = 1 1o 1 27
3.2. O questionario € sua analiSe @ Priofi.............uuueuiiiiiieeeeeeeeeeeieeeeien 28
3.3. Andlise a posteriori do qUESHIONANIO..........cceeieiiieeeeiiiiieee e e e e e 32
CAPITULO IV: Probleméatica da Pesquisa
R 110 Yo [ o= Lo J PP PUPPUR 37
2. Trabalhos encontrados SODIE 0 tEM@........coovuviriiiieeniiee e 37
G T N[0S 17= W o] (0] 0 [0 1] = W PP 38
@ S 1 1 T=] (0o [0 1T T PP PPPRPP 40
4.1. O Construtor Universal de EQUAGOES..........uuiiieeiiiiiiiiieeeeaiieeeieies 40
4.1.1. Teoria algébrica do CONSIIULOr..........uviriiiiiiiiiiiiirieeeeeeeeee e e e ee e e 41
4.1.2. Teoria geomeétrica do CONSLIULON.........cccoeiiiiiiiiiiiiiiiiiierreeeee e 42
4.1.3. Construindo @ MAQUING...........uuuuiiiiiiiiiiiiiiieeeeee e 43
4.2. A formula de Cardano-Tartaglia............ccooeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeee e e 47
4.3 O método de Omar Khayyam...........ccooeiiiiiiiiiiiiiiiieeeeee e 49

I O Lo Rl o =T o] o 1] (= USRS 50



CAPITULO V: A Seqiiéncia Didatica

1. Introducéo a SeqUENCia DIdALICA........coevveieeeeeeeiieeeiee e 54
2. Construcao e analise a priori da Sequéncia Didatica.............ccccceeeeeereeeennnn. 56
2.1 PriMeIra Parte.......coooiiiiiiiiii ettt 56
A 1= o [ LT o = = 69
I o] [Tor=Tor=To Mo f= B T =To [ 1= o ol - USRS 82
3.1. A Primeira apliCAGAO........uuuueueiiiiee e e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e 83
G = 4 0 o =T o T 89
TG AN =T=To (U] g o F= U= T o] o= Tox- To TR 94
3.3.1. CONSIAEraCOES EIAIS.......cceveereereriiriiiiiieeaaeeeeeeeeeeeereeareanna e eeens 94
3.3.2. Relato da apliCaga0........uuuuuiiiiiiei e eeeeeeeeeeeerr e e e e 95

CAPITULO VI: Conclusées

1. O estudo das atividades em sala de aula.............cccceeevniiiiiiiiicniniieee 99
2. Pontos a serem aprofundados............euuuieiiiiiiieeee e 101
3. Por que estudar equacfes de terceiro grau?.......ccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnnnnnnnns 102
4. As contribuicdes da Fundamentagao TeOriCa..........ccvvvveveeevvieiiiiiiieeeeeeeee, 103
5. AS qUESEOES 1EVANTAUAS. .......cieiieiiiiiiiiie e 107

BIBLIOGRAFIA. ... e e eaeanns 109



indice de Anexos

Anexo | — Questionario aplicado aos alunos

Anexo Il — Atividades da sequéncia didatica: Primeira aplicacéo
Anexo lll — Atividades da sequéncia didatica: Segunda aplicacdo
Anexo IV — Graficos implicativos (CHIC)

Anexo V — Graficos de similaridades (CHIC)

Anexo VI — Hierarquia de Implicacdes (CHIC)

Anexo VIl — Planos de Chadoc



Introducao



INTRODUCAO

Este trabalho tem por finalidade estudar a resolucdo de equacdes de
terceiro grau, utilizando a idéia do método geométrico de Omar Khayyam (1050-

1130), matematico arabe, mais conhecido no Ocidente por seus poemas.

A escolha deste tema partiu da curiosidade em observar como o0s alunos
recebem um método de resolucdo de equacdes de terceiro grau diferente dos
gue eles estdo acostumados a encontrar em livros didaticos, principalmente

sendo este um método geométrico.

Vemos, em livros didaticos usados atualmente na terceira série do
Ensino Médio, que ndo ha um estudo especifico para equacdes cubicas, mas
sim uma generalizacdo de resultados tedricos para equacbes de grau n.
Discordamos desta escolha pois, ao fazer um estudo histérico de alguns
métodos de resolucdo de equacdes de terceiro grau, vemos que 0S
matematicos iniciam suas pesquisas desenvolvendo formulas para a resolucéao
de equacdes de graus menores, como 2 e 3. SO depois disso é que tentam

avancar para a procura de férmulas para equacdes de graus maiores.

Outro fator importante, observado em livros didaticos, € a auséncia de
métodos geométricos de resolucdo de equagbes, ou mesmo de utilizacdo do
quadro gomeétrico, vendo a forma do grafico de equacdes de graus diversos.

ApOs estas observacbes, elaboramos um questionario, envolvendo
guestdes relacionadas, principalmente, a resolucdo de equacdes de terceiro
grau. Aplicamos este questionario a alunos de cursos de graduacdo em
Matematica, Ciéncia da Computacédo e Engenharia, que demonstram, por suas
respostas, ter grandes dificuldades para encontrar as raizes desse tipo de
equacdo. Além disso, esses alunos ndo conseguem utilizar os métodos de
resolucéo presentes em livros didaticos, e ndo reconhecem o grafico de uma

equacao cubica.



Procurando diminuir as dificuldades apresentadas acima, desenvolvemos
uma sequéncia didatica, cujo objetivo € apresentar métodos algébricos e
geométricos de resolucéo de equacdes de terceiro grau, para serem analisados
por alunos que finalizaram a terceira série do Ensino Médio ou estdo em seu
final. Isto porque o estudo de equacdes de grau n € abordado ao fim dessa

série.

A andlise dos métodos de resolucdo de equacgdes cubicas visa,
procurando suas vantagens e desvantagens, escolher um dentre eles que

possa ser usado para qualquer equacao desse tipo.

Baseamos a construcdo de nossa sequéncia didatica, em aspectos
tedricos como: dialética ferramenta-objeto e o0 jogo de quadros de Régine
Douady, a transposicdo didatica de Yves Chevallard, os registros de
representacdo de Raymund Duval e o conceito de contrato didatico de Guy

Brousseau.

Este trabalho compdem-se de seis capitulos. O primeiro trata de nossa
fundamentacédo tedrica, sua importancia em nosso trabalho e em que aspectos

ela pode influenciar nossas decisdes ou escolhas.

O Capitulo Il — Estudo Histérico, faz um levantamento de métodos de
resolucdo de equacOes de terceiro grau, desenvolvidos através dos tempos,

enfatizando as necessidades que geraram sua descoberta.

No Capitulo Il — Transposicdo Didatica, vemos um estudo de livros
didaticos, o questionario aplicado aos alunos e sua analise estatistica por meio
de softwares, que nos ajudam a tratar os dados a fim de observar o

comportamento dos alunos frente a equagdes de terceiro grau.

A Problematica é nosso Capitulo IV, em que escolhemos alguns métodos
de resolucéo a serem usados em nossa sequéncia didatica para o estudo pelos
alunos. Levantamos também as questdes a serem respondidas com o estudo

deste trabalho.



O Capitulo V — A Sequéncia Didatica traz a construcdo das atividades a
serem resolvidas pelos alunos, o relato do experimento, que tem duas fases. A
primeira, com 11 atividades, desenvolvendo o método de Omar Khayyam e a
formula de Cardano, e utilizando também o dispositivo de Briot-Ruffini para
resolucdo de equacdes cubicas. Esta primeira fase € estudada com quatro

alunos de primeiro ano do curso de Ciéncia da Computacéo da PUC-SP.

Apdés nosso Exame de Qualificacdo, a sequéncia sofre algumas
mudancas e é novamente aplicada a alunos de terceira série do Ensino Médio
do Colégio Vera Cruz. Desta vez, comecamos com 16 duplas, mas apenas 3

duplas terminaram o estudo.

No Capitulo VI — Conclusdes, analisamos os dados colhidos, e tentamos
responder as nossas questdes de pesquisa presentes na Problematica. Por fim,
apresentamos a bibliografia estudada para a realizacdo deste trabalho e os

anexos.
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I. Fundamentacdo Teo6rica e Metodologia

1. Fundamentacao Teodrica

1.1. Introducéo

Descrevemos neste capitulo alguns conceitos da Didatica da Matematica

Francesa nos quais baseamos nosso trabalho.

Iniciamos com a Transposi¢do Didatica de Yves Chevallard, estudando

as diversas transformacdes que um conceito sofre até chegar ao aluno.

Em seguida, vemos a dialética ferramenta-objeto e o jogo de quadros
presentes na teoria de Régine Douady, e 0s registros de representacdo de

Raymond Duval.

Por ultimo, estudamos o conceito de contrato didatico e sua importancia

em sala de aula.

1.2. A Transposicao Didatica de Yves Chevallard

O saber pesquisado pelo matematico sofre inUmeras transformacgfes até
chegar ao aluno. Ao conjunto destas transformacdes Chevallard da o nome de
Transposicao Didatica, que é dividida em diversas etapas, descritas abaixo:

» saber sabio: o conhecimento apresentado a sociedade cientifica pelo
pesquisador, porém, sem expor 0 processo de desenvolvimento do conceito
em questao nem o problema que gerou sua pesquisa,;

» objetos a ensinar: os conhecimentos escolhidos (pelo Governo ou 6rgao
responsavel) como necessarios a formacao do jovem;

* saber a ensinar: aquele que o professor escolhe para ensinar aos alunos.
Aqui, o conhecimento é adaptado para o nivel em que o aluno se encontra e

organizado em disciplinas;



e saber escolar: conjunto de conhecimentos adquiridos pelos alunos apés
determinado curso;

* saber ensinado: o professor gerencia a aquisicdo do saber pelo aluno,
adaptando os objetos a ensinar, a forma de apresentacdo do conceito e 0
tempo de estudo;

» saber disponivel: o conhecimento que o aluno ja adquiriu e pode ser usado

como ferramenta para novas aprendizagens.

O estudo da transposi¢cdo didatica nos permite escolher a abordagem
gue daremos ao nosso trabalho. Para isso, fazemos um estudo historico,
procurando os métodos desenvolvidos para resolucédo de equacdes de terceiro
grau; observamos livros didaticos atuais para comparar suas abordagens com a
por nds escolhida, e desenvolvemos uma seqiiéncia didatica a fim de resolver
equacdes cubicas geometricamente, 0 que nos leva a necessidade de ter como

base o jogo de quadros de Régine Douady, apresentado a seguir.

1.3. A Teoria de Régine Douady

Os componentes tedricos de Régine Douady, a dialética ferramenta-

objeto e 0 jogo de quadros, sdo importantes para o nosso trabalho.

Um conceito pode ter o estatuto de ferramenta ou de objeto. No primeiro
caso, ele é usado para resolver um determinado problema; no segundo, ele é o
conhecimento matematicamente reconhecido, definido independente de seu

uso.

Uma ferramenta pode ser implicita quando o conceito em uso ainda nao
estd completo; ou explicita, quando um objeto é tomado explicitamente para

resolver o problema.

A dialética ferramenta-objeto € um processo de varias fases, pelas quais
o aluno precisa passar, para resolver um determinado problema e adquirir um

conhecimento. Estas fases sao:



a. Antigo, ferramentas explicitas: os alunos usam seus conhecimentos
disponiveis como ferramentas explicitas para tentar resolver o problema,
mesmo que ndo completamente;

b. Pesquisa, novo implicito: sem conseguir resolver o problema totalmente, os
alunos sao induzidos a diferentes caminhos para complementar sua tarefa.
Um deles € a mudanca de quadros, fazendo uso de ferramentas novas
implicitas;

c. Explicitagdo e institucionalizagdo local de elementos que tém um papel
importante: 0s processos de resolucdo utilizados s&o validados
matematicamente para a classe;

d. Institucionalizagédo, estatuto de objeto: o conceito, antes ferramenta, se
transforma em objeto de estudo, sendo tratado pelo professor como um
saber comum a todo o grupo;

e. Familiarizac&o, reinvestimento: o saber coletivo torna-se o saber de cada
individuo que compde 0 grupo; Novos exercicios sao propostos aos alunos
pelo professor;

f. Complexificacdo da tarefa ou novo problema: o novo objeto é usado como

ferramenta explicita, isto €, torna-se um conhecimento antigo.

Um quadro, na teoria de Régine Douady, € constituido de objetos de um
ramo da matematica, das relacdes existentes entre eles e das imagens mentais

gue se associam a tais objetos.

A mudanca de quadros € uma maneira de modificar as ferramentas em
uso no problema apresentado, mostrando novas relagdes entre 0s objetos que

estdo sendo utilizados na resolugéo.

Deixar um quadro e procurar respostas para o problema em outro,
mesmo que né&o traduza totalmente o problema, traz formulacdes diferentes e

envolve novos conhecimentos.

Os jogos de quadros sdo as mudancas de quadro provocadas pela
iniciativa do professor, para ter uma correspondéncia entre quadros e avancar

na resolucéo do problema formulado.



Em nosso trabalho, utilizamos as coénicas primeiro como objetos de
estudo, para mais tarde dar a elas o estatuto de ferramentas explicitas que

serdo usadas na resolucao de equacdes de terceiro grau.

Nossa seqliéncia tenta seguir as primeiras etapas da dialética
ferramenta-objeto, criando situacbes em que os conhecimentos antigos dos
alunos ndo sejam suficientes para que eles solucionem o problema proposto, o
que os leva a mudanca de quadro algébrico para geométrico, dando uma nova
visao da situacao em estudo.

1.4. Os Registros de Representacdo de Raymond Duval

Raymond Duval introduziu a nog¢ao de registro de representacao para
analisar a influéncia que a forma com que um objeto se apresenta pode exercer
em seu processo de ensino/aprendizagem. Um objeto matematico é
representado através de um registro de representacao, e sua escolha comanda
o tipo de desenvolvimento que se pode dar a resolucdo de uma tarefa

requerida.

O objeto, porém, ndo deve ser confundido suas diferentes
representacdes, e sim ser reconhecido independentemente delas. A distincédo

entre registro e objeto pode auxiliar a compreenséo da matematica.

Para que um registro seja de representacdo em um sistema semiotico,
ele deve permitir trés atividades fundamentais: formacédo, tratamento e

conversao.

A formagéo € a escolha de um registro a ser usado, de acordo com as
regras e dados do problema a ser solucionado. O tratamento é a transformacéo
dessa representacdo no proprio registro que ela formou. A conversdo é a
mudanca de um registro em outro, conservando totalmente ou apenas uma

parte do conteddo inicial.



Esta nogéo de R. Duval é importante em nosso trabalho, ao observarmos
nao sé qual o registro de representacdo predominante entre os alunos, mas
também se este se confunde com o0 objeto matematico em estudo. Além disso,
a conversao de registros € fundamental em nossa sequéncia, na medida em
gue a mudanca do quadro algébrico para o geométrico implica mudanca do

registro equacao para o registro grafico.

1.5. O Contrato Didatico de Guy Brousseau

Contrato didatico (Guy Brousseau — 1982) é um conjunto de regras que
determinam o comportamento e as expectativas de alunos e professor em sala
de aula. Tais regras sao freqiientemente implicitas, mas podem também ocorrer

explicitamente.

As resolugcbes tomadas pelo professor durante a aula, seu
comportamento frente as respostas dos alunos quando guestionados ou sua

maneira de avaliar fazem parte deste conjunto, entre outras coisas.

Por outro lado, as atitudes dos alunos perante o comportamento do
professor em relag@o ao saber ensinado, também se incluem neste contrato.

O contrato didatico é importante em nosso trabalho no momento da
aplicacdo da sequéncia, onde a presenca ou nao do professor, a relacdo dos
alunos com ele e com o pesquisador, o tipo de atividade proposta e o ambiente
de trabalho sédo alguns entre diversos fatores que podem influir em seu

andamento.

2. Metodologia

A meta de nosso trabalho € construir e aplicar uma sequéncia didatica

visando o estudo de algumas formas de resolucdo de equagOes de terceiro
grau, destacando a idéia do método geométrico sistematizado pelo matematico



arabe Omar Khayyam. Este método consiste em transformar uma equacao de
terceiro grau em outra formada por duas conicas. Ele foi escolhido porque
possibilita jogo de quadros e mudanca de registros, além de utilizar o quadro

geométrico, a nosso ver pouco explorado atualmente em livros didaticos.

Iniciamos com uma pesquisa histérica, procurando os diferentes métodos
de resolucdo de cubicas descobertos por matematicos através dos tempos;
guais as necessidades de cada época para que se procurasse um processo de
resolucéo para este tipo de equacao e se teriamos interesse em trazer para a

sala de aula alguns desses métodos.

Um estudo de manuais didaticos € necessario para observarmos como
neles se apresentam as equacdes de terceiro grau, se ha algum estudo
especifico para tal, ou se elas estdo associadas ao estudo de equacdes de grau
gualquer. Analisamos também as propostas curriculares do Estado de Sé&o
Paulo, procurando comparar a maneira de ensino aconselhada ali com a

apresentacdo do tema em livros didaticos usados nas escolas.

O proximo dado importante a ser colhido se refere as concepcdes dos
alunos sobre os métodos de resolucdo de cubicas por eles conhecidos. E neste
trabalho chamamos de “concepcdes” o saber disponivel que os alunos ja
carregam consigo no que se refere a equagbes de terceiro grau e curvas
cbnicas. Como o objetivo do trabalho é utilizar graficos de parabolas e
hipérboles para resolver uma equacédo de terceiro grau, vemos a necessidade
de investigar quais conhecimentos os alunos possuem no que se refere a tais
objetos, como eles os definem, e se sdo capazes de utiliza-los como ferramenta
para a obtencdo de um novo conhecimento. Procuramos também descobrir se
os alunos conseguem resolver uma cubica, quais os métodos utilizados para

este fim e quais as dificuldades enfrentadas nesta resolucéo.

Com este proposito aplicamos um questionario inicial, a partir do qual
verificamos o saber dos alunos nestes dois ramos e procuramos entender seus
conhecimentos espontaneos, caso eles ndo tenham tido uma aprendizagem de

cbnicas e equacdes cubicas. Este questionario é aplicado a alunos de primeiro



e segundo anos de terceiro grau, cursando Matematica, Ciéncia da

Computacéo e Engenharia.

Para analisar os dados colhidos, utilizamos os softwares estatisticos Chic

e Chadoc, estudando analises multidimensionais.

O software CHIC (Classificacdo Hierarquica, Implicativa e Coesitiva) foi
desenvolvido pelo ndcleo de pesquisa em didatica da matematica da
Universidade de Rennes 1 - Franca. Ele é utilizado para fazer uma andlise de
hierarquia de similaridade, que permite estudar e interpretar em termos de
tipologia e de semelhanca (ou auséncia de semelhanca) decrescente, classes
de variaveis construidas de acordo com o seguinte critério: duas variaveis
possuem uma similaridade muito forte quando o nimero de ocorréncias das
duas ao mesmo tempo € relevante em relagcdo ao niumero de ocorréncias de
uma e de outra variavel. As similaridades sdo construidas em forma de arvores
e representadas em reparticdes cada vez mais distantes. O comportamento dos
individuos estd em harmonia com o comportamento estatistico que originou a

classe.

CHIC também é usado para uma andlise implicativa de variaveis. Esse
tipo de andlise relaciona comportamentos. Por exemplo, dados os
comportamentos x e y, x[0y significa que a maioria dos alunos que tém o
comportamento x também tém o comportamento y. Observamos ainda
implicacbes entre classes, construidas a partir das coesfes das mesmas, da
intensidade de implicacdo entre seus elementos e 0 numero de elementos de

cada uma.

Com o software Chadoc fazemos wuma andalise fatorial de
correspondéncias multiplas, que permitem a descricdo, a classificacdo e a
explicitacdo de dados multidimensionais. Esta andlise possibilita a
representacdo simultanea, em um plano, de dois tipos diferentes de

relacionamentos.
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Para fazermos uso da idéia do método de Omar Khayyam, iniciamos com
o desenvolvimento e a aplicacdo de uma sequéncia didatica, para introduzir o
conceito de curvas coOnicas antes de apresentarmos uma abordagem para
cubicas. Como meio de resolucdo geométrico, usaremos o software Cabri-

géomeétre.

Esta seqUéncia se inicia com a construcdo de cada uma das cobnicas
através de suas respectivas propriedades geométricas em Cabri-géometre,
para que o aluno veja a definicdo destas curvas em termos de distancias,

seguida por um exercicio algébrico, fazendo uso das mesmas propriedades.

Como sequéncia didatica para cubicas, usamos Cabri-géometre para
colocar em pratica o0 método de Omar Khayyam e utilizamos alguns métodos
algébricos da historia para uma comparacdo de resultados, tentando

compreender suas diferencas, semelhancas e facilidades.

Como complemento geométrico, € nosso interesse usar o “Construtor
Universal de Equacdes” descrito por d’Alembert na Enciclopédia de Diderot, que
resolve equacfes quaisquer de grau n, pois este recurso nos auxiliard a

apresentar o registro grafico de uma equacao de terceiro grau.
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Capitulo IlI:
Estudo Historico



ll. Estudo Historico

1. Introducéo a Historia

Neste capitulo, fazemos um estudo resumido de alguns métodos de
resolucdo de equacgbes de terceiro grau que surgem ao longo da historia,

visando tomar um dentre eles para ser usado em nossa seqiéncia didatica.

Procuramos observar os motivos que incentivam o0s matematicos a
desenvolver tais métodos e quais as dificuldades por eles enfrentadas nesta

procura.

2. O Estudo Histérico

Por volta de 1800 a 1600 a.C., na Babilénia, comecam a se esbocar
tentativas de resolucdo de equacdes de terceiro grau. Os babildénios fazem

tabelas de cubos e raizes clbicas para auxiliar na procura de um namero
nestas condices. Fazem também tabelas de valores de n® +n?, com n inteiro

entre 1 e 30, para resolver clbicas que tenham termos com x3, x° e termo

independente. Para isso, € usado o método da substituicdo. Equacbes como

ax® +bx? =c podem ser transformadas em equacdes da forma usada pelos

2
- . a : : ~
babilénios se ela for multiplicada por b_3 obtendo, assim, a seguinte equacéao:

Q'%ET@Z_XBZ:L.

a2
0 O bd

Tomemos, por exemplo, a equacdo 2x® +3x? =540. E provavel que o

método dos babilénios fosse usado da seguinte forma(g:

! BOYER, Carl B. “Histéria da Matemética’



. multiplicar a equacdo por 4, obtendo: 8x> +12x? =2160. Esta equacéo

pode ser escrita da seguinte maneira: (2x)3 +3 E(Zx)2 =2160.
. fazendo uma substituicdo do tipo: y = 2x, temos: y* +3y? =2160.

« COm uma nova substitui¢édo: y =3z, temos: (32)3 + 3(32)2 = 2160, o que nos

da: 27z° +3Mz% =2160 0 27z° +27z% =2160 0 z° +2z° =80.
Com a equacdao inicial transformada desta maneira, basta procurar em suas

tabelas o valor de z que torne a equacao acima verdadeira.

N&o ha evidéncias de que os babildnios fossem capazes de reduzir as

equacBes gerais de quatro termos da forma ax® +bx? +cx =d para a sua
forma conhecida de trés termos. E admiravel que eles tenham chegado a esse
nivel de desenvolvimento matematico, ja que sua algebra é Retdrica, isto é,
todos os célculos e problemas sédo expressos atraves de palavras, 0 que

provavelmente torna o desenvolvimento mais dificil.

Na Grécia Antiga, os problemas relacionados a volumes de solidos levam
0s matematicos ao estudo de equacdes de terceiro grau. Um dos problemas
mais importantes para os gregos, que envolve a resolucdo de uma cubica, é a
duplicacdo do cubo, isto é, encontrar a medida do lado de um cubo cujo volume
seja o dobro do volume de um outro cubo dado. Para solucionar este problema,
Menaecmus (aproximadamente 350 a.C.) cria as secg¢des conicas.

Hipocrates de Chios (viveu por volta de 430 a.C.) mostrou que este

problema pode ser resolvido, se for possivel encontrar e usar curvas com a

. . a . ,
seguinte propriedade: —=—=—, em que a € a medida de um segmento

gualquer. Para isto, Menaecmus toma um cone e um plano e, interceptando
estas duas superficies geométricas, que séo familiares a ele, descobre um

grupo de curvas que satisfazem tais propriedades.
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Construindo duas pardbolas de mesmo vértice, cujas equacdes em
notacdo atual sdo y®> =ax e x° =2ay, a abscissa do ponto de interseccio

destas duas curvas € a medida do lado do cubo procurado.

Arquimedes (aproximadamente 287 a.C.), em seu tratado Sobre a Esfera
e o Cilindro, usa 0 mesmo método acima para resolver o problema de como
cortar uma esfera dada de modo que os volumes dos dois segmentos esféricos
estejam numa certa razdo. Mas Arquimedes vai além, e descobre uma condicao

relacionada aos coeficientes da equacédo, para saber o niumero de raizes reais
gue ela possui. Suas equacdes sao do tipo: b2d=x2(c—x). Mas qualquer
cubica pode ser transformada nesta forma, chamada arquimediana. Assim, seu

desenvolvimento é valido para qualquer equagéo de terceiro grau.

Um outro matematico grego usa equacdes cubicas na resolucao de seus
problemas. Diophante (250 a.C.), em sua obra, descreve as regras de
multiplicacdo de poténcias e mostra conhecer a expanséo de (xy)’. Um de
seus problemas pede para: “Encontrar dois numeros tal que sua soma e a soma
de seus cubos seja igual a dois niumeros dados”gl) Mas este matematico nao vai
além de problemas como: (1) Encontrar dois cubos cuja soma é um quadrado;
(2) encontrar dois cubos cuja diferengca € um quadrado; (3) encontrar dois
guadrados cuja soma € um cubo e (4) encontrar dois quadrados cuja diferenca

€ um cubo.

Transportando-nos para a Ardbia, vemos um rico desenvolvimento
matematico, herdado dos gregos. As obras de Ptolomeu, Euclides, Diophante,
entre outros, séo traduzidas e estudadas por arabes capazes de continuar seus
estudos. Entre eles, estd Umar ibn Ibrahim al-Khayyami (1050-1130), conhecido
como Omar Khayyam, com seu estudo geométrico para a resolu¢cdo de uma

equacao cubica.

2 Katz: “Introduction to the History of Mathematics’



Khayyam era astrbnomo, matematico, filésofo e poeta. Seu trabalho mais
conhecido no Ocidente € uma colecdo de poemas entitulada Rubaiyat. De
grande importancia € também sua contribuicdo para a reforma do antigo

calendario, introduzindo o ano bissexto.

Em seu tratado de &lgebra, Sobre a demonstracdo da algebra e da
mugabala (Risala fi-l-barahin ala masa’ il al-gabr wa-l-muqgabala), Khayyam
explica que a algebra tem por objetivo determinar quantidades numéricas ou
geométricas desconhecidas. Esta obra é predominantemente geométrica e
mostra como uma equacao cubica pode ser resolvida através de interseccao de

coOnicas.

Omar Khayyam acredita ser impossivel dar solugbBes aritméticas para
equacdes cubicas, por isso suas solucdes sdo apenas geométricas. Sua idéia

baseia-se no seguinte raciocinio:

Dada a cubica x® +ax? +b?x +c® =0, substituimos x? por 2py, o que resulta
na equacdo 2pxy +2apy +b%x+c® =0, que é uma hipérbole. Como x? = 2py
€ uma parabola, tracando estas duas curvas em um mesmo plano cartesiano,

teremos a interseccdo delas como uma raiz real da equacdo cubica dada

inicialmente.

Um outro matematico arabe segue os passos de Omar Khayyam. Sharaf
al-Din al-Tusi (1201-1274), cujo interesse esta em encontrar condi¢cdes para 0s
coeficientes que determinem o numero de solu¢des possiveis para a equacao.
Como seu predecessor, ele também classifica os tipos de cubicas em grupos,
observando, entretanto, 0 nUmero de raizes positivas ou negativas de cada uma

delas.

Al-Tusi vai além de Omar Khayyam pois sempre faz discussbes a
respeito dos motivos pelos quais as duas cOnicas se interceptavam. A sua

contribuicdo mais original esta em ponderar se xz(b —x) alcancava ou nao o

valor de b.
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Depois dos tempos dos arabes, volta-se a falar em equagdes cubicas na
Idade Média, com Leonardo de Pisa (1180-1250), conhecido também como
Leonardo Fibonacci. Desafiado pelo Imperador Frederico Il a encontrar, pelos

métodos euclidianos, um segmento x que satisfaca a equacao

x® +2x2 +10x = 20, ele prova que a solugéo ndo pode ser encontrada apenas
com régua e compasso, 0 que naquela época significava que a solucdo nao
podia ser encontrada algebricamente. Fibonacci consegue dar uma solucéo
aproximada até a nona casa decimal.

A resolucéo algébrica de equacdes de terceiro grau atinge seu apice no
Renascimento Italiano. O mundo conhece a possibilidade de uma resolugéo
algébrica de cubicas com a publicacdo da obra Ars Magna de Girolamo
Cardano (1501-1576). Apesar de ser conhecido como matematico, ndo é

Cardano o descobridor do método descrito em sua obra.

A afirmacado de Omar Khayyam, de que uma equacao de terceiro grau
nao pode ser resolvida por meios algébricos, incentiva os matematicos a
estudarem estas equacdes. E preciso demonstrar que Khayyam esta certo ou
encontrar uma foérmula algébrica de resolucdo para tais equac¢des, mostrando,
assim, que ele esta errado.

Por volta de 1510 Scipione del Ferro (1465-1526), matematico italiano,
descobre um método de resolucdo de equacdes do tipo x3 +px +q=0. Porém,

nao publica sua descoberta, pois é costume dos matematicos da época néo
revelarem seus segredos para desafiar publicamente seus colegas. Ensina sua
formula apenas a seus discipulos Antonio Maria Fior e Annibale della Nave,
sendo este ultimo também seu sucessor na catedra em Bolonha. Apos a morte
de del Ferro, Maria Fior, usando o conhecimento do mestre, desafia Niccolo
Fontana (1499-1557), conhecido como Tartaglia (0 gago), que ja é bastante
conhecido por seu talento, a resolver equacdes. Tartaglia aceita o desafio e

consegue descobrir, no dia anterior ao debate, um método de resolucédo de

equacoes do tipo x® +px? +q =0, ganhando, assim, a disputa.
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Cardano pede que Tartaglia lhe conte o segredo da solugcéo para
equacdes cubicas, ao que este acabou cedendo e revelando em versos de
linguagem tdo rebuscada, que foi impossivel decifrar o contexto ansiado.
Procurado mais uma vez por Cardano, Tartaglia concorda em lhe explicar seu

método, com a condi¢do de que ele ndo seja revelado.

Em 1545, quando Cardano publicou Ars Magna, o mundo obteve a
solugdo de mais um problema em maos, e Tartaglia viu-se lesado pelo autor.
Em sua obra, Cardano diz que, apesar de Tartaglia conhecer esse método, todo
o crédito da descoberta deve ser dado a Scipione del Ferro. Cardano consegue
gue della Nave lhe mostre as anotacdes do mestre e, assim, sente-se
desobrigado da promessa feita a Tartaglia. Este ainda tenta desafiar
publicamente Cardano, mas quem comparece ao debate é Ludovico Ferrari
(1522-1565), um discipulo de Cardano, ja ganhando fama de grande
matematico. Nao ha vencedor, pois os dois ndo chegam a debater, mas sim
discutir em puablico. Hoje conhece-se o0 método de resolugcdo de cubicas
descoberto por Tartaglia como “Método de Cardano” ou “Férmula de Cardano”.

Deve-se destacar também que, através desse método, Rafael Bombelli
(1526-1572) inicia o desenvolvimento dos numeros complexos, resolvendo uma
equacdo de terceiro grau. Bombelli percebe que, quando essa formula é
aplicada, raizes estranhas aparecem, além da raiz real por ele conhecida.
Assim, inicia um desenvolvimento que mais tarde gera o aparecimento dos
numeros complexos. O feito de Bombelli € de extrema importancia para a
resolucdo de equacdes de terceiro grau, ndo sO por auxiliar a encontrar as
raizes da cubica, mas também por mostrar que equac¢des como esta possuem

trés raizes.

Devemos observar, porém, que é Cardano o primeiro matematico a
manipular nameros complexos, como se eles fossem numeros quaisquer,

resolvendo uma equacao de terceiro grau pelo método descrito em Ars Magna.

Quando, ao final da resolucéo, encontra nimeros da forma a +b+/—-1, Cardano

os classifica como “inateis”. Bombelli, porém, ndo sé manipula tais entes
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estranhos, mas também apresenta leis de multiplicacéo, divisdo e soma para

eles.

Outro matemético a estudar equacgdes de terceiro grau foi Frangois Viete
(1540-1603). Estudou geometria, algebra e trigonometria e, aproveitando seus
conhecimentos, sugere uma solucdo geométrica para o caso irredutivel das
equacdes cubicas. D4, também, sua contribuicdo aos famosos problemas da
Antiguidade, mostrando que a trissec¢cdo do angulo e a duplicagdo do cubo
dependem da resolucdo de uma equacéo de terceiro grau.

Em sua obra “Emendatione”, Viéte ensina um novo método de resolver
uma equacao cubica da seguinte forma:
Seja a equacdo x° +3bx =2z(1), na qual b e z sdo quantidades conhecidas.

Viete introduz uma nova incégnita y através da equacdo b =y(x+y) (2).

Substituindo (2) em (1), temos: x®+3xy(x+y)=2z, o que nos leva a
(x +y)® =2z +y*(3). De (2) temos que (X +Yy) = b Substituindo em (3), temos
y

uma equacdo de segundo grau na incognita y® da seguinte maneira:

y® +2zy° =b%, que nos da y =3/vz? +b® -z.
Em seguida, uma nova incognita y’ € introduzida como b =y'(y'-x). Da mesma

forma que anteriormente, temos uma equacao quadratica na incégnita y’, que

nos levaa y'= JYVb® +2z% +z . Sendo x = y'-y, temos a solucéo da equacao de

terceiro grau pela diferenca de duas raizes cubicas, como em “Ars Magna” de

Cardano.

Viete também da uma solucdo trigopnométrica para equacdes cubicas,

sendo 2Rcosd =x, 2Rcos3¢ =zxb, pode-se resolver equacdes da forma

x3 =3R?x +R?b.

Vale destacar que Viéte usa vogais para incognitas e consoantes para
guantidades conhecidas. Utilizamos aqui a notacdo atual para n&o haver

confusao.
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René Descartes (1596-1650) também estuda a resolucédo de equacgdes
cubicas através da interseccdo de duas conicas. Vai, porém, além dos arabes,
pois percebe que certos pontos de intersecc¢éo representam raizes negativas da
equacéo e ainda, tomando uma circunferéncia e uma parabola, percebe que “se
a circunferéncia ndo corta nem toca a pardbola em algum ponto, isto € uma

indicacdo de que a equacdo ndo tem raizes verdadeiras (positivas) ou falsas

S

(negativas), mas que todas as raizes sao imaginarias.”

A partir do século XVIII, os esfor¢cos dos algebristas sao voltados para a
procura de resolucdo para equacdes algébricas. Seu interesse € procurar uma
formula para equacgfes de grau maior ou igual a cinco. Este estudo gera a teoria
dos grupos de Evariste Galois (1811-1832). Com tentativas de solucionar esse

problema, surgem também novas resolucdes para equacdes cubicas.

Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) comeca estudando
equacOes quadraticas e cubicas e desenvolve, entdo, principios sobre os quais

a solucéo de equacdes deve ser baseada.

Joseph Louis Lagrange (1736-1813) faz duas substituices para resolver
uma equacao de terceiro grau. Primeiro ele a transforma em uma equacéao de
sexto grau e, em seguida, faz desta uma quadratica que é facilmente resolvida.
Seu método usa os principios da solugcdo descrita na obra Ars Magna de
Cardano, tomando x =r+s e escrevendo r e s em funcédo das trés raizes da

equacao inicial.

Em 1770, Gianfrancesco Malfatti (1731-1807) apresenta para a
Accademia delle Scienze di Siena um tratado sobre equacdes de quinto grau,

na qual descreve um método de resolu¢do de cubicas. Tomando a equacao

x3 +3ax+b =0, ele a escreve da forma linear X +mi/f2 +n§/_=0. Para

eliminar as raizes ctbicas, Malfatti substitui 3/f por o¥f e por a?3/f, em que a

€ uma raiz culbica da unidade. Assim, obtétm a equacao

% Carl B. Boyer
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x® =3mnfx +m*f? +n3f = 0. Fazendo f=1, temos x> -3mnx +m*® +n =0, que é

equivalente & equacao inicial, desde que mn=-a e m® +n® =b.

Vemos, assim, que os problemas da Grécia antiga e a afirmacao erronea
de Omar Khayyam levam a desenvolvimentos matematicos que geram
resolucdes algébricas e geométricas de equacdes de terceiro grau. Além disso,
o estudo de equacdes algébricas de uma maneira geral € extremamente

importante para o desenvolvimento da teoria dos grupos de Galois.

3. Observacdes

Analisando este contexto historico, verificamos a dificuldade de se
encontrar um método algébrico de resolucdo para equacdes de terceiro grau.
Isto pode se tornar um obstaculo para os alunos ao estudarem equacdes
cubicas, visto que dificilmente se encontra, em livros didaticos, uma abordagem

gue apresente algum método especifico para a resolucdo destas equacoes.

E possivel que possamos tomar, como obstaculo historico, o problema
de se deparar com raizes quadradas de numeros negativos. Quanto aos
alunos, percebemos que, de uma forma geral, ao tentar resolver algum
exercicio, se o desenvolvimento numérico do mesmo o0s levar a raiz quadrada
de um numero negativo, para eles significa que o problema ndo tem solucao.
Consideramos este fator como um obstaculo didatico pois, dependendo da
equacao de terceiro grau tomada, seu desenvolvimento, a partir da férmula de
Cardano, pode levar a raiz quadrada de um ndamero negativo e, no entanto, é

possivel que ela tenha raizes reais.
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Capitulo Il
Estudo da
Transposicao Didatica



Ill. Estudo da Transposicdo Didatica

1. A Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo

Procuramos nas propostas curriculares do Estado de S&o Paulo, dos
anos de 1980, 1982 e 1994 referéncias concernentes ao nosso estudo e
constatamos que em nenhuma delas existe qualquer alusdo a curvas conicas

ou equacoes de grau trés.

Constatamos, entdo, que o Estado ndo propde a introducdo de conicas e
nem a resolucdo de equacdes de terceiro grau no Ensino Médio.

2. Estudo de Livros Didéaticos

2.1. Consideracdes Gerais

Nosso trabalho visa uma nova abordagem na resolugao de equacdes de
terceiro grau. Para isso, € necessario conhecer as apresentacfes feitas aos
alunos em livros didaticos. Com este objetivo, escolhnemos os quatro manuais a

seqguir:

1. MACHADO, Antonio dos Santos. Matematica na escola do segundo grau,
volume lll, Atual Editora, S&o Paulo(SP), 1994, paginas 95 a 109 e 175 a
198.
2. GENTIL, Nelson e outros. Matematica para Segundo Grau. Volume Il
Editora Atica, S&o Paulo (SP), 52 edigdo, 1996, paginas 111 a 136 e
193 a 206.
3. GRECO, Antonio Carlos & GRECO, Sérgio Emilio. Matematica volume unico,
Editora Atica, 5 edicdo, S&0 Paulo-SP, 1996, paginas 111 a 136 e 193
a 206.
4. BONGIOVANNI, VISSOTO & LAUREANO. Matematica e Vida 2° grau,
Volume lIl, 2% edicéo, Editora Atica, Sdo Paulo, 1993.



A escolha dos livros é feita levando-se em consideragdo os autores mais
usados pelos professores de Ensino Médio. Fomos informados pela Associacéo
Brasileira de Editores de Livros — Abrelivros — que n&o existem dados oficiais a
respeito de quais sédo os livros mais vendidos em S&o Paulo para o Ensino
Médio. Conversamos, entdo, com professores que indicaram os autores dos
livros 1, 2 e 3, acima citados, como os mais usados. O livro 4 é por nos
escolhido, pois apresenta um estudo para equacdes de terceiro grau,
generalizado depois para grau n, e nos interessamos em observar também esta

abordagem.

2.2. Equagdes de Terceiro Grau

Este estudo visa a procura de alguns pontos especificos, como:

Abordagem especifica para cubicas;

Inicio da apresentacao por uma situagcao-problema;

Comentarios histéricos sobre o conceito;

Apresentacdo de métodos de resolucao de cubicas.

Entendemos por situacdo-problema um conjunto de questdes abertas
e/ou fechadas, que levem os alunos a utilizar uma ferramenta matematica
implicitamente, explorando, com conhecimentos disponiveis, as possiveis

respostas que tais questionamentos possam ter.

2.2.1. Abordagem para cubicas

Com excecao do livro 4, todos os manuais da lista acima fazem um
estudo de “Equacdes de grau n”, sem tomar qualquer valor para n de uma
maneira especifica. Nao ha um estudo de cubicas, ndo aparece o grafico de um
polindbmio de grau 3. Em exercicios, vemos algumas equacdes de terceiro grau,
mas em nenhum momento os livros se mostram inclinados a dar énfase ou

detalhar um estudo de tal topico.
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O manual numero 4, entretanto, faz um estudo de equagbes de terceiro
grau, mostra teoremas sobre as raizes de tais equacgdes, sendo elas inteiras,
racionais ou complexas, e estuda as relacdes entre coeficientes e raizes de
uma equacao. SO mais tarde, faz-se alusdo de que todas essas relacbes e

teoremas sédo validos para equacdes de qualquer grau.

Damos grande importancia a um estudo de equacbes cubicas,
separadamente de equacOes de grau qualquer, principalmente pelas
possibilidades de jogo de quadros que esse tipo de equagao nos proporciona. A
abordagem unica, apresentada nos livros, para equacdes de grau maior que
dois, ndo traz outros quadros e registros que sao importantes para o

desenvolvimento dos alunos.

2.2.2. Apresentando uma situacao-problema

A abordagem inicial de um determinado conceito que se quer ensinar,
tende a ser um fator de motivacdo ou nao para o aluno em seu estudo. Uma
simples exposicdo de definicbes e conceitos pode nao incentivar tanto quanto

um exercicio que mostre uma necessidade de aprender.

E por este motivo, que procuramos em livros uma situa¢ao-problema que
iniciasse a abordagem de equacbOes de terceiro grau. SO encontramos,
entretanto, tal incentivo no livro listado acima como numero 4. Este manual
mostra um problema de volume de caixas de papelédo para ser resolvido a partir

de uma equacao cubica.

2.2.3. Comentéarios Histoéricos

Os dados historicos mostram aos alunos os motivos pelos quais 0s

matematicos se empenharam em procurar formulas que resolvessem equacodes

de terceiro grau, fazendo com que eles percebam suas utilidades e os
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desenvolvimentos tedricos que elas geraram. Estas razfes nos levam a

procurar comentarios que esclarecam estes pontos aos alunos.

Apenas os livros numero 2 e 4 citam a histéria de cubicas. O livro 2, faz
um breve comentério a respeito do Método Cardano-Tartaglia de resolver
equacdes de terceiro grau. Nao ha, porém, referéncias de como ele se
desenvolve, nem exercicios que pecam seu uso. O livro 4, fala sobre a histéria
do desenvolvimento de diversos métodos de resolugdo de equacdes de grau
até 4 e mostra como se usa o método de Cardano-Tartaglia. Ndo usa, porém,

este método em exercicios.

2.2.4. Apresentacdo de métodos de resolucado de cubicas

Vemos, nos livros analisados, o estudo de pesquisa de raizes, divisdo de
polinémios através dos algoritmos de Briot-Ruffini ou das chaves, até mesmo de
coeficientes a determinar. Todos falam também de relacdes de Girard e como
utilizad-las. Nenhum deles, porém, traz os metodos de Omar Khayyam ou
Cardano para serem estudados e desenvolvidos em sala de aula. O livro 4

mostra também métodos de resolug¢do por aproximagdo e como usa-los.

Nenhum desses livros mostra qualquer método geomeétrico de resolucao.
Este dado volta a nos mostrar a auséncia de exploracdo do quadro geomeétrico,
nao s6 no que diz respeito a esbocar graficos de equacfes de grau maior ou
igual que trés, como foi observado anteriormente, mas também para que se
encontre as raizes dessas equacgdes. Resolucdes geomeétricas ndo sado levadas

em conta nos livros didaticos analisados.

2.2.5. Conclusdes Preliminares

A partir deste breve estudo de manuais didaticos, podemos constatar

alguns possiveis obstaculos didaticos que o aluno corre o risco de enfrentar

para conseguir resolver uma equacao de terceiro grau:
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a auséncia de estudo de métodos geométricos e algébricos para resolucéo
da equacao;
- a necessidade de encontrar uma raiz da equacao por critérios diversos, para

depois utilizar um dos caminhos de resolucéao apresentados;

+ a nao apresentacdo de equacOes escritas como a igualdade entre dois
polindbmios;
« a generalizagdo dos resultados para equacfes de grau n, sem qualquer

estudo de equacdes de graus 2, 3 ou 4, por exemplo, separadamente;
- a énfase apenas no método de Briot-Ruffini para divisdo de polinbmios;

« a auséncia de exercicios a respeito de problemas do cotidiano que envolvam

equacdes de qualquer grau.

Estes fatores podem vir a causar problemas para os alunos no estudo de
resolucdo de equagdes. O nosso intuito € desenvolver uma outra maneira de
ensino de resolucdo de equacdes de terceiro grau, tentando superar esses
obstaculos didaticos e também os obstaculos histéricos de equacdes cubicas.
Enfatizamos o método de resolucdo geométrico de Omar Khayyam, a fim de

possibilitar a explora¢do do quadro geométrico.

2.3. As Conicas

Para utilizarmos o método geométrico de resolucdo de Omar Khayyam, é
preciso que os alunos tenham algum conhecimento de curvas cbnicas. Por esta
razao, observamos, nos livros didaticos, escolhidos alguns pontos importantes

para nosso trabalho.

Verificamos como elipse, hipérbole e parabola sdo apresentadas aos
alunos e se ha mudanca de quadros nédo s6 para o estudo do conceito, mas

também no desenvolvimento dos exercicios.
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2.3.1. Introducao do conceito

O livro listado acima como numero 3 ndo apresenta uma abordagem
para curvas conicas. Apenas fala de paradbola em seu capitulo de Funcdes,

como o gréfico de uma funcéo de segundo grau.

Os livros 1, 2 e 4 abordam as conicas da mesma forma, com poucas
diferengas. Iniciam seu estudo com a definicho geométrica das curvas,
desenvolvendo em seguida a equacdo de cada uma de acordo com sua
propriedade geométrica. Todos apresentam dados histéricos e citam cortes de

cones por planos.

O livro 1 fala de “lugares geométricos”, enquanto 0s outros usam a

expressdo “conjunto de pontos” nas definicbes geométricas.

Esse tipo de introducdo faz ligagbes entre os quadros geométrico e
analitico, em que a conversao entre o registro grafico e o registro escrito
(equacdo) é feita preservando a propriedade de distancia entre pontos. E
possivel ao aluno perceber que ambos os registros representam um mesmo

objeto, na medida em que tém uma mesma caracteristica.

2.3.2. Os exercicios

Os exercicios nos livros 1, 2 e 4 sdo tratados da mesma forma: dada a
equacao, construa o gréfico da curva; ou dada a curva, encontre sua equacao.
Os livros 2 e 4, entretanto, apresentam também exercicios em que a mudanca
de quadro € exigida, para que se consiga resolver o problema, mas ndo é

explicita no enunciado.

E importante que o jogo de quadros se faca necessario em livros
didaticos a fim de que o aluno se familiarize com os diversos registros de

representacdo dessas curvas e seja capaz de usa-los em outro contexto.
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Além das abordagens em livros didaticos, devemos procurar saber como
os alunos que estudaram por estas abordagens se comportam diante de
problemas que envolvam resolucdo de equacdes de terceiro grau e utilizacédo

de conicas. Para isso, fazemos o estudo a seguir.

3. Anélise das Concepcdes dos Alunos

3.1. Objetivos

Elaboramos um questionario envolvendo questbes sobre conicas e
equacdes de terceiro grau com 0s seguintes objetivos:
- Observar o conhecimento dos alunos sobre a parabola, elipse e hipérbole;

« Descobrir o registro de representacdo com o qual os alunos estao
familiarizados em relacdo as cénicas: equagéo ou gréfico;

« Saber quais os métodos de resolucédo de equacdes de grau maior que dois,
tais alunos conhecem e em que momento de sua vida escolar estes lhes

foram apresentados;

- Analisar se os alunos sdo capazes de utilizar e descrever os métodos que

eles dizem conhecidos ou qualquer forma de resolucéo;

« Observar se os alunos reconhecem uma equacao de terceiro grau escrita de

maneira nao usual;

O guestionario, contendo nove questdes, foi aplicado em 33 alunos de
primeiro ou segundo anos do terceiro grau, cursando Computacédo, Matematica
ou Engenharia. Escolhemos aplica-lo a estudantes em inicio de cursos
superiores pois tais topicos sdo estudados no final do ano letivo, na terceira
série do Ensino Médio.

Descrevemos, a seguir, cada uma das perguntas, nossos objetivos ao
desenvolvé-las, juntamente com algumas respostas que imagindvamos
possiveis de serem dadas pelos estudantes. O questionario apresentado aos

alunos se encontra nos anexos deste trabalho.
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3.2. O questionario e sua andlise a priori

Questao 1)

Para vocé, o que é:
a) Elipse?
b) Hipérbole?

c) Parabola?

Usar palavras é um meio encontrado de nao influenciar os alunos. Se
partirmos de algum registro de representacdo, este pode ser reconhecido e

usado como defini¢ao.

Objetivo: Descobrir se estes conceitos ja estdo formados no aluno, se podem
ser considerados um saber disponivel a ser usado como ferramenta

para a resolucao de equacdes cubicas.

As respostas, que esperamos obter dos alunos, giram em torno de
registros de representacdo graficos, desenhos ou equacdes de cada uma
destas curvas. Ou entdo, uma explicacédo, por meio de palavras, do conceito ou
das propriedades, que o objeto em questao possui, 0 que chamamos de “noc¢ao
intuitiva”. Uma definicdo geométrica em termos de distancias também é

cogitada.

Questao 2)
Quantas raizes reais tém as seguintes equag¢des? Justifique.

a) x> +x=0

b) r®-6r2+1r -6=0
c) t®-3t2+3t-1=0
d) x3+1=0

Modificamos a letra correspondente a incégnita em cada equacao
apenas para nao dar a impressao que é necessario que a mesma seja sempre

x. Utilizamos também equacdes completas (isto €, nas quais todos os
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coeficientes sdo ndo nulos) e incompletas para mudar o grau de dificuldade de
cada equacéo. Estas equacdes foram escolhidas de modo a dar condi¢des para
gue os alunos utilizem os métodos de resolucdo encontrados nos livros

didaticos.

Objetivos: Identificar os possiveis métodos de resolugédo de cubicas conhecidos
pelos alunos, e quais dificuldades podem surgir durante a resolucao.
Ainda nesta questdo, podemos tentar levantar o que eles entendem

por “raizes reais”.

Dentre os métodos conhecidos de resolucdo de equacbes de terceiro

grau, podemos supor que 0s alunos usem o0s seguintes:
« decomposicdo da equacdo em dois fatores: um de primeiro e outro de
segundo grau, atraveés de um fator, comum a todos os termos, que pode ser

colocado em evidéncia;

« encontrar um valor a que seja raiz da equacao dada, por tentativa ou através
das relacdes entre raizes e coeficientes, dividindo a mesma por x-a,

encontrando também dois fatores.

Resolvendo as equagdes acima temos:
a) x*+x=00 x(x2 +1):OD Xx=0 ou x2+1=00 x?=-1.

Logo esta equacao sO possui uma raiz real 0.

b) P()=r3 -6r> +1r -6 =0
Pesquisando raizes, vemos que 1 é uma delas, pois * -6 1% +11[1-6=0
Podemos, entéo, dividir o polindémio P(r) acima por r-1, o que nos da:
Pr)=r®-6r +1Ir -6 = (r2 - 5r +6)[(r -1)=0
Temos, entdo, (% ~5r +6){r-1)=00 r2-5r+6=0 ou r-1=0

r>-5r+6=00 r=57ﬂD n=3er=2.

r-1=00r=1

Portanto a equacgéao tem trés raizes reais de valores 1, 2 e 3.
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c)P()=t3-3t2+3t-1=0
Tomamos 1 como raiz desta equacao.
Dividindo P(t) por t-1, temos:
t3-3t2+3t-1= 2 -2t +1ft-1)=00 t2-2t+1=0 ou t-1=0

+
t2 -2t+1=00 t=2;205 t=1

t-1=00 t=1

Logo, esta equacéo tem uma raiz real 1, de multiplicidade 3.

d) x®*+1=00 x*=-10 x=%-10 x=-1

Logo, esta equacéo tem —1 como raiz real.

Os alunos podem utilizar-se de outros meios para resolver estas
equacdes. Nao acreditamos, entretanto, que métodos geométricos sejam

usados ja que eles ndo sao abordados em livros didaticos.

Questao 3)

E possivel uma equacg&o de 3° grau ter duas raizes reais? Justifique.

Objetivo: Observar o conhecimento dos alunos em relagéo a raizes complexas
de uma equacao, para que possamos prever um possivel obstaculo a
ser enfrentado, quando da utilizagdo da férmula de Cardano na

sequéncia didatica.

Questao 4)

] . X’ -6
Qual é o grau da equacéao

_— ? Justifique.
X

Usamos uma equacao formada por uma parabola e uma hipérbole, para
tentar mostrar que uma cubica pode ser escrita desta forma. Estamos
conscientes, porém, que esta questdo nao deixa claro se o aluno esta ou nao

consciente do fato.
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Objetivos: Verificar se o aluno identifica como do terceiro grau uma equacao
que ndo esta escrita de maneira usual, isto é, da forma
ax® +bx?+cx+d=0. E importante perceber este fato, para
entendermos se o aluno pode fazer o caminho inverso, se ele
consegue escrever uma equacao de terceiro grau de outra forma que

nao a usual.

A resposta correta pode ser encontrada manipulando a equacéo da

x?=-6_1
X

seguinte forma: O x(x2 - 6)= 60 x3®-6x =6, de grau 3.

Questao 5)

X2

Se vocé fizesse o gréfico da funcédo f: 0 - O dada por f(x)= _6, que

tipo de curva encontraria?

Questao 6)

Se vocé fizesse o grafico da funcédo f:[ - 0O dada por f(x) =£, que tipo
X

de curva encontraria?

Questao 7)
Vocé foi capaz de responder as questdes 5) e 6) sem fazer o grafico?

Sim Nao

Objetivo: Tomamos as mesmas equacdes de parabola e hipérbole da Questao
4), a fim de observar qual o registro de representacdo necessario ao
aluno, isto €, se ele reconhece essas equac¢fes ou se necessita do

gréfico.

Esperamos que, dentre as questdes 5), 6) e 7), apenas a Questao 6) nos
traga respostas incorretas, ja que os alunos freqientemente estudam equacdes

de segundo grau nas ultimas séries do Ensino Fundamental.
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A Questdo 7) é complemento das anteriores 5) e 6), com 0 objetivo de
ajudar a saber se o0 aluno faz ou néo o grafico da funcéo, a fim de observarmos

gual o registro de representacao por ele usado.

Questao 8)
Vocé conhece algum tipo de “método” de resolucdo de equacbes de
terceiro grau?

Que método é esse?

Onde vocé o aprendeu?

Como se resolve uma equacgéo por este método?

Vocé sabe se existem outros além do que vocé conhece?

Questao 9)
Vocé tem alguma dificuldade em resolver equacdes de 3° grau?

Quais sao estas dificuldades?

As Questdes 8) e 9) servem como consulta das dificuldades que os
alunos podem sentir quando sao confrontados com equacdes deste tipo.
Acostumados a férmulas como a de Bhaskara, eles tendem a se deparar com
uma série de problemas, em uma resolucdo para a qual ndo Ihes foi dado um

meétodo de resolucéo geral.

Esperamos que as respostas a estas questdes reforcem ainda mais a
idéia de que o estudo de resolucdo de equacdes de terceiro grau se faz

necessario.

3.3. Andlise a posteriori do questionario

Com os dados colhidos na aplicacdo do questionario, fazemos analises
gualitativa e quantitativa, considerando nossos objetivos acima. Além disso,
decodificamos os resultados obtidos em variaveis estatisticas, que sao tratadas
nos softwares Chic e Chadoc. Dessas andlises, tiramos algumas observacdes

importantes, que descrevemos a seguir.
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As analises implicativa, hierarquica e de simetria feitas com o software
CHIC nos levam aos mesmos resultados, da mesma forma a analise
multidimensional do software Chadoc. Assim sendo, apresentamos aqui apenas
algumas implicacdes feitas em CHIC. Os graficos e planos, obtidos com estas

analises encontram-se disponiveis nos anexos.

Nenhum dos alunos que respondem ao questionario da uma definicao
formal para elipse, parabola ou hipérbole. Obtemos desenhos ou descri¢des de
propriedades de cada um desses objetos. No confronto de varidveis nos
programas Chic e Chadoc, percebemos classes de comportamentos de
estudantes que tendem a confundir cada uma dessas curvas com seus
registros de representacdo. Em relacdo a parabola, o registro mais usado é a

equacado; quanto a hipérbole, porém, o gréfico tem maior evidéncia.

Parabola Hipérbole

B Equacéo B Gréafico HENa&o identifical | B Equacao O Gréafico H N&o identifica

33% 38%

3%

25%

64% 37%

Quadro 3.1. Graficos — Confuséo entre registros de representacéo e objeto

Vimos, nos livros didaticos estudados, que as definicbes geométricas das
conicas sao postas de lado para dar lugar a equacdes e construcdo de graficos.
Existe, entdo, uma possibilidade de a confusdo do objeto pelo registro ser uma

influéncia da abordagem usada na aquisi¢cédo do conceito.

E possivel que os conhecimentos disponiveis nos alunos sejam
suficientes para que eles consigam usar o método de Omar Khayyam para
resolver uma equacao de terceiro grau. Devemos, entretanto, observar que 0s
alunos se deparam com dificuldades quando a hipérbole é tomada. Este fato

influencia nossas decis6es no momento de constru¢ao da sequéncia.
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identifica a hipérbole pela equagéo
@ identifica al hipérbole com ajuda do grafico

usa desenho para definir hipérbole
@ usa desenho para definir elipse

usa desenho para definir parabola

As implicacdes ao lado fazem parte do
grafico implicativo obtido em CHIC e
definem a Classe do Desenho. Os niveis
mais baixos de implicacdo sdo os de maior
ocorréncia. Podemos perceber que o
registro de representacdo mais forte aqui é
0 desenho. O comportamento tipico
ilustrado neste grafico é o de alunos que
definem estes trés objetos, parabola,

hipérbole e elipse através de um desenho.

Quadro 3.2. — Classe do desenho (CHIC)

Observando as questbes que envolvem equacOes de terceiro grau,

percebemos que o0 Unico método empregado pelos alunos na resolucdo das

equacbes da Questdo 2), € colocar fatores em evidéncia. Este método é

empregado de maneira incorreta nos casos em que a equacéo é completa, isto

é, do tipo ax® +bx? +cx +d =0, em que todos os coeficientes s&o diferentes de

zero. Os erros dos alunos podem ser classificados em duas categorias:

Resolvem a equacéo

B Corretamente dCategorial HCategoria 2

27%

33%

Quadro 3.3. — Categorias

« Categoria 1: os alunos colocam x em evidéncia da seguinte forma:

ax® +bx? +cx+d=00 x§<2 +bhx+c+

d
X

H=O, 0 que nao soluciona o
O

problema, pois eles ndo conseguem continuar a resolucéo.

- Categoria 2: os alunos levam o termo independente para o segundo membro

da equacado, colocam x em evidéncia no primeiro termo e separam a
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equacdo em duas da seguinte forma: ax®+bx?+cx+d=00

O ax® +bx* +cx =d 0 X(c’:lxz"'bx‘”:)‘dD gx2+bx+c=dou

A implicacdo ao lado, parte do grafico implicativo de CHIC,

_ | revela o problema mais comum nos questionarios em relagdo a
coloca fator em evidéncia

de maneira errada resolucdo das equacbes dadas. Escolhendo usar fatoracéo

para procurar as raizes, os alunos nao conseguem finalizar a

@ B tarefa de maneira favoravel. A nado utilizacdo dos métodos
resolve equacoes com

fator em evidéncia presentes nos livros didaticos pode estar ligada a dificuldade de

memorizacado dos mesmos.

Quadro 3.4. — Classe do sucesso parcial (CHIC)

Dos 33, 19 alunos respondem esta questao sem resolver a equagao, 7
corretamente, mas 12 de maneira incorreta. Encontramos justificativas como,
por exemplo: “Trés raizes, pois a equacao possui todos os termos” ou “Trés
raizes pois € uma equacao de terceiro grau”, dizem dois alunos. Parece haver
uma tendéncia a conhecer o Teorema Fundamental da Algebra, ou a ter uma
“percepcao” dele como verdade. Vale a pena destacar também que resolucdes
corretas sdo, em sua maioria, encontradas para os itens a e d, cujas equacgdes
nao contém todos os termos. Entre os 33 alunos, 5 resolvem os quatro itens.
Obtemos, porém, um unico acerto para cada um dos itens c e b, 5 acertam a e
2 acertam d. Resolvem apenas a e d 12 alunos, sendo que 7 acertam a e b.
Percebemos, entdo, que os alunos néo refletem se as equagbes completas
dadas tém caracteristicas que os levem a usar os métodos por eles conhecidos.

Chama nossa atencao também o fato de nenhum aluno mostrar, em seu
guestiondrio, uma tentativa de resolucdo desses itens pelos métodos
encontrados em livros didaticos. Apenas 3 alunos citam Briot-Ruffini mas ndo o
utilizam, 7 dizem resolver por fatoracdo e 2 conhecem divisdo da equacao por

uma de suas raizes. Os demais alunos nao citam qualquer método.

Obtemos, entdo, 5 alunos (aproximadamente 15% do total) que
comentam os métodos abordados nos livros didaticos. Esta discrepancia pode

ter origem na maneira de apresentar algoritmos.




Outro fator importante desta andlise, diz respeito ao grafico de uma
funcdo de terceiro grau. Muitos estudantes afirmam dificuldades em construi-
los, em outros percebemos a falta de conhecimento do mesmo, visto que ha
guestionarios em que os alunos desenham um grafico qualquer e afirmam ser
de uma funcéo de terceiro grau. Isto nos leva a entender que o jogo de quadros,
nao usado em livros didaticos, pode ser um fator determinante nessa deficiéncia
encontrada. A mudanca de quadros, a nosso ver, é de extrema importancia no
estudo de equagbes de uma forma geral, a fim de ampliar conhecimentos e dar
maiores opgdes de raciocinio aos estudantes.

O desconhecimento de um método geral de resolucdo nos parece um
obstaculo para os alunos, e este mesmo fato ocorre no processo histérico de
resolucdo de equacdes de terceiro grau. Nenhuma das formas de se resolver
uma cubica, encontradas na historia sdo abordadas para uso em sala de aula
nos livros didaticos estudados. Encontramos apenas a férmula de Cardano
como uma curiosidade que pode ou nao ser lida e estudada pelos alunos ou
usada pelo professor. O método geométrico de Omar Khayyam néo é citado e

resolucdes geométricas ndo sao exigidas ou comentadas.

Apenas um aluno respondeu e justificou corretamente a Questio 3). E
provavel que o conceito de numeros complexos ndo tenha sido adquirido. Pode-
se supor que equacOes de terceiro grau, resolvidas através da férmula de
Cardano. que resultem em numeros complexos para encontrar suas raizes,

criem obstaculos a alunos com este perfil.
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Capitulo IV:
Problematica
da Pesguisa






V. Problematica da Pesquisa

1. Introducéo

ApOs os estudos feitos até o presente momento, analisamos as
dificuldades com que os alunos se deparam para resolver equacdes de terceiro
grau. Vimos que a construcao de graficos de tais curvas e a necessidade de um

meétodo algébrico eficiente sdo os principais problemas por eles levantados.

Com estes dados, podemos perceber que a falta de habito em mudar de
guadros tende a levar os estudantes a preferir utilizar meios algébricos de
resolucdo nos problemas que sdo apresentados a eles. Sao raras as vezes em
gue vemos em livros didaticos incentivo a tentativas de utilizar recursos
geométricos na solucdo de atividades. A nosso ver, o jogo de quadros tem o
papel de abrir novos horizontes e aprimorar raciocinios matematicos. Perder
tais reforcos pode vir a acarretar maiores dificuldades ou mais trabalho para o

estudante.

Nosso trabalho visa propor, através do estudo de resolucdo de equacdes
de terceiro grau, um meio de transportar conhecimentos algébricos para o

guadro geométrico, numa tentativa de desenvolver habilidades em tal quadro.

Escolhemos utilizar equacdes de grau trés pois elas nos déo a
possibilidade de encontrar suas raizes reais por meios algébricos e
geomeétricos, além de trazer solucdes historicas aparentemente desconhecidas

entre os estudantes.

2. Trabalhos encontrados sobre o tema

Encontramos uma proposta de trabalho desenvolvendo equacdes de

terceiro grau, envolvendo um método histérico de resolucdo. Seu objetivo,

entretanto, gira em torno do ensino/aprendizagem de nimeros complexos.



A dissertagdo de Mestrado de Mario Servelli Rosa “Numeros
Complexos - Uma Abordagem Histérica para Aquisicdo do Conceito” leva
o aluno a conhecer os numeros complexos partindo da necessidade de resolver
uma equacéo de terceiro grau. Nesse trabalho, uma das maneiras usadas pelo
aluno para resolver uma equacao cubica € por pesquisa de raizes e por meio

de graficos, através da interseccdo de curvas de primeiro e de terceiro graus.

Rosa coloca, na “Analise a Posteriori” de sua sequéncia didatica que os
alunos com os quais ele trabalhou (cursando terceiro ano do Ensino Médio),
nunca tinham utilizado um meétodo grafico para encontrar raizes reais de
gualquer equacdo. Imaginamos que iSSO possa vir a acontecer em NOSSO
trabalho, pois pretendemos fazer nosso estudo com alunos do mesmo nivel.
Esse dado de sua pesquisa, entretanto, refor¢ca nossa hipotese de que o quadro

geomeétrico € pouco explorado pelos professores ao ensinar equacgoes.

Observamos também que Rosa, ao utilizar a férmula de Cardano,
percebe que os alunos nao se lembravam das relacdes entre os coeficientes de
uma equacdo de segundo grau e suas raizes. Vemos a possibilidade de isto
acontecer em nosso trabalho, durante o estudo do desenvolvimento da férmula

em questao na sequéncia didatica.

Apesar das diferencas entre o trabalho de Rosa e o que estamos
apresentando, podemos perceber suas preocupacdes em abordar resolucdes
para equacdes de terceiro grau, no caso para a introducdo de complexos, e
com o jogo de quadros, j& que sua dissertacdo aborda também resolucdes
graficas.

3. Nossa proposta

Nossa proposta € apresentar alguns métodos geométricos e algébricos

de resolucdo de cubicas, com o objetivo de levar os alunos a compara-los,

compreendendo suas diferencas e vantagens. Além disso, gostariamos que



eles notassem a importancia do jogo de quadros e do uso do registro grafico de

representacao.

Utilizaremos nesta pesquisa:

a) o Construtor Universal de Equacbes, descrito por d’Alembert, construido
utilizando-se o software Cabri-géometre. Essa ferramenta desenha o gréafico
de equacbes de grau n e € aqui usada para casos em que n=3 (um método
geométrico);

b) a formula algébrica de Cardano-Tartaglia resolve equacdes cubicas da forma
x® +px+q =0, na qual qualquer equacdo completa de terceiro grau pode
ser transformada;

c) o método de Omar Khayyam, cuja resolucdo geométrica de uma cubica se
da pela interseccdo de duas curvas conicas, construidas em um mesmo
plano cartesiano;

d) pesquisa de raizes através dos coeficientes da equacdo dada, fazendo uma

divisdo da mesma pelo polindbmio x-a, no qual a € uma raiz encontrada.

Levantamos, durante nossos primeiros estudos, as seguintes questoes:
» Estes métodos séo suficientes para que o aluno tenha uma visdo geral de
resolucéo de cubicas?
Procuramos em nossa seqiéncia didatica respostas para esta questéo,
ja que utilizamos em nosso trabalho tanto métodos geomeétricos quanto

algébricos.

* O aluno tera mais facilidade com métodos geométricos ou algébricos?
Veremos que, neste caso, 0s métodos geométricos sempre levam o
aluno a identificar todas as raizes reais da equacdo, sem causar-lhe
muitos problemas, o que nos faz pensar que eles escolherdo este quadro
como o de maior facilidade. O quadro algébrico nem sempre o ajuda, por
exemplo, quando a formula de Cardano exige o conhecimento de niameros
complexos ou quando a equacdo nao tem raizes racionais e isso impede

gue o aluno as pesquise.
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* O método de Omar Khayyam € o mais adequado para utilizacdo do aluno por
ser de simples construcdo geométrica, se usado sem o auxilio do
computador?

Supomos que sim, pois acreditamos que o grafico de uma funcéo

polinomial de terceiro grau traz grandes dificuldades em sua construcao.

» Aférmula de Cardano pode trazer problemas na resolucéo algébrica?
E provavel que a resposta a esta pergunta seja positiva pois, como ja foi
dito, esta formula exige, as vezes, que os alunos conhegam numeros

complexos.

Pretendemos verificar a validade ou ndo de nossas hipéteses, com a
construgcdo de uma sequéncia didatica, que utiliza os métodos acima
mencionados, numa tentativa de dar ao aluno condi¢des para resolver qualquer
equacao de terceiro grau com a qual ele venha a se deparar no decorrer de seu
aprendizado. Ele podera, inclusive, decidir qual método utilizar dependendo da

equacao que tenha em maos.

A seguir, faremos uma descricdo dos métodos citados acima.

4. Os Métodos

4.1. O Construtor Universal de Equacdes

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) foi um gebmetra e fisico francés,
editor de ciéncias da Encyclopédie de Diderot, na qual descreve a construcéo e
0 uso de uma maquina que encontra raizes de equacdes de qualquer grau no
intervalo [0,1], o “Construtor Universal de Equagbes”, e ainda explica a teoria
sob a qual ela se fundamenta.

Em seu artigo “De d’Alembert a Cabri-géométre: Le Constructeur
Universel d’équations”, Michel Carral e Roger Cuppens explicam que aquela

maquina a priori encontra graficamente as raizes de um polindmio situadas no
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intervalo [0,1]. Cabri-géometre, porém, possui a facilidade de modificar uma
figura conservando as propriedades e relagbes com as quais ela foi construida

e, além disso, permite considerar x em qualquer ponto da reta real.

4.1.1. Teoria Algébrica do Construtor

O artigo explica que a algebra do Construtor € baseada no Esquema de

Horner, que permite calcular valores de um polinémio P(X)= iakxk através
k=0
da sequiéncia (c, (x)) definida por:
1) c,(x)=a,
2) ¢, ()= xcpua(x) +ay,

e verificando 3) ¢, ,(x) = iajxj‘k para k=0,...,n. Quando k=0, ¢, (x)="P(x).

J:

Apesar de ser simples para célculos algébricos, este método causa
grandes dificuldades para uma construcdo geométrica. Para contornar este

problema, ele foi modificado da seguinte maneira:

K
Seja b, = Zaj , Obtemos a, =b, e a, =b, —-b,_, (k=1,...,n). De fato:
=0

K k-1
b, -b,; = Zaj —Zaj —ag+a, +..ta,, +ta, —(@, ta, +..+a)=a,.
=0 J=0
c K
Dado P(x)= Z)akx , temos:
k=
. k C k C k C k
P(x)= Y a,x* =a, +;(bk b, X* =b, +;bkx —;bk_lx =
k=0 =1 = =
n " n-1 ki1 n-1 K
—_ +1 _ n
= Zbkx - Y b x™ =b x" + zbk(l—x)x
k=0 k=0 k=0

Aplicando o Esquema de Horner a esta representacéo, temos a seguinte
sequéncia (c, (x)):
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4) c,(x)=b, e

5) ck(x) = xck+1(x)+ (1—x)3k, para k=0,...,n-1 e tal que co(x) = P(x).

4.1.2. Teoria Geométrica do Construtor

O mesmo artigo de Michel Carral e Roger Cuppens nos da a idéia

geométrica do Construtor.

Tomando as retas perpendiculares OV e OU, temos um plano ortogonal.

Tracemos a reta d por U perpendicular a OU, de abscissa 1; e a reta 9,

paralela a OV de abscissa x.

Sendo:
e n um numero natural;
e X um numero real;

* ag,..., &, hUMeros reais;

k
- b, =Ya, (k=0,..., n);
k J:zo i

. (ck(x)) a sequéncia definida a partir dos by e das relagdes 4) e 5);

» B, 0 ponto do eixo OV de ordenada by para k=0,..., n;

+ C, o ponto de abscissa x e ordenada ck(x) para k=0,..., n;

» P, aprojecéo de C, sobre OV para k=0,..., n;

* Q. a projecéo de C, sobre d para k=0,..., n.

v A 5, d
C
Pk+1 k+1 Qk+1
C
B, / k
|
O X
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A relacéo 5) pode ser escrita da seguinte forma:
ck(x)—ck+l(x) = (1— x)(bk —ck+l(x)), 0 que, geometricamente, nos da:
Ci+1Cx =(1—x)Pk+lBk. Concluimos, entdo, pelo Teorema de Tales que os
pontos Q,,;, C, e B, estdo alinhados e que C, € o ponto de intersec¢do das

retas d e B,Q,.;.

4.1.3. Construindo a Maquina

Descrevemos aqui 0 processo por nés usado para a constru¢do dessa

Maquina no Cabri-géomeétre para n:B(Q.

Construimos, inicialmente, um sistema de coordenadas ortogonais de
origem O, um segmento A, D, paralelo ao eixo x e dois pontos B, e C, sobre

ele. Em seguida, construimos quatro segmentos de medidas arbitrarias a, b, c e

d, perpendiculares a A D, cujas extremidades s&o, respectivamente, A A,

B,B,, C,C,, D,D,.

A2 D2

Al 1T 1 D1

Quadro 4.1 — O sistema de coordenadas ortogonais

Sobre o eixo y, foram construidos o segmento OA de medida d, o

segmento OB de medida c+d, o segmento OC de medida b+c+d e o segmento

“Esta construczo foi estudada pelos autores deste trabalho em pesquisa de Iniciacdo Cientifica na PUC-SP,
patrocinada pela CNPqg, e se encontranos anaisdo |V EPEM para o caso em que n=2.
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OD de medida at+b+c+d. Sobre o eixo X, os segmentos OF de medida arbitraria

x e OE de medida 1.

D
C
B
A
01.0E F
B
c2
A2 02
Al BT c1 D1

Quadro 4.2. — Os coeficientes da equacéo

Pelos pontos F e E construimos perpendiculares r e s (respectivamente)

ao eixo x. E, pelo ponto D, a perpendicular t ao eixo y. Seja S o ponto de

intersecgéo de s e t.

B ] t
C r
5

B

A

001.0f |

B
C2
A2 02

Al B1 1 01

Quadro 4.3. — Ponto S

Tomamos, entdo, a reta SC, onde G € a interseccao dela com a retar.



B
A
01108 i
B
C2
¢ D2
A1 BT C1 DI

Quadro 4.4.—AretaporSeG

A reta m foi construida passando por G e paralela ao eixo x. H é a

intersecgdo entre m e s.

5 r
H m
L]
B t
C
A
001.0f
Az CzZ
nz2
Al 1 €1 [10]

Quadro 4.5. - O ponto H

A seguir, tomamos a reta BH e sua interseccdo com a reta r € o ponto L.

Por ele, tracamos uma reta p paralela ao eixo x. A interseccdo entre pe s é o

ponto N.



=]

C
0108 |
A2 c2
2
A1 BT C1 /D1

Quadro 4.6. — A reta que passaporB e H,eoponto N

A reta AN corta a reta r no ponto J. Obtendo o lugar geométrico dos

pontos J quando E é deslocado no eixo X, obtemos o grafico de uma equacéao

de terceiro grau cujos coeficientes sdo a, b, c e d.

m .,

A2 c2 0112EF

Bﬁ | II]E
A1 B1 1 H|

Quadro 4.7. — O lugar geométrico de J.
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Sabemos que a abscissa de J é X, ja que este ponto pertence a reta r.
Para encontrar sua ordenada, utilizamos semelhanca de triangulos.

Inicialmente, calculamos a ordenada do ponto G da seguinte maneira:

C, S e G sao pontos construidos acima. 1 é a

,G interseccdo entre as retas t e r;, 2 € a

interseccao entre r e uma reta paralela ao eixo x

S b1 passando por C. Temos os triangulos SG1 e

c > CG2 semelhantes. Sendo C2=x, S1=x-1, G1=¢g

e G2=g+a, encontramos g=ax-a. Assim, G tem

coordenadas (X, ax+b+c+d).

Quadro 4.8. — As coordenadas do ponto G

Da mesma forma, encontramos para L as coordenadas (X, ax2+bx+c+d),
tomando os triangulos BL3 e HLG semelhantes na figura abaixo, onde 3 é a

interseccgao entre r e uma reta paralela ao eixo x passando por B.

Quadro 4.9. — Triangulos BL3 e AJ4
Finalmente, as coordenadas de J séo (X, ax3+bx2+cx+d), 0 que se verifica

facilmente tomando os triangulos AJ4 e NJL da figura acima, e 4 é o ponto de

interseccgao entre r e uma reta paralela ao eixo x, passando por A.

4.2. A Formula de Cardano-Tartaglia

Tentamos aqui explicar o que significam os versos que Tartaglia mandou

para Cardano, descritos no Estudo Histérico.

47



Como Tartaglia n&do utiliza coeficientes negativos, ele considera trés

casos de maneira diferente: x*> +ax=b, x® =ax+b e x3 +b =ax. No primeiro
verso, ele considera equacdes do primeiro tipo. No quarto, passa a considerar o
segundo tipo e o Ultimo comeca a ser estudado no sétimo verso. Tomemos o

primeiro caso:

O “numero” é o termo independente b. Achar “dois outros diferentes
nisso” sugere tomar duas novas variaveis (por exemplo u e v) tal que u-v=b. A

frase “seu produto seja sempre igual ao cubo da terca parte da coisa” diz que u

e v verificam ulv = %g e “0 residuo geral das raizes cubicas subtraidas sera
U

tua coisa principal” leva a solucdo x =3u-3/v. Os outros casos podem ser

reduzidos ao primeiro.

A resolucdo para a equacdo x> +mx =n que aparece na obra de

Cardano é a seguinte:

Considerando: x =a+b, temos :
(@+b)’ =a® +b® +3ab® +3a%b [

0 (a+b)® =+3ab(@a+b)+a® +b* O
0 (a+b)® -3abla+b)=a® +b°

Como x =a+b, fazendo m = -3ab e n=a® +b?, temos:
Q_?mg = (ab)’ e n=a® +b?, tendo assim uma equagéo de segundo grau cujas

raizes sdo a° e b>. A raiz x da equac&o cubica inicial é, entdo dada por:
LY 12 2 R 1 O - 1= Nl
2 RO 030 RO \RO 030

A equacdo geral de terceiro grau x> +ax? +bx +c =0 pode ser reduzida

ao caso acima, com uma mudanca de variavel: x =y - %H 0 que significa que
O



Tartaglia poderia resolver qualquer tipo de equacao de terceiro grau. Nao

sabemos, entretanto, se ele percebia tal fato.

4.3. O Método de Omar Khayyam

A idéia do método de Omar Khayyam € a seguinte:
Dada a cubica x> +ax? +b?x+c® =0, substituimos x? por 2py, o que resulta
na seguinte equacdo: 2pxy +2apy +b?x+c® =0, que é a equacdo de uma

hipérbole.

Como x? =2py é a equacdo de uma parabola, tracando estas duas

curvas em um mesmo plano cartesiano, teremos as intersec¢des delas como

raizes da equacao cubica original.

Seu estudo, porém, ndo é tdo simples assim. Omar Khayyam néo aceita
a existéncia de raizes negativas, 0 que o leva a uma sistematizacdo destas

equacdes para que seus coeficientes fossem positivos ou nulos.

Estudando a equacdo x> +ax? +b?x+c® =0, com coeficientes a, b e ¢
positivos ou nulos, Khayyam encontra 19 tipos de equacao, dentre as quais 5

podem ser reduzidas a formas de primeiro ou segundo grau, por exemplo

x> =ax? equivale a x =a e, portanto, ndo é necessaria a utilizacdo de uma

cbnica para resolvé-la. As 14 restantes ndo poderiam ser resolvidas por régua e

% =d, seis equacBes de trés fatores x3 +cx =d,

compasso: uma binomial X
x> +d=cx, x3=cx+d, x®+bx?=d, x®+d=bx®> e x®=bx®?+d; e sete
equacbes de quatro fatores x3+bx?+cx=d, x3+bx?+d=cx,
x> +ex+d=bx?, x3=bx?+cx+d, x®+bx®=cx+d, x3+cx=bx?+d e
x> +d = bx? +cx. Cada um destes casos sendo detalhadamente estudado e as
secOes cOnicas necessdrias para a solugdo descritas. Omar Khayyam prova

gue as solucdes sao corretas e discute as condicdes sobre as quais pode nao

haver ou haver mais de uma solucdo. E necessario, entretanto, destacar que
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este mateméatico ndo encontra todas as solugbes da equacgéo de terceiro grau,

ja que nao aceita raizes negativas e nem todas as interseccdes como solucéo.

Tomemos alguns exemplos do que fazia Omar Khayyam para resolver

uma equacao de segundo grau.

Primeiramente, para evitar igualar numeros com magnitudes
geométricas, Khayyam fazia uso de uma unidade de medida, tomando o
namero como um retangulo em que um dos lados tinha por medida a unidade

por ele criada.

Equacdes do tipo x3 =d s&o resolvidas & maneira grega, como descrito
anteriormente no Capitulo Il — Estudo Historico deste trabalho. Em seguida,

considerando as equacdes de trés termos descritas acima, tomemos a equacao
x> +bx? =d. Khayyam toma s®> =d, onde b e s sdo segmentos. A solucéo

pode ser encontrada interceptando a parabola s(x + b) =y? com a hipérbole de
equacdo xy =s?. Esta solucdo exige inicialmente que se resolva a equagéo

s® = d utilizando duas parabolas.

5. Cabri-géometre

Cabri-géometre é um caderno de rascunho interativo para a Geometria
(cahier de brouillon interactif), que permite a criacdo e construcéo de figuras
geométricas a partir de elementos e relagdes primitivas, e a manipulagéo

desses objetos como uma forma de questionar e compreender a Geometria.

Sua utilizacdo em sala de aula permite que o aluno visualize
propriedades e relagbes geométricas, descobrindo sozinho, ou com a inducéo
do professor, o que elas significam e o0 quanto sdo importantes até mesmo para

sua vida diaria.
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Além de elementos como ponto, reta e circunferéncia, Cabri-géomeétre
também permite constru¢cdes de ponto médio, retas paralela e perpendicular,
interseccao de dois objetos, entre outros. Um item particular permite solicitar a

visualizacdo de um lugar geomeétrico.

Deve-se também dar destaque a capacidade que Cabri-géometre tem de
deslocar um ponto sem modificar as relacbes ou dependéncias existentes na

figura.

Esta, entdo € a principal qualidade de Cabri-géométre para nosso estudo
pois podemos construir com a ajuda deste software o Construtor de Equacdes,
a fim de apresentar graficos de equacdes cubicas aos alunos, e podemos
construir os graficos de parabolas e hipérboles para utilizar o método de Omar
Khayyam. Além disso, podemos mostrar aos alunos o que significa o conjunto
de pontos com a mesma propriedade, sobre os quais as definicdes das cbnicas

os livros didaticos falam.

Alguns pontos importantes deste software devem também ser
destacados aqui. Por exemplo, a ndo permanéncia do rastro do lugar
geomeétrico na tela para a sua visualizagdo na mudanca de alguma propriedade
ou medida da figura.

As medidas de segmentos feita pelo Cabri-géometre sdo dadas com um
arredondamento de até uma casa decimal. Dependendo do tipo de atividade,
isto pode ser entendido como erro, caso esta aproximacao ndo seja levada em
consideracdo. Para as atividades que serdo propostas aqui, porém, esta

caracteristica do software ndo tera influéncia.

Podemos também salientar a falta de uniformidade com que alguns
elementos séo apresentados na tela do computador. Tomando como exemplo
uma reta inclinada, ela aparecera como se fosse uma “escadinha”, como pode-

se ver pela figura do quadro 4.10:
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Quadro 4.10. — A reta em Cabri-géometre

O elemento, porém, ndo deixa de ser uma reta, esta é apenas a

representacéo feita pelo computador e assim visualizada pela ma definicdo da

imagem no monitor.

Em relacdo as construc¢des, Cabri faz distin¢gdo entre ponto e ponto sobre

objeto. O primeiro pode ser movimentado por toda a tela, sem restrices. O

segundo é construido sobre um objeto, esta em uma reta, ou circunferéncia e

s6 pode ser movimentado em cima daquele objeto ao qual pertence.

Existem também retas e retas definidas por dois pontos. As primeiras

possuem uma direcdo e s6 podem ser movimentadas respeitando esta direcao.

Uma reta que foi definida a partir de dois pontos pode se movimentar por

gualquer sentido ou direcéo que seus pontos de origem forem levados.

onto
- p

ponto sobre
a circunferéncja

reta

reta definida
por dois pontos

Quadro 4.11. — Ponto e ponto sobre objeto; reta e reta definida por dois pontos
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De maneira semelhante, temos circunferéncia e circunferéncia definida
por dois pontos. A primeira se move por todo plano, tendo o raio fixo, enquanto
a ultima, tendo um ponto qualquer pertencente a ela, pode ter a medida do seu

raio alterada.

circunferéncia
definida por dois

pontos

circunferéncia

Quadro 4.12. — Circunferéncia e circunferéncia definida por dois pontos

E importante perceber estas diferencas existentes no software para seu

melhor uso nas atividades que sé&o aqui apresentadas.
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Capitulo V:
A Seguéncia Didatica



V. A Sequiéncia Didatica

1. Introducédo a Sequéncia Didatica

Com o objetivo de desenvolver a proposta deste trabalho e de analisar
nossas hipoteses, desenvolvemos uma sequéncia didatica, em duas partes. A
primeira deve nos ajudar a preparar o aluno para utilizar curvas conicas, como
ferramenta para a resolucdo de equacdes de terceiro grau. Na segunda,
tentamos leva-lo a resolver uma equacdo cubica, pelo método de Omar

Khayyam, além de fornecer outras formas de resolucéo de tais equacoes.

AplOs uma primeira aplicacdo e apos nosso Exame de Qualificacao,
foram feitas algumas mudancas nas atividades a serem desenvolvidas.
Descrevemos a sequéncia como foi criada para o primeiro estudo e, em

seguida, explicamos suas modificacoes.

Na primeira parte, temos quatro atividades:

Atividade Cabri-géometre: Utilizagdo de Cabri-géométre para construcao
das conicas através de suas propriedades geométricas. E composta de dois
exercicios, o primeiro visando o reconhecimento da forma grafica de uma
parébola; o segundo fazendo o mesmo com hipérbole e elipse. E nosso
interesse também que os alunos percebam que todos os pontos do “desenho”
gue eles encontram possuem uma mesma propriedade, que pode ser usada

para definir tal objeto matematico.

Atividade Equacdo: Partindo das propriedades geométricas estudadas na
atividade anterior, tentamos aqui encontrar uma equacéo para cada uma das

cOnicas. Esta parte € composta de trés exercicios, um para cada curva.

Atividade Encontro: Dadas as equagbes de duas curvas conicas,
pretendemos observar quais as possiveis tentativas que os alunos fazem,

para encontrar pontos que as satisfacam ao mesmo tempo. Sua resolucdo



pode ser algébrica ou geométrica, o que pode nos fornecer dados que digam
a qual quadro os alunos estdo mais habituados a recorrer - algébrico ou
geométrico. O tipo de método de resolucdo e a utilizacdo ou ndo de Cabri-

géometre ficam a cargo do aluno.

Atividade Gréficos: O ultimo exercicio desta série faz o inverso do que foi
dado até agora. Se nossas atividades foram suficientes para que os alunos ao
menos tivessem uma nocao destas curvas e de “pontos de encontro”, eles

poderao reconhecer com facilidade estes objetos.

A segunda parte desta sequéncia didatica € constituida por sete

atividades:

Atividade Duplicacdo do Cubo: Este problema da Antiglidade pode ser
resolvido a partir de uma equacédo de terceiro grau. Observamos qual artificio
€ usado pelos alunos, mas tentamos auxilid-los a desenvolver seu raciocinio a
partir dos conceitos vistos nas atividades da primeira fase, sendo livre 0 uso

de Cabri-géometre.

Atividade Construtor de Equacdes: Nesta atividade, encontra-se um roteiro
a partir do qual este Construtor de Equagfes € elaborado. Mais tarde, ao
manipular os segmentos a, b, c e d, temos a intencdo de que o aluno perceba
gue tem nas maos um instrumento capaz de tracar graficos de polinbmios de
grau igual a 3 ou menor. Ele pode, assim, conferir o resultado do exercicio

anterior.

Atividade Método de Omar Khayyam: O método de Omar Khayyam. De
posse do Construtor Universal de Equacbes (neste caso para grau 2),
observamos se o0 aluno pode resolver, utilizando Cabri-géometre, qualquer

equacao de terceiro grau nos moldes geométricos de Omar Khayyam.

Atividade Cardano: Esta atividade tenta fazer com que o aluno chegue a
formula de Cardano-Tartaglia para resolver equagfes cubicas. Usando quatro

exercicios, pretendemos levar o aluno a fazer uma comparagdo entre o
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volume de um bloco dado e o desenvolvimento de (a+b)3. A partir disso,
vemos se ele se sente capaz de usar esta forma para encontrar as raizes de

uma equacao.

Atividade Comparacgédo: Tentamos levar o aluno a decidir qual método de
resolucdo ele prefere usar. Para isto, tomamos equacdes onde a formula de
Cardano recai em numeros complexos e pedimos para que as mesmas sejam
resolvidas pelos dois métodos acima. Qual é o de maior facilidade? Cabri-
géometre é usado para o método de Omar Khayyam.

Atividade Briot-Ruffini: Pesquisar raizes e um método de divisdo de
polinbmios sdo requeridos aqui para uma comparacao entre 0s ja citados

métodos e uma nova resolucéo algébrica.

Atividade Final: A dltima atividade proibe o uso de Cabri-géometre, para que
o aluno decida qual método sempre garantira que ele chegue ao final da

resolucdo, sem problemas.

2. Construcao e Anédlise a priori da SequUéncia Didatica

2.1. Primeira Parte

Ao analisar o questionario aplicado a alunos de terceiro grau,
decidimos que uma introducao de cOnicas deve ser feita, principalmente pela
falta de conhecimento de hipérbole constatada nas andlises dos questionarios
feita no Capitulo 1l do presente trabalho. Desenvolvemos uma seqiéncia
didatica com o objetivo principal de fornecer aos alunos os elementos de
hipérbole, que julgamos fundamentais ao ensino/aprendizagem de resolucao
de equacgdes cubicas, através do método de Omar Khayyam.

E importante para nosso trabalho que os alunos sejam capazes de
construir e identificar graficos de parabola e hipérbole, bem como reconhecer
suas equacdes. Além disso, é necessario que eles percebam que os pontos
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de intersec¢do entre duas curvas, construidas no mesmo plano cartesiano,

satisfazem as duas ao mesmo tempo.

A sequéncia didatica para a introducdo do conceito de conicas, conta

com exercicios que utilizam o software Cabri-géométre. O conhecimento

minimo de utilizacdo do software pode ser adquirido durante a aplicacdo da

sequéncia, sem atrapalhar seu andamento.

Atividade Cabri-géométre

1) a) Crieumaretad e um ponto F fora de d.
b) Construa um ponto H sobre o objeto d.

c) Construa a mediatriz n do segmento FH.
d) Construa a perpendicular p a reta d
passando pelo ponto H. As retas p e n se
cortam no ponto M.

e) Acione a opcgdo “lugar geométrico” do
menu “Construcao”, cliqgue em M e mova o
ponto H. Qual é o conjunto dos pontos M?
f) Compare as medidas FM e MH.

g) Por que a reta p foi tomada
perpendicular aretad?

h) Qual a conclusdo que vocé pode chegar
a respeito do conjunto de pontos M?

2) a) Construa uma circunferéncia de centro

F1 ederaior.
b) Crie um ponto Fy que esteja fora da

circunferéncia. Seja N um ponto sobre
esta mesma circunferéncia.

c) Crie areta F{N e o segmento NF,

d) A mediatriz do segmento NF, corta a
reta F1N no ponto M.
e) Justifique a igualdade IMF4 - MF, O= c,

com c constante

f) Ache o conjunto dos pontos M usando
o “lugar geométrico” como no
exercicio 1, agora movimentando N.
Qual a natureza desse conjunto?

g) Desloque o ponto F, por todo o plano,
inclusive dentro da circunferéncia e
pertencente a ela. O que acontece com
0 conjunto de pontos M?

h) Existe alguma posi¢céo para este ponto
Fo paraaqual a propriedade
MF, + MF, O= constante € valida?

Onde?

Quadro 5.1. — Atividade Cabri-géomeétre

O primeiro exercicio desta atividade tem por objetivo construir uma

pardbola, utilizando suas propriedades geométricas de distancia. Com a

opcdo “lugar geométrico” disponivel em Cabri-géométre, o aluno pode

verificar que o conjunto dos pontos M, que satisfazem as propriedades com

as quais a figura foi construida, formam uma parabola. Além disso, é de

nosso interesse que o aluno perceba as relacdes de distancia entre M, E e H.
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Para a resolucdo desse exercicio, &€ necessario que o aluno tenha os

seguintes conhecimentos disponiveis:

entender a diferenca entre ponto e ponto sobre objeto para o Cabri-
géometre;

mediatriz de um segmento;

retas perpendiculares;

intersecc¢éao de dois objetos;
pontos pertencentes a mediatriz de um segmento equidistam de seus

extremos;

para se medir a distancia entre um ponto P e uma reta r deve-se tomar a

distancia do segmento perpendicular a reta r baixado do ponto P ar;
circunferéncia;

ponto pertencente a circunferéncia.

Seguindo os passos do exercicio 1) da atividade, chegaremos a

seguinte construcao:

Quadro 5.2. — Construcédo da parabola

Tomando o lugar geométrico de M, temos o conjunto de pontos dado a

seqguir:
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Quadro 5.3. — Lugar geométrico de M

A idéia de conjunto formado por todos 0s pontos, que tém uma certa
propriedade em comum, € muito usada nos livros didaticos analisados para
definir conicas. E possivel que esta forma de abordar o conceito se torne um
obstaculo didatico para o aluno, que ndo consegue visualizar esse conjunto
apenas com lapis e papel, ou que ndo entende o significado da expressao
“conjunto de pontos”. A opc¢éo “lugar geométrico” de Cabri-géometre auxilia
na sua construcao, mostrando que cada um dos pontos marcados é o mesmo
ponto M quando H esta em um lugar diferente, ajudando a superar tal

problema.

O exercicio 2) continua a situacao-problema para hipérbole e elipse.
Tendo como objetivo fazer o aluno chegar ao conceito geométrico de
hipérbole, esse exercicio mostra a forma do conjunto de pontos M dada nas

definigBes dos livros didaticos analisados.

Seguindo os passos do exercicio até o item f, chega-se a seguinte

construcao:

F2

Quadro 5.4. — Construcédo da hipérbole
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O lugar geométrico dos pontos M é uma hipérbole:

L —————

Quadro 5.5 — Lugar geométrico de M

MF, = MF; - r (onde r é o raio da circunferéncia) pois, como M esta na
mediatriz de NF,, o triangulo MNF, é isosceles.

Na continuacao do exercicio, nos itens g e h, podemos pedir ao aluno
qgue movimente o ponto F, por todo plano, e veja o que acontece com o
conjunto dos pontos M e quais as possiveis causas da mudanca, caso ela
exista. Assim o aluno pode movimentar o ponto para dentro da circunferéncia

e encontrar uma elipse.

Se o0 aluno tomar o ponto M como pertencente a circunferéncia, entao
ele encontra como lugar geométrico desse ponto a propria circunferéncia, e a

soma [MF, + MF, [hunca sera constante. Caso M esteja dentro da

circunferéncia, seu lugar geométrico € uma elipse e a propriedade dada &

valida.

Esses exercicios, portanto, visam a compreensdo, pelo aluno, dos
conceitos geométricos de cada uma das curvas coOnicas, aproveitando a
facilidade que o software Cabri-géomeétre tem de encontrar o que os livros

didaticos chamam de conjunto de pontos com uma mesma propriedade.
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Quadro 5.6. — Lugar Geométrico de M

O problema é fechado, as mudancas de posicdo do ponto F, acima

descritas séo sugeridas pelo enunciado, o método de resolucéo é facilmente
encontrado seguindo os passos pedidos pelo problema. Apesar disso, as
guestdes elaboradas durante a sequéncia didatica, forcam o aluno a
desenvolver um raciocinio geomeétrico sobre a figura por ele construida, para
chegar sozinho as conclusfes necessarias a aquisicdo do conhecimento

exposto.

Escolhemos a ordem parabola, hipérbole, elipse por motivos didaticos.
A construcdo da parabola nos parece a mais simples, e ajuda os alunos a se
familiarizarem com o software. Além disso, ela € a curva mais conhecida
pelos estudantes em seus dois registros de representacéo usuais: equacao e
gréfico, sendo de facil reconhecimento. Como as construcdes de hipérbole e
elipse sdo parecidas, escolhnemos a hipérbole como a préxima curva a ser
estudada, porque consideramos que sua propriedade pode ser facilmente
encontrada na construcdo, o que auxilia a visualizacdo da propriedade

geomeétrica da elipse, colocada em ultimo lugar.

Em resumo, essa primeira atividade, descrita no quadro geométrico,
vem ndo so ajudar o aluno a efetivar a conversao entre 0s seguintes registros:
0 registro da lingua natural “conjunto de pontos satisfazendo uma
determinada propriedade geométrica” e 0 registro geométrico, isto é, o
grafico. A aplicacdo do questionario nos leva a acreditar que esta ligacéo
entre gréfico e propriedades da curva (ou mesmo gréfico e equacao)

provavelmente nao esta suficientemente estabelecida. Esperamos poder
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ajudar o aluno nesse ponto, ndo apenas com esta atividade, mas também
com a préxima, tentando motiva-lo a perceber como podem se parecer as
equacdes dessas curvas, relacionando-as com a mesma propriedade com a

gual os graficos foram construidos em Cabri-géomeétre.

A Atividade Equacéo, entéo, tem por objetivo estudar as equagdes das
cbnicas. Na atividade anterior, séo vistas as propriedades de cada curva em
termos de focos e distancias. A partir de agora, dadas as coordenadas desses
pontos, queremos que o0s alunos utilizem o que aprendem no exercicio
precedente, para encontrar as equacdes dessas curvas. Interessa-nos que
eles percebam as caracteristicas de cada uma das equacles, para que

possam identifica-las e cria-las a partir de uma cubica.

Atividade Equacao

1) Se o gréfico da paradbola que vocé encontrou no exercicio 1) da
Atividade Cabri-géometre estivesse em um plano cartesiano, sendo,
por exemplo: F(2, 3), H(x, -3) (H pertence a reta d), quais seriam as
coordenadas do ponto M? Qual equacdo descreve o conjunto de
pontos M?

2) Se o grafico da hipérbole que vocé encontrou no exercicio 2) da
Atividade Cabri-géometre estivesse em um plano cartesiano, sendo,

por exemplo: Fl(-3, 0), F2(3, 0) e a constante c¢=2, quais seriam as

coordenadas do ponto M? Qual equacdo descreve o conjunto de
pontos M?

3) Se o grafico da elipse que vocé encontrou no exercicio 2) da Atividade
Cabri-géometre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por

exemplo: Fl('3' 0), F2(3, 0) e constante c¢=10 quais seriam as

coordenadas do ponto M? Qual equacdo descreve o conjunto de

pontos M?

Quadro 5.7. — Atividade Equacéo

Utilizando a propriedade encontrada na Atividade Cabri-géometre, o
aluno deve lembrar-se de que d(M,F) = d(M,H) e, partindo disto, chegar a

equacado de uma parabola no primeiro exercicio.

62



d(MF) = dMH) O (x-2)? +(y-37 ={(x-x? +(y+3) O

0 %/xz —4x +4+y? —6y+9§ =%/o+y2+6y+9ﬁ2 0

O x? -4x+4+y?>-6y+9=y? +6y+90

x> —4x +4

0 x?-4x+4=12y 0 y =
ydy B

A equacéao encontrada acima €, entdo, de uma parabola.

Para encontrar as coordenadas do ponto M no exercicio 2), o aluno

deve fazer uso da propriedade dada na Atividade anterior:

IMF, =MF,| = ¢ O |d(MF1) - d(MF2) =c O

0 s 37 + by -0F ~x-3) + (y-0F

=20

0 e8P +-0F ~be-aF +fr-oF [ =2* 0
O (x+3)f +y? —2%\/(x+3)2 +(y -0y [{/(x—3)2 +(y -0y ﬁ-#(x—fﬁ)z +y2 =40

0 2x? +2y? +18 —ZE\/(X2 —9)2 +2x%y? +18y? +y* @z 40

0 2(x2 +y2 +7)= 203 (k2 —9f +2x2y? +18y2 +y* @D

0 (x2 +y? +7)2 = EL/(XZ —9)2 +2x%y? +18y? +y* g 0
0 32x2 -4y2 -32=00 y = +/8(x2 -1)

E esta € a equacao da hipérbole dada, que pode ser escrita de varias

formas, dentre elas:

2
xz‘y?=1, 32x2 -4y2-32=0, 8x*-y2=8, y=#80x-1).

A Ultima forma, provavelmente, € a de maior freqiéncia entre os

alunos, pois eles estdo habituados a isolar y para dar a lei de formacéo de
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uma funcéo. E esperado, também, que eles ndo se lembrem dos valores

negativos gque y pode tomar nessa mesma equacao.

Neste exercicio, entdo, os alunos tém a oportunidade de observar as
diferentes formas que a mesma equacao pode tomar. Esperamos que eles
percebam as diversas maneiras, com as quais podem representar uma

hipérbole através de uma equacao.

Usando a propriedade da elipse no exercicio 3):
MF, +MF, =c O d(MF,)+d(MF,)=c O

o Jor3F 5 + e F 16 oF =100
0 J(x+3) +(y-0f =10-4/(x-3) +(y-0f

0 (x+3f +y* =100-20(x -3)’ +(y -1 +(x-3) +y2 O
0 (12x -100)° :E—zo\/(x—s)—%y2 ﬁz O

0 256x? +400y? = 6400 O 16x° +25y? =400

Do mesmo modo, varias formas de escrever esta equagdo podem ser

desenvolvidas pelos alunos. Assim como na hipérbole, esperamos que a
. . : 4
forma mais freqiiente seja y = iE\/SO -x? .

Para resolver esta atividade, s&80 necessarios 0S seguintes
conhecimentos:
e como calcular algebricamente a distancia entre dois pontos de um plano
cartesiano;
» calcular a distancia de um ponto a outro dadas suas coordenadas;
» tomar as coordenadas de M como (X,y);
* produtos notaveis;
» conhecimento de plano cartesiano;

» coordenadas de pontos;



* pode-se eliminar o médulo de uma expressao algébrica elevando-a ao
guadrado;

 valores positivos e negativos que podem ser atribuidos a y, dado y?;

Essa atividade tem por objetivo mostrar as variagdes que as equacgoes
das conicas podem ter, quando formadas a partir das mesmas propriedades
das curvas estudadas pelos alunos na Atividade Cabri-géomeétre. A mudanca
de ponto de vista da Atividade Cabri-géometre para a Atividade Equacédo
auxilia o aluno a entender que as propriedades geométricas da curva
permanecem, numa conversao de registros e quadros: do geométrico para o

algébrico, formado a partir das mesmas relacdes do anterior.

Por comodidade, Tomamos como variavel para os exercicios de
hipérbole e de elipse os focos posicionados no eixo Ox, para que os calculos

algébricos se tornassem mais faceis e menos trabalhosos para o aluno.

Uma proxima atividade € criada, com o objetivo de levar o aluno a
encontrar pontos que satisfacam duas curvas cOnicas ao mesmo tempo. Ela

nos mostra como o aluno lida com o problema.

Atividade Encontro

1) Sejam f: O— 0O e g: M- 0O duas fungdes de valores reais definidas

x2—6

5 . Existe algum valor de x para o qual as

e gk =

por f(x)= %

dias funcdes tém a mesma imagem? Se existe, dé estes valores e
justifique sua resposta; se ndo, explique porqué.

Quadro 5.8 — Atividade Encontro

Para resolver esta atividade, os alunos devem ter o0s seguintes
conhecimentos disponiveis:
* 0 que significa um valor de x para o qual as duas funcfes tém a mesma
imagem; e

e CcOomo encontrar estes valores;
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O aluno pode tentar resolver a atividade acima por meios algébricos ou
geomeétricos. No primeiro caso, ele se depara com uma equacdo de terceiro
grau. Espera-se que ele resolva utilizando os métodos presentes nos livros
didaticos analisados, principalmente aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, ou
gue tenha dificuldades para resolvé-la. Esta é, entdo, a ligacdo esperada entre
conicas e resolucdo de equacdes de terceiro grau, e une as duas partes da

sequéncia didatica.

Resolvendo algebricamente, pode-se chegar a seguinte equacao:

2
Xx“-6 _1 . ~
5 ==0 x*-6x=6, 0 que pode levar o aluno a tentativas de resolucéo
X

semelhantes as categorias 1 e 2 encontradas na resolucdo do questionario

aplicado. Aqui, entdo, esperamos que os alunos percebam que a solucao do
problema é impossivel de ser encontrada somente com o0s conhecimentos a
eles ensinados até aqui. E preciso dar-lhes condi¢des para concluir a resolugéo

da atividade.

Se a tentativa de resolugéo for geométrica, os alunos podem utilizar o
software Cabri-géometre e construir, em um mesmo plano cartesiano, as duas
curvas. Entretanto, para que Cabri-géometre seja usado, sem perdas
excessivas de tempo com constru¢des, podemos, verbalmente, auxilia-los a

utilizar o Teorema de Tales ou semelhanca de triangulos para a construgéo do

2
. . . . X° -6 L
grafico da hipérbole. Porém, construir f(x) = P atraveés do mesmo

teorema, nos parece mais trabalhoso e complicado. Isto nos obriga, portanto, a
mostrar e utilizar o Construtor, sem, entretanto, revelar ao aluno suas
caracteristicas, pois isto sera feito mais tarde, durante a segunda parte da

sequeéncia.

Com o grafico construido, os alunos percebem que existe um Unico valor
de x para o qual f e g ttm a mesma imagem. Nesta construcdo vemos
equacdes diferentes das anteriormente estudadas para hipérbole e parabola, o

gue nos traz novos registros de representacao para tais objetos.
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Quadro 5.9. — Gréfico de f(x) e g(x)

Podemos ver, nessa atividade, que o quadro algébrico torna a resolucao
do problema dificil ou até mesmo impossivel aos alunos, dados seus
conhecimentos até agora. O quadro geométrico, ao contrario, permite visualizar
a existéncia ou nao de solucdes, e da condi¢cdes ao aluno de finaliza-la com seu
aprendizado anterior. Vemos aqui a importancia do jogo de quadros na
resolugdo de um problema, como € explicitado na dialética ferramenta-objeto de
R. Douady.

A préxima atividade vem conferir se 0s conhecimentos previamente
apresentados foram adquiridos. Ela tem por objetivo garantir que o aluno possa
reconhecer as curvas conicas, estudadas através de graficos, e que saiba

encontrar pontos que satisfagcam as curvas dadas ao mesmo tempo.

Para resolver esta atividade, o aluno precisa dos seguintes
conhecimentos disponiveis:
e reconhecer o gréfico das curvas hipérbole, elipse e parabola;
* saber que, onde as curvas se interceptam, sdo 0os pontos de solucdo da
equacao inicial;

» saber encontrar as coordenadas de um ponto do gréfico.

Espera-se que os alunos tenham dificuldade com o terceiro item, que
mostra uma parabola com eixo de simetria em Oy, 0 que, provavelmente, para
eles, ndo é conhecido. Esta variavel foi acrescentada para que o aluno néo seja

obrigado a acreditar que o eixo de simetria da pardbola é sempre Oy ou
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paralelo a ele. Da mesma forma, temos o item 1 com uma parabola de
concavidade voltada para cima e, no item 2, voltada para baixo. As elipses, uma
com eixo maior paralelo a Ox, outra com eixo maior em Oy, e hipérboles

também em diferentes formas.

Atividade Gréficos

Identifique cada uma das curvas dadas nos gréaficos abaixo. Existem pontos onde elas coincidem?

Caso existam dé suas coordenadas (exatas ou aproximadas); se ndo, explique por qué.

' ' ' ] ' '
T-O T TrToaT T rTaT e~
' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' '
= mlm bk m = — k== = =
' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' '
U [ T A T
' ' ' ' ' ' '

Quadro 5.10. — Atividade Gréaficos

No primeiro grafico, temos uma hipérbole e uma parabola se
interceptando em um uUnico ponto de coordenadas (3; 0,5). O segundo grafico é
constituido por uma parabola e uma elipse, tendo duas intersecdes: a primeira
tem coordenadas (0, 2); a segunda, a abscissa estad entre -05 e -1 e a
ordenada entre -0,5 e -1. O proximo gréfico é formado por uma parabola e uma
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hipérbole, com trés intersecdes: ([0,5; 1], [0,5; 1]); (2; 0,5) e a terceira ([0,5;
1],[1,5; 2]). O ultimo grafico, entdo € constituido de uma hipérbole e uma elipse.
Suas intersecc¢des sao: (1,5; 1,5), (1,5; -1,5), (-1,5; 1,5) e (-1,5; -1,5).

Inciamos, entdo, uma sequéncia didatica para o ensino/aprendizagem de

resolucdo de equacdes de terceiro grau, utilizando como ferramenta as curvas

coOnicas.

2.2. Segunda Parte

Atividade Duplicacdo do Cubo

No século V a.C., a Grécia foi tomada por uma peste terrivel que
assombrou e dizimou grande parte da populagdo. Uma delegacéo foi enviada
ao oraculo de Apolo em Delos para rezar e pedir aquele deus que dissesse 0
gue o povo precisava fazer para que a peste desaparecesse. Conta a lenda que
0 oraculo determinou que se duplicasse o altar de Apolo, cuja forma era a de
um cubo. Os atenienses, obedientemente, duplicaram as dimensdes do altar,
pensando terem atendido ao pedido divino. A peste, contudo, continuava a se
espalhar pelo pais pois, quando duplicam-se seus lados, o volume do altar é
multiplicado por oito e ndo por dois.

Platdo, ao ser consultado a respeito do problema, respondeu
que o intuito dos deuses ndo era té-lo resolvido, mas que os Gregos
desistissem de guerras e maldades e cultivassem as Musas, para que suas
paixGes fossem supridas pela Filosofia e pela Mateméatica, vivendo uma

Bl

relacdo de ajuda uns com os outros.

1) Apesar da indagacdo de Platdo, a peste precisava ser detida. Tendo
os lados do altar medida 1, calcule seu volume. Encontre uma expressao
algébrica para o lado do cubo cujo volume é igual ao dobro do volume do altar.

Observagao: O volume de um prisma é igual ao produto de sua altura
pela area da base.

2) Utilizando os conhecimentos de cOnicas e intersecdo de gréaficos

adquiridos nas atividades precedentes, encontre um valor (mesmo que

aproximado) para o lado do cubo procurado.

Quadro 5.11. — Atividade Duplicacdo do Cubo

® Texto extraido de Heath — A History of Greek Mathematics
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O objetivo desta atividade é levar o aluno a utilizar a estratégia de
interseccdo de duas curvas, estratégia esta desenvolvida nas atividades
anteriores, para encontrar a medida do lado do cubo procurado, que depende
da resolucdo de uma equacdo de terceiro grau. Lembrando os exercicios
estudados até agora, o aluno podera resolver o problema construindo os

gréficos y=x?> e ==y, com auxilio de Cabri-géomeétre, baseando suas
X

construcdes no Teorema de Tales ou em semelhanca de triangulos, visto que o
guadro geométrico lhe deu maior liberdade de resolucdo em um exercicio

precedente.

I

Quadro 5.12. — Resolugao geométrica da duplicagao do cubo

Entretanto, para encontrar o valor de x esperado nesta atividade, o
quadro algébrico ndo carrega dificuldades pois, sendo x> =2, extraindo a raiz

cubica nos dois membros da equacéao, tem-se facilmente que x = 32 Podemos
entdo questionar o aluno quanto ao valor de tal raiz cubica. Esse nimero esta
entre zero e 0,5? Entre 0,5 e 1? Entre 1 e 1,5? Espera-se que seja dificil para o
aluno determinar, com certeza, um intervalo pequeno, em que se encontre tal
valor. O quadro geométrico, entretanto, nos leva a uma boa aproximagéao, para
este valor com mais facilidade, pois podemos observar o grafico e estimar um

intervalo que contém o valor de x.

Apresentamos em nosso trabalho as conicas, ndo s6 como trajetorias de
planetas, objetos ou &tomos, mas como ferramenta para a resolucdo de um

problema mateméatico novo para o aluno: as equacdes cubicas.
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Para desenvolver essa atividade o aluno deve:
» saber calcular a area de um retangulo;
» ter entendido as atividades precedentes;

« entender que x> =20 x? =

X | N

« y=x? éaequacdo de uma parabola;
2 . ~ .

e — =y € aequacao de uma hipérbole;
X

« Teorema de Tales;

O uso do quadro geométrico nessa atividade, leva a utilizacdo das
cOnicas para resolver uma equacao de terceiro grau. Elas passam, entdo, de
objeto de estudo para ferramenta fundamental na aquisicdo de outro conceito,
neste caso, a resolucdo de equacbes cubicas. Este enfoque pode dar novo
significado as conicas, e tal fato nos leva a mais um motivo pelo qual equacgdes
de terceiro grau devem ser estudadas a parte e nao incluidas no caso geral de

equacdes de grau n, como se faz atualmente.

Escolhemos tomar, nessa atividade, a Historia da Matematica, na qual o
aluno toma contato com a origem das conicas e com uma utilidade pratica das
equacdes de terceiro grau. Como variavel didatica, temos o lado do cubo, cujo
volume deve ser duplicado com medida 1 cm para facilitar a construcao

geométrica da curva.

Apesar de ser uma atividade dirigida, ela ndo pode ser resolvida apenas
seguindo os passos do enunciado. E necessario um entendimento das
atividades anteriores, para transformar uma equacéo de terceiro grau em uma
equacao em que o primeiro membro é a equacao de uma parabola e o segundo

membro é a equacao de uma hipérbole.

O procedimento, descrito no exercicio 1) da Atividade Construtor
Universal de Equac0es, leva o aluno a construir a Maquina para equacdes de

grau trés.
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Atividade Construtor Universal de Equacdes

1) Construgéo da Maquina

a) Construa quatro segmentos de medidas arbitrarias a, b, c e d perpendiculares a um segmento
AB. A seguir, construa um sistema de coordenadas ortogonais de origem O, de modo que AB
seja paralelo ao eixo x.

b) Construa sobre o eixo y o segmento OD de medida d, o segmento OC de medida c+d, o
segmento OB de medida b+c+d e o segmento OA de medida a+b+c+d. A seguir, construa sobre
0 eixo X, um segmento OX de medida x e um segmento OE de medida 1.

c) Pelos pontos X e E construa perpendiculares r e s (respectivamente) ao eixo x.

d) Pelo ponto A, construa a perpendicular t ao eixo y. Seja S o ponto de intersecdo des et.

e) Construa a reta SB. Seja G a intersecc¢éo das retas SB e r.

f) Construa a reta m por G paralela ao eixo x. Seja H a interse¢do entre m e s.

g) Construa areta CH. Seja P a intersecao entre CHerr.

h) Construa aretan por P paralela ao eixo x. Seja F a intersecdo entren e s.

i) Construa a reta DF. Seja J a intersecdo entre DF e r.

j) Qual é o lugar geométrico de J quando X se move sobre o eixo x?

2) Varie a medida dos segmentos a, b, c e d. O que acontece com o gréafico?

O que acontece quando:

« amedida do segmento a é zero?

e as medidas dos segmentos a e b sdo zero?

« as medidas dos segmentos a, b e ¢ sdo zero?

A partir das manipulacdes feitas com a mudanc¢a das medidas dos segmentos a, b, c e d, o que se

pode concluir arespeito desta “maquina” que vocé construiu?

3) Calcule as coordenadas do ponto J em funcéo de x,a,b,c ed.

4)Utilizando o Construtor, construa o grafico da equacao cubica da atividade I: X3 =2 . Quais sao
as raizes desta equacgao?

5)Compare os resultados e os procedimentos das atividades | e Il. Qual dos dois métodos vocé
achou mais facil de utilizar? Por que? Em qual dos dois, na sua opinido, as raizes sdo dadas com

maior precisdo? Por que?

Quadro 5.13. — Atividade Construtor Universal de Equac¢des

7

Esse exercicio é obrigatoriamente dirigido ja& que a construgcdo da
Maquina ndo é simples o suficiente para ser deixada a cargo do aluno sem um
roteiro a ser seguido. Para construi-la, o aluno deve ter os seguintes

conhecimentos disponiveis:

retas paralelas;

retas perpendiculares;

ponto sobre objeto em Cabri-géometre;

lugar geométrico em Cabri-géometre.
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Construida a Maquina, os alunos devem descobrir sua utilidade. Sendo
assim, o exercicio 2) os leva a manipulacao dos objetos por eles criados, o que
mostra 0s segmentos a, b, ¢ e d como coeficientes de uma equacao de grau

igual a 3 ou menor, dependendo das medidas dadas para tais segmentos.

N&o explicitamos anteriormente que os valores de a, b, ¢, e d eram os
coeficientes da equacdo pois gostariamos que isso fosse descoberto pelos

alunos ao manipularem sua construcéo.

Para a#0 Para a=0 e b#0 Para a=b=0e cz0 |[Para a=b=c=0 e
dz0

0y
__.:'”] B . *“]H /// 10| 0 e L e
it R E b 1.0
/ E 1.6 \"‘/ __,,—/ ' B 3
1.0 %00 /L oo e’ D‘Eﬂ 3
Bl 0 BT 0.0 % IC . 0 -
A ' A %0 A D 0.0 -Bﬂ.ﬂn-

Quadro 5.14. — Modificacbes dos coeficientes da equacao

O exercicio 3) tem por objetivo ndo sé verificar se o aluno entendeu a
funcdo dessa maquina, isto €, qual sua utilidade, mas também trazer a tona o

guadro algébrico que a envolve.

Para desenvolver o exercicio 4), basta que o aluno saiba utilizar o

Construtor e que entenda quais sao os coeficientes de cada um dos termos da

equacdo x* =2, onde os termos de x2 e x sdo nulos.

A equacdo x* =2 tem como gréfico curva do quadro 5.15.

Utilizamos a mesma equacéo da Atividade Duplicacdo do Cubo para dar

ao aluno a possibilidade de comparar os dois métodos de resolucéo.

E provavel, que o método escolhido pela maioria dos alunos como o mais

facil, seja o Construtor de Equacbes, pois ndo sao necessarios grandes
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esforcos em seu uso. Basta entendimento da maquina e dos coeficientes da
equacao. Alem disso, a aproximacao que ele consegue da raiz da cubica é a

mesma nas duas atividades.

"b\nm
1

1.0 05
L BT

2.0 -

Quadro 5.15. — Exercicio 4) da Atividade Construtor

Essa atividade tem como objetivo apresentar o Construtor, mostrando ao
aluno ndo s6 um novo método geométrico de resolucdo, mas também como
pode ser o grafico de uma funcéo de terceiro grau. Ela é apresentada antes de
uma formalizagdo do método de Omar Khayyam, para auxiliar o aluno na

construcdo do gréafico de parabolas, que serdo necessarias adiante.

Atividade Método de Omar Khayyam

Seja a equacgéo x3 +5x2 +3x =1. E possivel transformar esta equacéo
numa igualdade entre duas curvas da mesma familia, como na atividade

I? Justifique. Encontre as raizes desta equacgao.

Quadro 5.16. — Atividade Método de Omar Khayyam

O objetivo desta atividade é mostrar que existem outras equacdes de
terceiro grau, que podem ser escritas como uma equacdo formada por uma
parabola e por uma hipérbole, e, eventualmente, levar o aluno a questionar se

qualquer equacao cubica pode ser descrita desta forma.
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Manipulando algebricamente a equacéo, o aluno, utilizando as atividades
anteriores, pode transforma-la em outra, formada por uma paradbola e uma

hipérbole da seguinte forma:

x® +5x* +3x =10 x(x2 +5x+3):1D X2 +5x+3 ==
X

Tendo em suas méaos o software Cabri-géometre para resolvé-la, o aluno

pode usar o Construtor para construir o grafico da equacéio x> +5x+3 =y e 0
1 e o ~

Teorema de Tales para — =y, como ja foi visto. Feito isto, ele tem em maos o
X

seguinte grafico:

—— e 2y

= - v ™
—— TO0[1.0% ]

Quadro 5.17. — Gréfico da Atividade Método de Omar Khayyam

Este grafico mostra que a cubica inicial tem trés raizes reais: uma
positiva, entre zero e 1, e duas negativas, que ele provavelmente ndo tera
problemas para aproximar seus valores se encontrar, através de circunferéncias
(para manter uma unidade como raio e transferir esta medida), os pontos -1, -2,
-3, etc. Uma destas raizes é -1 (0 que ele pode comprovar substituindo -1 na

equacao de terceiro grau) e a outra esta entre -4 e -5.

Fazemos agora uma mudanca de quadro geométrico para algébrico,
apresentando a férmula de Cardano-Tartaglia, o0 que da ao aluno possibilidade

de resolver equacdes algébricas.
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Atividade Cardano

1) O volume do bloco ao lado é igual a n unidades de volume. Os

. Sua altura tem

lados da base tém medidas a+b e a+b+aTb

medida a+b . Encontre uma expressao algébrica para este volume.

2) Compare a expressao que vocé encontrou acima com o desenvolvimento de (a+b)3 e escreva

m e n em funcdo deaeb.

3) Sendo a® e b° raizes de uma equagao de segundo grau, escreva os valores destas raizes em

funcdo demen.

4) Dada a equacéo x3-3x =2 , encontre x =a+b utilizando os exercicios precedentes.

Quadro 5.18. — Atividade Cardano

Sendo o volume do bloco dado pelo produto entre a area da base e sua

altura, temos que Vp,eo = Apase = ga +b)h+b+ %a +b)=n.
0 d a+b

Desenvolvendo a expressao acima, temos:

(a+bfta+b+-" H:(a2+2ab+b2Ea+b+ m_H

0 a+bQ 0 a+bQ

—ad+a%b+a? 3" +2a%p+2ab? +2ab B +ab? +b3 +b2 B =
a+b a+b a+b

=a® +3a’b +3ab? +b* +(a2 +2ab+b2)[-)i:(a+b)3 + (@+by.
a+b a+b
O que nos da (a+b)* +m(a+b)=n.
Desenvolvendo  (a+b)’, temos: (a+b)’ =a®+3a’b+3ab? +h°.

Comparando com o volume do bloco acima, € necessario que o aluno procure
escrever esta expressdo de maneira a encontrar valores para m e n

relacionados com a e b da seguinte maneira:

(@+b)’ =a® +3a’b+3ab? +b* O (a+b)’ =3ab(a+b)+a® +b* O

O (a+b)f’ -3abla+b)=a®+b?, expressdo que o levaaver: o . ..
m=a’+b

76



Para chegar ao resultado esperado, o aluno deve apenas ver que é
possivel colocar o fator 3ab em evidéncia, para conseguir comparar as duas

expressodes e encontrar m e n em funcdo de a e b.

Esperamos aqui uma certa dificuldade por parte dos alunos, em escrever

a equacdo de segundo grau, cujas raizes sdo a° e b*, pois é necessario que
eles tenham, como conhecimento disponivel, as relagdes entre as raizes e 0s
coeficientes de uma equacéo de segundo grau, estudadas na 8" série do Ensino
Fundamental(a e retomadas na 3 série do Ensino MédioH, num estudo de

&

polindbmios em geral. Esta dificuldade foi também constatada em Rosa™.

Sendo dados a3 e b2 raizes de uma equacéo de segundo grau, fazemos

-3ab=m0 (ab)3 :E—gg Assim, a®> e b® sdo as raizes da equacéo

X% —nX + B—gg =0. Resolvendo esta equacao, temos
l l
22 =04 JRE B e v =0 [BE LAE
2 RO 0380 2 RO 030
Nos exercicios dessa atividade, encontramos a® = n, BZHZ + g e
2 VRO 0380
b3 :g— @%g + %g . Esperamos que os alunos relacionem estes

0o o3

- BIHZ+BE Db3:3—\/gg+ﬁ_—3gmb3:1—\/ﬁ:1.
RO 2 \R O

Sendo x=a+b:

SCastrucci.
"Gelson lezzi.
8Maério Servelli Rosa.



x =¥a® +3b® =1+1=2, e uma das raizes da equacao cubica é 2.

Para realizar este trabalho, o aluno deve entender que 0s exercicios

anteriores o levam a uma férmula para resolver equacdes do tipo x* +mx =n

no quadro algébrico e substituir os valores de m e n nesta formula.

A equacdo x> —3x =2 foi escolhida, tendo uma raiz real e inteira, para
gue o aluno ndo se depare com qualquer dificuldade quando utilizar o método

de Cardano.

Para encontrar a expressao esperada, o aluno deve conhecer:
* produtos notaveis;
» propriedade distributiva da multiplicacédo em relacéo a adicao;
» simplificacdo de fragoes.
* como encontrar os coeficientes de uma equagédo de segundo grau dados a
soma e o produto de suas raizes;

* como resolver uma equacgéo de segundo grau.

Atividade Comparacao

1) Use o método de Cardano para resolver as equacgdes a)x3 -6x=40 e

b)x3—5x =4.

2) Use o método de Omar Khayyam para resolver estas equacgdes.

Compare os resultados obtidos. O que vocé pode concluir?

Quadro 5.19. — Atividade Comparacéo

A formula para a equacao a) nos da

o [BRH o 40 HOH L O g

020 030 020 030
X =§/20+\/400—8 +3/20 -/400 -8 O x =320 +1442 +320 1442 .
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Neste ponto, € provavel que o aluno ndo consiga estimar o valor da
expressao numerica, o que lhe causa certa dificuldade para usar esse método.

Ja para a equacéao b), a formula traz o seguinte problema:

x:3\/2+1/—% +3\/2—1/—%, gue contém a raiz quadrada de um ndamero

negativo, e esta expressdo so lhe da alguma raiz da equacgéo se ele tiver o

conjunto dos numeros complexos como conhecimento disponivel.

Utilizando niameros complexos, o aluno chega a seguinte expressao:

X = 3\/2 +i‘/g +?J2 —i,/% . Neste ponto, o aluno pode elevar os dois membros

ao cubo e tentar encontrar uma expressdo sem numeros complexos da

seguinte forma:

x3 :2+i‘/£ +23 +i1/E —i1/£ +2—i1/£. Este desenvolvimento Ihe
27 27 27 27
traz: x3=4+234+ 10 =4+23122 24422 =22 x =322
27 27 3 3 3

Ao resolver algumas equacdes com a formula de Cardano, o aluno

percebe que tem uma nova ferramenta em maos. Porém, a partir do momento
em que ele se depara com alguma equacao que o leva a nimeros complexos,
percebe que este método nem sempre o ajuda, enquanto o Construtor de
Equacgbes e Omar Khayyam sempre resolvem a equacao.

Utilizando o método de Omar Khayyam para estas duas curvas temos:
40

a) x3—6x:4ODx(x2— 6): 400 x* 6 —
X
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Quadro 5.20. — Resolugdo geométrica do item a)

4
b)x3—5x=4Dx(x2— 5}: 4 x* 5 —
X

D 0[1.0E 5

Quadro 5.21. — Resolucdo geométrica do item b)

Atividade Briot-Ruffini

1) Seja a equacgao x3 —5x = 4. Encontre uma raiz desta equacdo através do
critério de pesquisa de raizes e, utilizando o Teorema de d’'Alembert,
encontre outras raizes, caso existam.

2) Compare este método de resolucdo com os que vocé estudou até agora

(Cardano e Omar Khayyam). Qual deles é o mais pratico, na sua opinido?

Quadro 5.22. — Atividade Briot-Ruffini

Nesta atividade, os alunos devem ter como conhecimentos disponiveis:
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* Critério para pesquisa de raizes racionais: “Se 0 numero racional P begq
o}

primos entre si) é raiz da equagdo a,x" +a,_x""+..+ax +a, =0 com
coeficientes inteiros, entdo p € divisor de g, e q é divisor de a,.”

* Teorema de d’Alembert: “Um polindbmio P(x) € divisivel por x-a se, e somente
se, P(a)=0."

* Algoritmo de Briot-Ruffini ou qualquer algoritmo de divisdo de polinGmios.

No caso da equagdo x* -5x =4, an =1 e ag =-4. Assim, p=£1 e g=+1,

1 11 1 . , -
+2, +4, 0 que nos da 1, -1,5,—5,2,—2 como possiveis raizes da cubica dada.
Utilizando o Teorema de d’Alembert, temos que P(-1)=0 e entdo x®> -5x=4 é
divisivel por x+1. Utilizando o Algoritmo de Briot-Ruffini, temos:
-1 ‘1 0 -5 -4

‘1 -1 -4 0

Esta divisio nos da x®-5x-4=(x+1)x*-x-4), o que resulta em

(x+1)x* -x-4)=00 x+1=0 ou x®>-x-4=0. Encontramos, assim as

1+417
2

raizes para a equacao de segundo grau, obtendo, assim, para a

equacéo de terceiro grau cnsiderada, estas raizes e —1.

A equacdo x°®-5x=4 foi escolhida por ter tanto raizes e quanto

coeficientes inteiros, o que facilita os calculos e 0 uso deste método.

Levantamos a possibilidade de que, aqui, o aluno seja tentado a dizer
gue a pesquisa de raizes e a divisdo da cubica por um polinémio de grau 1 seja
um dos métodos mais faceis para resolver uma equacao de terceiro grau, pois a
equacado escolhida tem variaveis didaticas, que o induzem a tal pensamento. A
proxima atividade, porém, faz uso de uma equagdo que ndo € boa para ser

resolvida, nem pelo método de Cardano, nem por pesquisa de raizes.
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Atividade Final

Agora vocé esta sem o auxilio do computador para resolver equagdes. Dé

as raizes da equacao x3 —15x =4. Utilize os trés métodos que vocé

estudou e compare suas facilidades ou dificuldades.

Quadro 5.23. — Atividade Final

Nesta ultima atividade, o aluno lida com a falta do computador, e tem
de encontrar o melhor método para determinar as raizes da equacao cubica.
Pretendemos mostrar a ele, que o método de Omar Khayyam ndo apresenta

os problemas dos outros métodos, apesar da imprecisao das raizes.

A deficiéncia do método de Cardano j& foi explorada. Como a equacéo
NAo possui raizes racionais, a pesquisa delas se torna impossivel. Basta,
agora, que o aluno perceba a dificuldade de se construir o grafico de uma
equacao de terceiro grau sem o auxilio de qualquer instrumento. Esperamos
que seja percebida a facilidade de utilizacdo do método de Omar Khayyam e

gue ele seja escolhido pelos alunos como o melhor dentre os apresentados.

3. Aplicacéo da Sequéncia

Aplicamos a sequéncia em duas fases. Inicialmente a quatro alunos
cursando primeiro ano de Ciéncia da Computacdo, na PUC-SP. Fizemos o
estudo em 4 sec¢des de 1h30min e em uma sec¢ao de 2h30min de duracéo,
entre os dias 17 e 21 de agosto de 1998. Apds esta fase, e passado também
nosso Exame de Qualificacdo, decidimos fazer algumas mudancas ha
sequéncia, e reaplicamos a alunos cursando terceiro ano do Ensino Médio, no
Colégio Vera Cruz. Iniciamos o estudo com 15 duplas e, ao final, estdvamos
apenas com 3 duplas, sendo que apenas dois alunos resolvem a ultima
atividade, devido a problemas fora de nosso alcance. Esta aplicacdo ocorreu
nos dias 9, 17, 24 e 26 de novembro de 1998.

Em ambas as aplicacdes os alunos estdo sob nossa orientacdo, para
resolver as atividades, de modo que possamos esclarecer suas duvidas e
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coordenar o desenvolvimento do trabalho. Temos também o auxilio de uma
observadora, cuja funcao é verificar quais as estratégias de resolucédo usadas

e as dificuldades que possam ser enfrentadas pelos alunos.

Fazemos aqui um relato de nossas aplicagbes. Uma analise mais

detalhada é tomada no Capitulo VI — Conclusdes deste trabalho.

3.1. A primeira aplicacéo

Terminada a construcdo da seqiiéncia, ela é aplicada a quatro alunos
(duas duplas: Simone e Marilisa, Heloisa e André). Procuramos observar as
reagOes destes alunos, frente a cada um dos exercicios, e suas duvidas para
a resolucao de cada atividade. Além disso, damos total atencdo aos métodos

por eles utilizados para a resolucéo dos problemas.

Inicialmente, introduzimos aos alunos o0 “Questionario de
Matematica” apresentado no Capitulo Ill (pagina 28) deste trabalho, com o
objetivo de verificar suas concepcdes a respeito de conicas e resolucédo de
equacoes de terceiro grau, tendo em vista principalmente os métodos usados
por eles para resolver uma cubica. Obtivemos resultados semelhantes aos

anteriores.

Em relacdo ao conceito de conicas, nenhum aluno da uma definicéo
formal para qualquer destes objetos matematicos, como havia acontecido
com os alunos que responderam aos questionarios anteriores. Ela é
substituida pela representacéo gréafica, apesar de as equacdes da parabola e
hipérbole também serem bem conhecidas por esses alunos. Heloisa e André
sdo 0s Unicos a tentar explicar tais objetos com palavras, além de dar o
desenho. Por exemplo, para elipse, Heloisa da a seguinte definicdo: “seria
uma circunferéncia ‘achatada™. Para parabola, André diz ser “uma curva com
um ponto maximo ou minimo”; e hipérbole, ambos a chamam de “curvas

abertas”.
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Quanto a resolucédo das equacbes da Questdo 2), Simone consegue
resolver os quatro itens, com o método de Briot-Ruffini. Marilisa tem a ajuda
da colega para relembrar o mesmo algoritmo e encontrar as raizes das quatro
equacOes. Ja André e Heloisa resolvem apenas os itens a e d, equacdes
incompletas, utilizando procedimentos como colocar x em evidéncia, para
transformar uma equacdo em outra com dois fatores de grau menor, com
resolucdo conhecida. Nenhum deles recorreu a qualquer artificio geométrico

em suas resolugoes.

Com a introducdo do questionario, podemos observar que o0s
conhecimentos de André, Heloisa, Simone e Marilisa parecem estar de
acordo com as abordagens dadas por livros didaticos, tanto para cbnicas
quanto para resolucdo de equacbes cubicas. Ambas as duplas expressam
suas dificuldades em construir o grafico de uma equacao de terceiro grau,
além de ndo conhecerem seu grafico. E possivel que o quadro geométrico

tenha sido pouco explorado ou deixado de lado em sua atividade escolar.

Para a execucdo das atividades da seqiéncia, sdo dadas algumas
instrucdes para os alunos: eles tém livre escolha na forma de resolver os
exercicios, a ndo ser que se determine o uso de algum método. O software
Cabri-géomeétre estad a disposicdo, caso eles desejem usé-lo. Para que os
alunos tomem conhecimento do software, fizemos uma breve apresentacao

de seus menus, das diferencas basicas de cada item e de como utiliza-los.

A Atividade “Cabri-géometre” exige o0 uso deste software para a
construcdo de pardbola, hipérbole e elipse. Os alunos tiveram algumas
dificuldades em sua construcdo devido, a falta de familiaridade com o
software. Percebemos, aqui, a dificuldade desses estudantes em identificar as
propriedades geométricas existentes na figura por eles construida, como por
exemplo, ndo usar o fato de que um ponto, pertencendo a mediatriz de um
segmento, equidista de seus extremos. Dois fatores podem ter causado o
problema: uma possivel auséncia de estudos de geometria plana nos ultimos

anos escolares ou, por se tratarem de alunos vindos de um curso de
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computacdo, entende-se que eles podem ter perdido o contato com tais

conhecimentos e ndo se lembram mais deles.

E interessante notar como Marilisa e Simone resolvem o item h) Existe
alguma posicao para o ponto F,, para a qual a propriedade IMF,+MF, O=
= constante é valida? Onde?. Esta dupla procura medir os segmentos MF, e
MF, quando F, esta fora, dentro e sobre a circunferéncia, observando o que

acontece aos valores das medidas dos segmentos em cada uma dessa

posicbes. Percebem, assim, que quando F, estd dentro e sobre a

circunferéncia, tal propriedade é valida, e o lugar geométrico dos pontos M é
uma elipse. Nao haviamos previsto tal saida para a confirmacdo da
propriedade. A nosso ver, recorrer ao quadro numeérico é a maneira por eles
encontrada para solucionar o problema e suprir sua deficiéncia em relacao as

propriedades de geometria plana. Vale a pena destacar que André pde F,
sobre F, e encontra uma circunferéncia como lugar geométrico dos pontos M.

ApoOs discussdo das conclusdes dos alunos sobre esse item, € recordada a
propriedade da mediatriz usada na construcdo, para que eles percebam o que
esta por tras da figura criada.

Um ponto interessante, nesse exercicio, se da quando perguntamos
aos alunos como eles definiriam parabola depois de feita a construgcdo em
Cabri-géomeétre. Todos ficam muito ligados a construcéo, na hora de definir, e
descrevem seus passos, ao invés de usar a propriedade que encontram para
dar uma definicdo de parabola. E necessaria nossa intervencdo, pedindo que

a propriedade recém descoberta seja usada.

A Atividade “Equacao” se torna cansativa e sem sentido para 0s
alunos, devido aos desenvolvimentos algébricos trabalhosos que ela envolve.
Ao questiona-los, percebemos que eles conhecem diferentes equacdes de
elipse, pardbola e hipérbole. Um dado interessante nessa atividade se da
guando Heloisa sugere como abscissa do ponto M a mesma abscissa de H e
justifica sua escolha dizendo que “M e H pertencem a mesma reta.”
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Os alunos, inicialmente, tentam resolver a Atividade “Encontro”
utilizando o meétodo de Briot-Ruffini, sem sucesso, ja que a equacao
encontrada, ndo possui nenhuma raiz inteira, o que os impede de usar tal
saida. Pensando, pela primeira vez, em mudar do quadro algébrico para o
geométrico, os alunos tentam utilizar um software por eles conhecido, de
nome IMAGICIEL, que possibilita a construcéo do grafico de qualquer funcéo.
Vendo sua vontade de mudar de estratégia, sugerimos que eles construissem
o grafico das duas funcdes, utilizando o “lugar geométrico” de Cabri-
géometre. JA que eles ndo conhecem o software o suficiente para criarem
sozinhos as duas curvas que aparecem no exercicio, damos a eles um
arquivo pronto, capaz de construir o grafico das funcdes f e g, dadas em um
mesmo plano cartesiano. Todos resolvem a questdo com rapidez, embora
percebam que a resolucado, a partir do grafico, lhes da apenas um intervalo

gue contém a raiz.

Passando para a segunda parte da sequéncia, os alunos iniciam a
Atividade “Duplicacdo do Cubo”. A rapida e simples resolucdo do primeiro
exercicio desta atividade (relacionar o lado do cubo com seu volume), causa
espanto aos alunos. “Mas é s6 isso?” indagam André e Heloisa. Percebemos,
por seu discurso, uma possibilidade de estar implicito, no contrato didatico
vigente em sua vida escolar, que a resposta ndo pode ser simples para que
esteja correta. Com o desenvolvimento e a utilizacdo do método de Omar

Khayyam, o exercicio é facilmente finalizado pelos alunos.

Neste ponto da aplicacdo, André pergunta “A gente vai aprender a
resolver equacdes de terceiro grau?” Mais uma vez, sentimos a interferéncia
de um contrato didatico, ja estabelecido, anteriormente, com este aluno. Ele ja
havia, por duas vezes (nas atividades Encontro e Duplicacdo do Cubo),
resolvido uma equacéo de terceiro grau, sem, porém, que disséssemos isto a
ele explicitamente, fato que o impede de acreditar que esteja construindo um

novo conhecimento.

A elaboragédo do Construtor Universal de Equagfes se da com alguns

problemas de construcdo, devido a falta de familiaridade com o software
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Cabri-géometre, como, por exemplo, esquecer de marcar o ponto de
interseccdo de duas retas antes de querer passar uma nova reta por este
ponto. Tais dificuldades, porém, sdo resolvidas pelos proprios alunos e nao

interferem no desenvolvimento da atividade.

O Construtor € recebido com grande entusiasmo. Todos gostam muito
da maquina e percebem, rapidamente, que 0s segmentos a, b e ¢ sao
respectivamente os coeficientes de x3, x2 e x; e d, o termo independente da
equacao. Observam como a mudanca dos coeficientes pode influir na forma

do grafico, e as variagcdes do mesmo quando a, b ou ¢ tém medida zero.

Apés essa atividade, fazemos uma breve institucionalizacdo do método
de Omar Khayyam, de acordo com a dialética ferramenta-objeto de Régine
Douady. Mostramos aos alunos que as raizes reais de qualquer equacao de
terceiro grau podem ser encontradas, pelo método geométrico recém
introduzido e que podemos saber quantas sao essas raizes, além de

conseguir um intervalo que as contenha.

A Atividade “Cardano” ocorre com algumas dificuldades, como
haviamos previsto, a respeito das relacdes existentes entre os coeficientes de
uma equacdo de segundo grau e a soma e o produto de suas raizes. Os
alunos dizem que a férmula de Cardano nédo € boa pois, além de trabalhosa,
nao resolve equacdes em que o coeficiente de x2 é diferente de zero, e
envolve célculos que eles julgam dificeis sem a ajuda de uma calculadora. E
possivel ainda, que esta férmula leve a raiz quadrada de um namero negativo,
0 que os alunos dizem nao existir. Frente a esta afirmacdo, perguntamos a
eles, entdo, se ja haviam estudado numeros complexos, o que foi respondido

negativamente.

Para a Atividade “Comparacdo”, a dificuldade estd em construir o
grafico da funcdo dada por f(x)=x®-6x—-40 em Cabri-géométre. N&o
conseguimos obter um segmento de 40 unidades de medida na tela. E
necessario dividir a equacao por 10 e, depois, multiplicar a raiz encontrada
com o programa por este mesmo numero. Podemos, também, modificar a
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unidade de medida, usada para construir a maguina, determinando-a igual a 1
mm; porém, esta estratégia ndo € utilizada pelos alunos. Nesta atividade, o
método geométrico de resolucdo € considerado o mais indicado, de acordo
com os alunos, pois a férmula de Cardano traz obstaculos diferentes para sua

resolugéo.

Na Atividade “Briot-Ruffini”, os alunos concordam que nem sempre o
dispositivo com este nhome é bom na resolucdo de equacdes, pois elas

precisam ter uma raiz inteira para que esse método possa ser usado.

Por dltimo, na Atividade “Final’, os alunos se deparam com uma
equacao de terceiro grau, em que € possivel usar a formula de Cardano, pois
o coeficiente de x2 é nulo. Porém, ela leva a raiz quadrada de numeros
negativos, ente desconhecido por André, Heloisa, Marilisa e Simone. Por isso,
eles ndo conseguem encontrar o valor da raiz procurada. Como ndo é
permitido usar o método de Briot-Ruffini, por determinacdo da atividade,
decidem que o0 meio geométrico é o mais eficaz de resolver tal equacédo, pois
construir o grafico de uma parabola e uma hipérbole é mais facil que tentar

construir o grafico da funcéo de terceiro grau, sem a ajuda do computador.

Em entrevista feita com os quatro alunos, ao final da aplicagcdo da
sequéncia, indagamos qual método de resolucdo por eles usado, neste
trabalho, seria o mais indicado para ser usado de uma maneira geral. A
resposta unanime é que o método de Omar Khayyam é o preferido pois, com
ele, pode-se resolver qualquer equacéo de terceiro grau, 0 que ndo acontece
com a férmula de Cardano e o dispositivo de Briot-Ruffini. Mesmo que s6 se
possa determinar um intervalo para as raizes de uma equacao de terceiro
grau ao usar o método geométrico, € possivel descobrir quantas sédo as raizes

reais e dar a elas um valor aproximado.

O construtor de equacdes é o preferido, caso o computador e o
software Cabri-géomeétre possam ser utilizados. Os alunos se interessam
especialmente por esta maquina, pela possibilidade de manipular coeficientes

e observar que cada um deles tem uma relacdo diferente com o do grafico.

88



Os alunos chegam, também, a conclusdo de que a possibilidade de
mudanca de quadros é extremamente importante para 0 sucesso ha
resolucdo de problemas. Mesmo que nem todos os dados existentes em um
quadro se facam perceber no outro, este jogo é imprescindivel para ampliar
as possibilidades de raciocinio matemético. O estudo de equacgdes de terceiro

grau possibilita que André, Heloisa, Marilisa e Simone tenham esta visao.

3.2. As mudangas

ApoOs a primeira aplicacdo de nossa sequéncia didatica, e ap0s o
Exame de Qualificagcdo a 30 de outubro de 1998, decidimos fazer alguns
cortes e modificacbes em sua estrutura, a fim de centralizar nosso trabalho

apenas no metodo geométrico baseado na idéia de Omar Khayyam.

Fazemos uso, agora, apenas das atividades Cabri-géometre, Equacéao,
Encontro, Graficos, Método de Omar Khayyam e Construtor Universal de
Equacdes. A Atividade Equacdo ndo mais conta com trés exercicios, por ter-
se tornado sem sentido para os alunos, na primeira aplicacdo. Agora, apenas
o primeiro é usado, por ser o de resolucdo mais simples. Como este tipo de
desenvolvimento algébrico de equagfes de pardbola, de elipse e de hipérbole
pode ser encontrado em qualquer livro didatico, julgamos que esta atitude que
tomamos nao prejudicara o desenvolvimento do aluno, nem impedira que ele

resolva os proximos exercicios da sequéncia.

Concentramos nosso estudo, principalmente, na Atividade “Encontro”.
Justificamos esta atitude por ser, nesta atividade, a primeira vez, durante a
sequéncia, que os alunos tém a méo uma equacdo de terceiro grau para
resolver. Aqui, vemos quais os métodos por eles usados para esta resolucéo,
se tais métodos sao eficazes e, se nao, qual “artificio” pode ser usado para

modificar a situacao.

Aplicamos esta sequéncia com alunos da terceira série do Ensino
Médio do Colégio Vera Cruz. Dois fatores influenciaram a escolha daquele
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local. Primeiramente, diretores e o professor da turma em questdo se
mostraram abertos a nos receber, e interessados em desenvolver nossa
sequéncia didatica com seus alunos, visto que os conteudos do estudo
poderiam auxilia-los no vestibular. Além disso, o local possui um laboratério
equipado com 20 computadores e Cabri-géometre Il instalado em todos eles,
0 que satisfaz nossas necessidades de uso do software. Observamos, aqui,
gue utilizamos, para a segunda aplicacdo da sequéncia apenas 0S recursos
de Cabri-géometre Il, que também estéo disponiveis na primeira versao deste
software, para que as atividades ndo se modificassem e para que o ambiente

usado nao fosse diferente daquele da primeira aplicacao.

O Vera Cruz € uma escola de classe média alta, onde os alunos tém
livre acesso a sala de computadores e biblioteca. Nesta escola, o ensino é
diferenciado, pois os professores se empenham em trazer para a sala de aula
meétodos de ensino em que 0s alunos constroem seus conhecimentos. Ele é

considerado um dos melhores colégios da cidade de Sao Paulo.

Antes de escolher as atividades que fazem parte da sequéncia,
conversamos com o professor da turma, a fim de obter maiores informacdes a
respeito do desenvolvimento de seus alunos. Constatamos que seu
aprendizado inclui o dispositivo de Briot-Ruffini para divisdo de polindbmios, o
Teorema de d’Alembert, sobre raizes racionais de uma equacéo, e a formula

de Cardano-Tartaglia para resolucéo de equacdes de terceiro grau.

Assim, escolhemos as seis atividades descritas acima e fazemos
algumas modificagdes em algumas delas, a fim de que o conteldo seja o
mesmo da primeira aplicacdo, para conseguir levantar o mesmo tipo de

dados, isto €, possamos estudar a validade ou ndo de nossas questdes.

A Atividade “Cabri-géométre” permanece na sequéncia por ser
considerada importante para ajudar na constru¢cdo do método geomeétrico de

resolucdo de equacdes de terceiro grau que aqui € estudado.
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Atividade Cabri-géomeétre

1) a) Crieumaretad e um ponto F forade d. d) A mediatriz do segmento NF, corta a
b) Construa um ponto H sobre o objeto d. reta FyN no ponto M.

c) Construa a mediatriz n do segmento FH. - .
e) Justifique a igualdade OMFq - MF, O= c,
d) Construa a perpendicular p a reta d

com c constante
passando pelo ponto H. As retas p e n se

f) Ache o conjunto dos pontos M usando o
cortam no ponto M.

. I et w “lugar geométrico” como no exercicio
e) Acione a opc¢ao “lugar geométrico” do
W ~ . 1, agora movimentando N. Qual a
menu “Construcdo”, clique em M e mova o

i 2
ponto H. Qual é o conjunto dos pontos M? natureza desse conjunto?

fy Compare as medidas FM e MH. g) Desloque o ponto Fo por todo o plano,

g) Por que a reta p foi tomada perpendicular inclusive dentro da circunferéncia e

Aretad? pertencente a ela. O que acontece com

h) Qual a conclusao que vocé pode chegar a 0 conjunto de pontos M?

respeito do conjunto de pontos M? h) Existe alguma posi¢do para este ponto

2) a) Construa uma circunferéncia de centro F2 paraaqual a propriedade

Fq ederaior. MFq + MFo, O= constante é valida?
b) Crie um ponto F» que esteja fora da Onde?

circunferéncia. Seja N um ponto sobre
esta mesma circunferéncia.

c) Crie areta F{N e o segmento NF,

Quadro 5.24. — Atividade Cabri géometre

Com a Atividade “Equacgédo”, podemos mostrar ao aluno que a
propriedade geométrica das conicas permanece, mesmo se fizermos uma
converséao de registros de representacdo e mudanca de quadro. N&o julgamos,
porém, necessario serem feitos todos 0s exercicios desta atividade, apenas o
primeiro, por ser, entre os trés dados, o de resolucdo mais simples.
Percebemos, na primeira aplicacdo desta sequéncia, que as manipulacdes
algébricas dos exercicios 2) e 3) sao mais trabalhosas e muito tempo é

dispendido para sua resolucéo.

A Atividade Graficos € muito importante para a continuacdo da
sequéncia, pois ndo s6 mostra se o0 aluno consegue distinguir entre uma e outra
curva conica, mas, também, se ele sabe quais sdo os pontos de intersec¢ao

entre elas, numa preparacdo para a proxima atividade.

91



Atividade Equacéo

1) Se o grafico da parabola que vocé encontrou
no exercicio 1) da Atividade Cabri-géométre
estivesse em um plano cartesiano, sendo,
por exemplo: F(2, 3), H(x, -3) (H pertence a
reta d), quais seriam as coordenadas do

Atividade Gréficos

Identifiqgue cada uma das curvas dadas nos
gréficos abaixo. Existem pontos em que elas
coincidem? Caso exista dé as coordenadas
desses pontos (exatos ou aproximados); se néo,
explique porqué.

ponto M? Qual equagéo descreve o conjunto
de pontos M? 1) 2)

(N&o é necessario resolver os exercicios 2) e 3).

2) Se o grafico da hipérbole que vocé encontrou |:
no exercicio 2) da Atividade Cabri-géométre |
estivesse em um plano cartesiano, sendo, |:
por exemplo: F4(-3, 0), F»(3, 0) e a constante
c=2, quais seriam as coordenadas do ponto |i
M? Qual equacdo descreve o conjunto de
pontos M?

3) Se o gréafico da elipse que vocé encontrou no |
exercicio 2) da Atividade Cabri-géométre | :
estivesse em um plano cartesiano, sendo, por |
exemplo: Fq(-3, 0), F»(3, 0) e constante ¢=10 |
guais seriam as coordenadas do ponto M? Qual
equacédo descreve o conjunto de pontos M?

e Sui

Quadro 5.25. — Atividades Equacéo e Graficos

Iniciamos o estudo de equacdes de terceiro grau na Atividade Encontro.
Vemos quais métodos sdo usados pelos alunos para resolver uma cubica e
fazemos uma comparacao entre estes métodos e o método geométrico que usa
a idéia de Omar Khayyam para resolver uma equacédo cubica. Nossa intencéo é
saber se o aluno consegue perceber as limitacdes existentes nas diferentes
maneiras que ele conhece de resolver uma equacéo de terceiro grau, e se ele é

capaz de sugerir uma mudanca de quadros para solucionar seu problema.

O exercicio 2) € colocado nesta segunda aplicacdo, para que o aluno
possa pensar em maneiras diferentes de resolver seu problema, assim como
faziam as atividades que foram retiradas da sequéncia. Esperamos que eles, no
primeiro exercicio, facam uso dos métodos estudados em sala de aula:
dispositivo de Briot-Ruffini, teorema de d’Alembert e a formula de Cardano.
Desta forma, os estudantes se deparam com problemas, pois esta equacao néao
tem raizes inteiras, o que os impede de resolver usando Briot-Ruffini. A formula
de Cardano leva a uma expressdo numérica complicada, para ser resolvida

sem uma calculadora.
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Atividade Encontro Atividade Omar Khayyam

1) Sejam f: Ro>R e g: R*—>R duas funcées de 1) Seja a equacdo x3+5x2 +3x=1. E possivel

2 N

X“ -6 e transformar esta equagdo em uma outra
formada por duas conicas? Justifique.

Encontre as raizes desta equacao.

valores reais definidas por f(x)=

g(x) = 1 Existe algum valor de x para o qual
X

as duas funcdes tém a mesma imagem? Se |2) Resolva a equacdo acima utilizando os

existe, dé estes valores e justifique sua métodos que vocé conhece. Compare seus

resposta; se ndo, explique por qué. procedimentos com o método de Omar

Khayyam. O que vocé pode concluir?

2) Os métodos de resolugao que vocé conhece e
usou no exercicio anterior foram
satisfatorios? Vocé conseguiu encontrar os
resultados pedidos? Existe alguma outra
forma de encontrar estes valores? Qual?
Justifique sua resposta.

Quadro 5.26. — Atividades Encontro e Omar Khayyam

Nossa expectativa € de que um jogo de quadros seja utilizado para a
obtengdo de sucesso, de acordo com a dialética ferramenta-objeto de R.
Douady.

A Atividade Omar Khayyam permanece para que o aluno possa utilizar o
método de Omar Khayyam em uma equagdo completa de terceiro grau. O
segundo exercicio desta atividade foi incluido para a préxima aplicagdo como
uma forma de ajudar os alunos a compararem os métodos por eles conhecidos
de resolucao de equagdes com o novo artificio geométrico. O mesmo se deu na

primeira aplicagéo utilizando outras atividades.

Por ultimo, temos a Atividade Construtor Universal de Equacgdes, que
pode mostrar ao aluno como é o grafico de uma funcao polinomial de terceiro
grau e confirmar que os pontos de intersecdo entre as duas curvas conicas

encontrados na atividade anterior, sdo raizes da cubica inicial.
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Atividade Construtor de Equacdes

1) Construcado da Maquina

a) Construa quatro segmentos de medidas
arbitrarias a, b, c e d perpendiculares a
um segmento AB. A seguir, construa
um sistema de coordenadas ortogonais
de origem O, de modo que AB seja
paralelo ao eixo x.

b) Construa sobre o eixo y o segmento OD
de medida d, o segmento OC de
medida c+d, o segmento OB de medida
b+c+d e o segmento OA de medida
atb+c+d. A seguir, construa sobre o
eixo x, um segmento OX de medida x e
um segmento OE de medida 1.

c) Pelos pontos X e E construa
perpendiculares r e s (respectivamente)
ao eixo X.

d) Pelo ponto A, construa a perpendicular
t ao eixo y. Seja S o ponto de

g) Construa areta CH. Seja P a intersecc¢ao
entreCHer.

h) Construa a reta n por P paralela ao eixo
X. Seja F ainterseccdo entren e s.

i) Construa a reta DF. Seja J a intersecc¢do
entre DF er.

j) Qual é o lugar geométrico de J quando X
se move sobre o eixo x?

2) Varie a medida dos segmentos a, b, ¢ e d.
O que acontece com o grafico?

O que acontece quando:

¢ amedida do segmento a é zero?

e as medidas dos segmentos a e b sdo
zero?

¢ as medidas dos segmentos a, b e ¢
séo zero?

A partir das manipulagdes feitas com a
mudanca das medidas dos segmentos a,
b, c ed, o que se pode concluir a respeito

intersecgcdo de s e t.
e) Construa a reta SB. Seja G a
interseccao das retas SB err.
f) Construa a reta m por G paralela ao eixo
X. Seja H ainterseccdo entrem e s.

desta “maquina” que vocé construiu?
3) Calcule as coordenadas do ponto J em
funcdo dex,a,b,ced.
4)Utilizando o Construtor de Equacgdes,
construa o grafico da equagdo cubica

x3 -6x =6. Quais sdo as raizes desta
equacéo?

Quadro 5.27. — Atividade Construtor de Equacdes

3.3. A segunda aplicagéo

3.3.1. Considerag0es gerais:

Alguns problemas, fora de nosso alcance, interferiram na quantidade de

alunos que resolveram todas as atividades, na segunda aplicacdo da

sequéncia. Estes problemas seréo explicados a seguir.

O estudo de equacgdes algébricas, incluindo sua resolucdo, e métodos
como de Briot-Ruffini devem ser estudados pelos alunos, antes da aplicacao
dessa sequéncia didatica. Infelizmente, esta matéria s6 é abordada no final do
ano letivo, motivo pelo qual tivemos que esperar até o inicio de novembro para
fazer nosso estudo com os alunos. Esta € a mesma época em que se dao os
exames vestibulares, e por isso, 0os alunos nao tinham disponibilidade de
horarios extra-classe para este trabalho. O professor da turma nos cedeu uma

aula por semana, 0 que nos deu quatro horas de disponibilidade para trabalhar.
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O Jdltimo encontro, entretanto, teve lugar no Udltimo dia de aula, o que,
infelizmente, diminuiu consideravelmente o numero de duplas na aplicacdo. O
professor titular da classe se ausentou nas duas Ultimas sec¢fes, deixando em
seu lugar um professor auxiliar. Este fato parece ter contribuido com a evasao,

além de nos mostrar o forte efeito que o contrato didatico causa em tais alunos.

Temos 16 duplas para as atividades Cabri-géometre e Equacao, 8 para a
Atividade Graficos, 3 para as atividades Encontro e Omar Khayyam e apenas
uma dupla na Atividade Construtor de Equacdes. Ainda assim, acreditamos
poder validar nosso estudo, sendo que temos dados da primeira aplicacdo. As
atividades feitas com os alunos do Colégio Vera Cruz também foram feitas
pelos alunos da PUC, o que nos permite analisd-las como um todo.

Relataremos aqui como foi 0 segundo experimento.

3.3.2. Relato da Aplicacéo

No inicio do primeiro encontro, fazemos uma breve apresentacdo do
software Cabri-géométre para os alunos, ja que eles ndo o conhece. Seu
contato inicial com este software foi na construcao da Atividade Cabri-géometre.
Novamente podemos perceber alguns problemas de manipulagcédo dos pontos e
retas. Ja no primeiro exercicio desta atividade, vemos fatores que devem ser

levados em consideracéo.

Uma dupla toma a iniciativa de construir a reta p ndo perpendicular a reta
d, isto é, p se torna uma reta qualquer. Constata, entdo que o lugar geométrico
dos pontos M ndo é mais uma parabola. Levado o problema a todos os alunos,
eles percebem, entdo, que tal condicdo imposta na construcdo é um fator
importante no “aparecimento” da parabola. Nenhum aluno, porém, percebe que
tal reta foi tomada perpendicular, por se tratar de distancia entre reta e ponto,

sem nossa intervencao.

Nesta segunda aplicagdo, entretanto, os alunos conseguem dar uma

definicdo de parébola, sem fazer uso da constru¢do, mas sim, da propriedade
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sob a qual se baseia tal construgéo. A igualdade entre FM e MH foi facilmente
verificada. Vale destacar também que estes alunos estavam melhor preparados
gue aqueles da primeira aplicacdo, quanto a conceitos geometricos. As
propriedades da hipérbole e da elipse foram observadas com sucesso, sem
qualquer problema.

Para a Atividade “Equacédo”, a maior dificuldade dos alunos € perceber
gue a abscissa do ponto M deve ser tomada como a mesma do ponto H, ja que
os dois pertencem a mesma reta. Quatro duplas esbocaram o grafico de uma
parabola, antes de resolver algebricamente este problema. Este fato pode nos
indicar uma provavel familiarizacao desses alunos com o quadro geométrico, ou
até uma influéncia exercida em seu raciocinio pela sequéncia. Como somente
haviamos trabalhado neste quadro, os alunos podem ter-se preocupado em

usa-lo na continuacéo dos exercicios propostos.

Uma dupla iniciou a resolucdo dos exercicios 2) e 3), mas deixou seu

raciocinio pela metade, por ser muito trabalhoso.

Na Atividade “Graficos”, apenas uma dupla ndo diferencia parabola e
hipérbole. Todas as outras conseguem reconhecer as curvas destes objetos,
em todos os exercicios, e trés duplas ddo atencdo a aproximacao dos valores

das abscissas e ordenadas dos pontos de encontro.

Observando, entdo, a Atividade “Encontro”, vemos que os alunos tomam
todos os meios, por eles conhecidos, para resolver uma equacao de terceiro

grau, e mesmo assim n&ao obtém sucesso.

As trés duplas, que fazem esta atividade, pensam inicialmente em
procurar uma raiz inteira, para usar o dispositivo de Briot-Ruffini. Uma dupla
testa as possiveis raizes que o Teorema de d’Alembert sugeria, as outras duas
por tentativa e erro. Nao encontrando uma solucao satisfatéria, que os habilite a
usar o dispositivo de Briot-Ruffini, os alunos passam a usar as relacfes de

Girard, solucdo esta que ndo consideravamos que pudesse ser usada. Nenhum
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deles, entretanto, vai muito além com este caminho, pois acham que néo é

possivel resolver o sistema que tém em maos com facilidade.

Uma dupla, neste momento, lembra-se de uma formula que o professor
havia ensinado (a de Cardano) e todos tentam usa-la, também sem sucesso,
pois chegam a uma expressdo numeérica, que ndo conseguem calcular, sem o

auxilio de uma calculadora.

Os alunos chegam, entdo, a conclusdo de que os métodos de resolucdo
gue eles conhecem, ndo sao sempre eficazes. Existiria alguma maneira de
resolver uma cubica qualquer? Baseado na Atividade “Graficos”, um aluno
sugere gque se construa o grafico das funcdes f e g em um mesmo plano, e que
se tome seus pontos de intersec¢do. Com ajuda do arquivo pronto, usado na
primeira aplicacédo, tais alunos podem visualizar, em Cabri-géometre, as téao

procuradas raizes reais da equacao dada.

Novamente, para resolver o segundo exercicio da Atividade “Omar
Khayyam”, os alunos fazem uso dos métodos algébricos que eles conhecem.
Iniciando seu raciocinio mais uma vez com a procura de raizes inteiras para
usar Briot-Ruffini. Porém sem sucesso. A formula de Cardano ndo pode ser

usada, pois, para isso, o coeficiente de x? precisa ser nulo, o que néo é o caso.

Finalmente, depois de varias tentativas, as trés duplas chegam a
conclusdo de que o método de Omar Khayyam é o mais indicado para ser
usado em qualquer caso. Pedro e Leonardo escrevem que “Omar Khayyam

inventou um método que € uma méao na roda!”

O Construtor Universal de Equacdes € estudado por apenas uma dupla:
Pedro e Leonardo, fora do horario de aula. Ambos percebem sua utilidade, sem
qualquer dificuldade. Acham, porém, a constru¢cdo da maquina extremamente
complicada. Observam como a variacdo dos coeficientes de cada um dos

termos da equacéo influencia a forma de seu grafico e o nimero de raizes.
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E interessante, porém, constatar que, mesmo tendo admitido, na segdo
anterior, que o método de Omar Khayyam € o mais indicado para se resolver
uma equacao de terceiro grau, estes alunos ainda preferem primeiro tentar usar
Briot-Ruffini para resolvé-la e s6 se ndo conseguirem por este método, utilizar
outro. Entendemos como vdlida esta atitude, pois vemos que os alunos
possuem agora discernimento para escolher o que fazer com uma equacéao de
terceiro grau. Cada caso pode ser resolvido a partir de um método diferente,

dependendo da praticidade de seu uso.
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Capitulo VI
Conclusoes



VI. Conclusdes

O presente trabalho nos possibilita chegar a varias conclusées, nao sé
levando em consideracdo nossas questdes de pesquisa, mas também

aspectos de nossa fundamentacao teorica.

1. O estudo das atividades em sala de aula

Os exercicios de nossas atividades mostram que o0s métodos de
resolucéo de equacgdes, apresentados em livros didaticos, nem sempre trazem
resultados satisfatérios, isto €, nem sempre levam os alunos a encontrar as
raizes reais de uma equacédo dada. Porém, este fato ndo é suficiente para
garantir que nossos resultados sejam alcancados, se a sequéncia for aplicada
a qualquer sala de aula. A postura do professor em sala de aula influi para que
os alunos tenham condigbes de perceber as vantagens e desvantagens de

cada método de resolucéo usado.

Alguns tépicos devem ser observados pelo professor que se interesse
em aplicar a sequéncia didatica deste trabalho a seus alunos:

« Os resultados deste trabalho se repetirdo, se o professor apenas resolver as

atividades com seus alunos?

Acreditamos que nao, pois faz parte de nossa proposta a discussao
entre os alunos e entre eles e o professor, com a finalidade de perceber as
diferencas entre um método e outro. SO assim os alunos poderdo comparar as
respostas que obtiveram, em cada exercicio, e discutir as estratégias utilizadas

para superar seus problemas.

Além disso, é preciso deixar que alunos procurem sozinhos seus
caminhos, para a solugcéo das atividades, para que eles sintam a necessidade

de jogo de quadros, e mudem sua atitude perante o problema.



+ O professor pode, entdo, deixar a cargo dos alunos o estudo das atividades?

N&o, pois a interacdo professor — aluno também é importante em todas
as discussoes requeridas. O professor deve questionar seus alunos, fazer com
gue eles procurem caminhos alternativos, para entenderem a proposta de
nossas atividades e para verem as vantagens do método geomeétrico sobre os

outros, apesar das suas desvantagens.

« O professor deve procurar estudar o desenvolvimento histéricos desses

meétodos antes de aplicar a sequéncia?

De preferéncia sim, pois, os dados histéricos, colhidos neste trabalho,
nos mostram as dificuldades com as quais os matematicos se depararam, até
desenvolver uma formula para encontrar raizes de equacdes de terceiro grau.
Estas dificuldades, como por exemplo os niumeros complexos, também podem

ser problemas para os alunos durante o estudo.

Olhando as atividades, podemos também fazer algumas observacodes.
Quase todas as atividades podem ser realizadas sem o programa Cabri-
géometre, caso ele ndo esteja disponivel. Seu uso, entretanto, se mostrou
bastante eficaz e auxiliou em grande parte na resolucdo dos problemas
apresentados. A atividade Cabri-géometre pode trazer alguns problemas se
realizada sem esse programa, pois sua resolucdo com lapis e papel ndo mostra
a movimentacdo dos pontos, comprovando o lugar geométrico dos objetos
sobre os quais a atividade fala. Ja na atividade Encontro, a construcdo de

pardbolas e hipérboles em um mesmo plano cartesiano €, em geral, mais

simples, se feita com o software, 0 que ndo impede, porém, sua resolu¢cao no

papel.
O Construtor Universal de Equacbes, apesar de considerado de grande

utilidade pelos alunos, infelizmente, ndo pode ser construido sem o uso do

software Cabri-géometre. Sugerimos que o gréafico de fun¢des polinomiais de
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terceiro grau seja estudado, visando, mais uma vez, o jogo de quadro algébrico

para geomeétrico.

Os métodos de resolucdo de equacbes de terceiro grau, estudados em
nossa sequéncia didatica, podem dar ao aluno uma visédo das formas possiveis
de se manipular uma equacéao para resolvé-la. Esta apresentacao pode leva-lo
a se questionar se equacdes de grau diferente de trés também podem ser

resolvidas de outras formas que nao as estudadas em livros didaticos.

2. Pontos a serem aprofundados

Alguns tépicos em nosso estudo trouxeram novas indagacfes que ainda

podem ser desenvolvidas.

A possibilidade de adaptacédo das atividades de nossa seqUéncia para
uso de Cabri-géometre Il deveria ser estudada. Esta segunda versdo deste
software traz facilidades que podem diminuir os problemas de elaboracdo do
Construtor de Equacdes. A nova versao conta, ainda, com a construcdo de
conicas, que pode ser feita sobre um plano cartesiano, e as equacdes dessas

curvas podem ser encontradas, bem como as coordenadas de seus pontos.

Notamos, também, a forte influéncia que o quadro algébrico tem sobre
os alunos que estudaram nossa sequéncia, isto €, eles parecem presos a este
quadro e tendem a resolver qualquer problema apenas por meios algébricos.
Além disso, o quadro geométrico é deixado de lado, raramente usado. Os
motivos pelos quais os alunos se comportam desta maneira poderiam ser
estudo de pesquisas posteriores. E possivel que este habito venha de séries
anteriores, de um nao uso de geometria pelos proprios professores, mas seria

necessaria uma pesquisa para que se comprovassem nossas suspeitas.
Quanto a sequéncia, ela nos mostra alguns problemas relacionados a

nameros complexos e mesmo a resolucao de equacdes de terceiro grau pelos

métodos aprendidos com as abordagens presentes em livros didaticos. Vemos
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a dificuldade que os alunos tém de construir o grafico de uma funcdo de
terceiro grau, até mesmo de reconhecer sua forma. Podemos supor que o fato
se deve ao estudo, provavelmente, insuficiente ou debilitado de equacdes
especificas de terceiro grau. Um estudo deveria ser feito, preocupando-se em
verificar se teoremas, relagcbes e férmulas, validas todas para equacdes
polinomiais de grau n, sdo melhor compreendidas se primeiro for estudado um
caso particular, para depois serem generalizados os resultados obtidos. Isso

acompanharia, entdo, o desenvolvimento histérico de equacdes polinomiais.

Um estudo interessante também seria pesquisar se equacdes de quarto
grau podem ser resolvidas por meio de conicas, como fizemos aqui com
equacdes cubicas. Poderiamos, entdo, apresentar aos alunos, ndo s6 mais
uma maneira geométrica de se resolver equacdes polinomiais de quarto grau,

mas também dar as cOnicas novamente o estatuto de ferramenta.

Como ultima proposta para nossos futuros estudos, temos a possibilidade
de voltar a procurar os alunos que estudaram nossa sequéncia, a fim de
observar as possiveis mudancas ocorridas em seu modo de resolver
problemas, isto €, se o quadro geométrico ainda interfere em suas estratégias
de resolucdo. E observar também se eles ainda sdo capazes de resolver uma

equacao cubica qualquer pelos métodos aprendidos.

3. Por que estudar equacdes de terceiro grau?

Este trabalho nos mostra como é importante o estudo de equacdes de
terceiro grau. Estas equacdes permitem que os alunos vejam um tipo de gréafico
diferente de retas e parabolas, com o0s quais eles estdo acostumados. A
possibilidade de jogo de quadros, para encontrar as raizes reais de equacdes
cubicas, pode ser empregada para tentar modificar, a0 menos um pouco, a
tendéncia de os alunos usarem apenas o quadro algébrico para a resolucéo de
problemas. Esse jogo pode também auxilia-los na resolucdo de equacdes de

grau maior que trés, pois € possivel tentar manipula-las para encontrar um
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meio geométrico de resolucdo. A possibilidade de ir de um quadro a outro € de
grande importancia, pois mostra aspectos diferentes do problema a ser
resolvido. Melhora também as opc¢des de escolha do aluno e sua capacidade

de raciocinar utilizando os varios ramos da matematica.

4. As contribuicdes da Fundamentacao Teorica

E importante, em nosso trabalho, também, verificar os diferentes efeitos
do contrato didatico nos alunos que participaram da aplicacdo da sequéncia.
Na primeira aplicacdo, com quatro alunos da PUC-SP, percebemos
interferéncias na resolucdo das atividades. André, Heloisa, Marilisa e Simone
estavam sempre procurando a resposta correta, a “verdade absoluta”. Para
eles, parece dificil aceitar que ha varios caminhos para se chegar a uma
resposta, que se pode olhar um mesmo problema ou resultado sob varios
pontos de vista, e chegarmos a mesma conclusdo. As discussfes sempre
giravam em torno de aspectos diferentes de um mesmo objeto matematico, tais

como graficos de fungdes de terceiro grau e equacgdes cubicas.

Um outro dado, que esses alunos nos trazem, se refere a fala explicita
do professor. Enquanto nao lhes foi dito que estavam, de fato, resolvendo

equacdes de terceiro grau, isto nao foi percebido por eles.

Ja os alunos do Colégio Vera Cruz tém um outro comportamento como
efeito do contrato didatico. A maioria deles tem mais seriedade nas se¢des em
que o professor titular da turma esta presente. E provavel que a abstencio,
deles nos dois ultimos encontros, se deva ao fato de que seu professor deixou
a sala a cargo de um outro, auxiliar, que néo interveio em qualquer momento,
seja para auxiliar na elucidacdo de possiveis davidas dos alunos na resolucao
das atividades, seja para disciplina-los. Além disso, a ndo obrigatoriedade do
trabalho, nossa sequéncia didatica ndo valia nota; e o fim do ano letivo

influenciaram esta atitude deles
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Vemos, entdo, que o contrato didatico € de extrema importancia em
nosso trabalho e deve ser levado em conta. Os problemas causados a nossa
segunda aplicacéo, pelo numero de alunos presentes até o final do trabalho,
sao significativos, na medida em que mostram o comportamento deles com
seus professores, e a relagdo que eles fazem entre trabalhos e notas, isto é,
sua necessidade de ter algo em troca de seu esforco. O conhecimento por si s6

nao parece ser recompensa suficiente para eles.

Outras dificuldades, que o contrato didatico pode trazer, se relacionam
com a maneira pela qual a sequéncia foi definida, o estilo de suas atividades, a
gestdo em que foi apresentada. O estudo de situacdes em que o aluno usa um
objeto matemético, como ferramenta na resolucdo de um problema, para
depois perceber o que ele realmente fez, €, a nosso ver, extremamente
importante e, muitas vezes, contraria 0 modo de apresentacdo de um
conhecimento com o qual os alunos estdo acostumados. Em nossos
exercicios, ha mais de um meio de resolver para se obter resultados corretos.
E ha a escolha de um caminho que pode levar a dificuldades ou até a
conhecimentos ainda ndo adquiridos pelos alunos. Eles podem superar estas
dificuldades, ou modificar sua maneira de resolver o0 mesmo problema,

passando de um quadro a outro.

Desta forma, temos a interferéncia do jogo de quadros de Régine
Douady durante a sequiéncia. A escolha por uma mudanca de quadros facilitou
seu trabalho, e os levou a perceber que podemos ter um mesmo problema, sob
pontos de vista diferentes. Estes pontos de vista nos trazem mais informacgdes
e podem ajudar a levantar elementos que ainda ndo apareceram na primeira

formulacéo do exercicio.

A mudanca de quadros, no caso do nosso trabalho, nos leva também a
mudanca de registros de representagédo. A conversao usada na sequéncia, de
registro equacao para registro grafico, amplia os conhecimentos dos alunos,
visto que este registro € raramente tomado nos livros didaticos estudados.

Vemos uma forte relutancia dos alunos em se aventurarem a construir graficos

104



de funcdes, com as quais eles nao estejam familiarizados, como, por exemplo,
de primeiro e segundo graus. Como foi visto, este € o principal fator que traz

duvidas aos alunos quanto a utilizacdo do método de Omar Khayyam.

N&o nos detivemos em cumprir todas as etapas da dialética ferramenta-
objeto de Régine Douady, deixando de lado a familiarizagdo com o novo
conhecimento e a complexificacdo da tarefa. A familiarizagdo foi tomada na
primeira aplicacdo, em que as atividades “Comparacao” e “Final” retomam o
uso do método geométrico de resolugédo por cbnicas. Na segunda aplicacéo,

entretanto, preferimos nos deter nas diferencas entre os métodos estudados.

Quanto a complexificagdo da tarefa, entendemos que ela ndo era
necessaria naquele momento, pois a nossa proposta tinha em vista, apenas,
que os alunos escolhessem um, dentre os métodos de resolucédo de equacdes
cubicas apresentados, como 0 mais pratico a ser usado em qualquer dessas

equacoes.

A transposicao didatica feita para este estudo nos ajuda a determinar
quais sdo os metodos de resolucdo de equacdes de terceiro grau usados na
sequéncia, a analisar os obstaculos com quais os alunos podem se deparar ao
usarem tais métodos e observar os diferentes tipos de resolugdo de equacdes
cubicas utilizados pelos alunos. Constatamos que os dados acima descritos,
levantados com o estudo da transposicdo didatica, séo validos, e se repetem
durante o estudo com os alunos que resolveram 0s exercicios de nossa
sequéncia. Os problemas com 0s numeros complexos, deparados por Cardano
no século XVI, também estiveram presentes ao resolvermos uma equacao
utilizando este método. A necessidade de resolver algebricamente as equacdes
dadas, também faz parte desses alunos, assim como para matematicos de

outras épocas.
Percebemos a influéncia que as abordagens dos livros didaticos

estudados exercem nos alunos, sendo que eles tém o habito de usar o quadro

algébrico para solucionar qualquer problema que lhes seja dado, usam o0s
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métodos de resolucdo de equagbes de terceiro grau abordados nesses livros e

raramente se sentem a vontade com o quadro geométrico.

A auséncia de estudo do quadro geométrico em livros didaticos traz
dificuldades para o aluno quanto ao grafico de uma fungcé@o de terceiro grau.
N&o |hes foi possivel nem dizer como um gréafico desta fungcédo se parece, muito

menos identificar um grafico dado como de uma funcéo de terceiro grau.

As equaces de terceiro grau sdo ricas em métodos de resolucéo, que
provocam mudancas de quadro e de registros e auxiliam os alunos a se
familiarizar com esse jogo. Aqui, temos quadros algébrico e geométrico, mas
podemos também usar, por exemplo, a trigonometria para resolver estas
equacdes, observando o método desenvolvido por Viéte. No quadro
geomeétrico, podemos nao sO usar interseccdo de cobnicas, mas, dependendo
da equacéao, procurar graficamente os zeros de funcdes de primeiro e segundo
graus, aproveitando os conhecimentos abordados em livros didaticos, como o
Teorema de d’Alembert, entre outros; ou mesmo usar intersecc¢des de funcoes

de primeiro e terceiro graus.

A primeira aplicacdo da sequéncia, em que foram estudados mais
detalhadamente outros métodos de resolucdo, para equacgdes cubicas, nos
pareceu mais rica no sentido de apresentar aos alunos varias fases historicas,
pelas quais passaram 0S matematicos para encontrar as raizes dessas
equacdes. As mudancas feitas, entretanto, ajudaram a centralizar nosso estudo
em uma unica direcao, também extremamente importante para a formacao do

aluno.

N&o aplicamos um pos-teste aos alunos que estudaram nossa
seqUéncia, principalmente por ela ter sido estudada ao final do ano letivo.
Fizemos, porém, uma entrevista com 0s alunos que terminaram a segunda
aplicacdo da sequéncia, como foi relatado no Capitulo V. Nesta entrevista,

percebemos ainda a influéncia que o quadro algébrico exerce sobre os alunos,
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porém € possivel, também, constatar que, agora, eles tém mais familiaridade

com o quadro geomeétrico.

5. As questdes levantadas

E importante analisarmos também se nossas questdes de pesquisa

podem ser respondidas apos o estudo realizado em nosso trabalho.

» Estes métodos sao suficientes para que o aluno tenha uma viséo geral

de resolucédo de cubicas?

Nossa primeira questdo se refere aos meétodos de resolucdo de
equacdes de terceiro grau, usados na sequéncia. Os alunos que estudaram
nossas atividades se sentem capazes de resolver qualquer equacéo de terceiro
grau, como nos foi explicado pelos préprios, e, ainda mais, podem escolher
qual o melhor método para se usar em cada equacéo. Estas constatacdes nos
levam a crer que os meétodos utilizados nessa sequéncia didatica séo
suficientes para dar, aos alunos, uma visao geral de resolugdo de equacdes
cubicas. Eles agora sdo capazes de utilizar algebra ou geometria para
encontrar as raizes de uma equacao de grau 3, e analisar o tipo de raiz que

estes meios dao a eles.

e O aluno terad mais facilidade com métodos geométricos ou algébricos?

A facilidade em usar um ou outro método vai depender da equacdo que
o aluno tem em maos para resolver. Vimos que 0s que estudaram nossa
sequéncia continuam muito ligados ao quadro algébrico, e este parece ser o
quadro com o qual eles tém maior facilidade. Isso nos faz crer que, a primeira
tentativa de resolver uma equacao, sera por meios algébricos. Este fato ndo
invalida, de maneira alguma, nosso estudo, ja que ele, agora, sabe que, se nao
conseguir bons resultados em tal quadro, tem a possibilidade de procurar

sucesso de outra forma. Esta outra forma — uma resolucdo geométrica —
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sempre |he trara informacfes importantes, caso ele ndo tenha conseguido

antes.

* A férmula de Cardano pode trazer problemas naresolucao algébrica?

A formula de Cardano foi descartada como possibilidade de uso. Um
fator determinante para isto € a dificuldade de calcular as raizes, sem o auxilio
de uma calculadora, além de gerar um obstaculo didatico aos alunos que néo
conhecem o0s numeros complexos. A dificii memorizacdo desta formula

também €& um fator que foi discutido pelos alunos.

* O método de Omar Khayyam € o mais adequado para utilizacdo pelo
aluno por ser de simples construgcdo geométrica, se usado sem o

auxilio do computador?

O método de Omar Khayyam foi unanimemente considerado o melhor
desses métodos apresentados. Os fatores que levaram o0s alunos a esta
conclusado sdo a possibilidade de encontrar a quantidade de raizes reais que a
equacao possui, ao menos um valor aproximado para cada uma delas e
principalmente a possibilidade de uso para qualquer equacdo. A maior
preocupacdo em se usar esse metodo estd na dificuldade que os alunos
sentem em construir, usando lapis e papel, os graficos de parabolas e
hipérboles.

Esse método, apesar de mostrar a quantidade de raizes reais que a
equacgao possui, nos permite encontrar apenas aproximagdes destes valores.
Porém, percebemos que o problema da aproximacéo se deve ao fato de a raiz
ser um numero irracional, pois as raizes racionais séao facilmente encontradas
ao aplicarmos o Teorema de d’Alembert. Assim, podemos ressaltar mais um

ponto a favor do método geométrico desenvolvido neste trabalho.

E possivel que métodos geométricos tenham sido os primeiros a serem

utilizados para a resolucédo de equacoes e, entre eles, estd 0 método de Omar
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Khayyam. Esse € um método que nos possibilita verificar a existéncia de raizes
reais da equacéao cubica que se quer resolver, nos mostra quantas elas sédo, e
permite que se obtenha um intervalo que as contém. E importante salientar,
entretanto, que, com esse método, ndo podemos obter as solu¢des da equagao
de terceiro grau inicial, ja que estamos trabalhando com um método
geomeétrico, e esse tipo de método nos da apenas aproximacdes para as
raizes. Limitacbes, como a explicitada acima, fizeram com que métodos
geomeétricos, pouco a pouco, dessem lugar a métodos algébricos de resolugéo
de equacdes, pois eles resolvem totalmente o problema.

Do ponto de vista didatico, os métodos geométricos sao muito Uteis para
introduzir o estudo de resolugcdo de equacbes de terceiro grau, e ampliar as
possibilidades que o aluno tem de resolver uma equagéo cubica. Os métodos
geomeétricos sao validos na medida em que mostram, ao aluno, um raciocinio
diferente, que pode ser usado na resolucédo de problemas. No nosso caso, 0
método de Omar Khayyam traz um fator que pode motivar o aluno: a
possibilidade de visualizacdo das raizes da equacéo, esbocando os graficos de

uma parabola e uma hipérbole em um mesmo plano cartesiano.
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Anexo | — Questionario aplicado aos alunos

Questionario de Matematica

1) Para vocé, o que é:
a) Elipse?

b) Hipérbole?

c) Parabola?

2) Quantas raizes reais tém as seguintes equacdes? Justifique.
a) x*+x=0 b) r*-6r2+1Ir-6=0

c) 3 -3t?+3t-1=0 d) x*+1=0

3) E possivel uma equacéo de 3° grau ter duas raizes reais? Justifique.

] . X*-6
4) Qual é o grau da equacao

_1 ? Justifique.
X

x2 -

5) Se vocé fizesse o grafico da fungéo f:[J» [0 dada por f(x)= 6, que
tipo de curva encontraria?
6) Se vocé fizesse o grafico da funcéo f:[1» [0 dada por f(x) = i, que tipo de
X

curva encontraria?



7) Vocé foi capaz de responder as questdes 5) e 6) sem fazer o grafico?
Sim Nao
8) Vocé conhece algum tipo de “método” de resolucédo de equacdes de terceiro

grau?

Que método é esse?

Onde vocé aprendeu?

Como resolve-se uma equacao por este método?

Vocé sabe se existe outros além do que vocé conhece?

9) Vocé tem alguma dificuldade em resolver equacdes de 3° grau?

Quais sao estas dificuldades?



Anexo Il — Atividades da sequéncia didatica:

Primeira aplicacao

Atividade Cabri-géometre

1) a) Crie uma reta d e um ponto F fora de d.

b) Construa um ponto H sobre o objeto d.

c) Construa a mediatriz n do segmento FH.

d) Construa a perpendicular p a reta d passando pelo ponto H. Asretas p e n
se cortam no ponto M.

e) Acione a opcao “lugar geométrico” do menu “Construcdo”, clique em M e
mova o ponto H. Qual é o conjunto dos pontos M?

f) Compare as medidas FM e MH.

g) Por que a reta p foi tomada perpendicular a reta d?

h) Qual a conclusao que vocé pode chegar a respeito do conjunto de pontos
M?

2) a) Construa uma circunferéncia de centro F, e de raio r.
b) Crie um ponto F, que esteja fora da circunferéncia. Seja N um ponto sobre

esta mesma circunferéncia.

c) Crie areta F;N e o segmento NF,
d) A mediatriz do segmento NF, corta a reta F;N no ponto M.
e) Justifique a igualdade IMF, - MF, [J= ¢, com c constante

f) Ache o conjunto dos pontos M usando o “lugar geomeétrico” como no
exercicio 1, agora movimentando N. Qual a natureza desse conjunto?

g) Desloque o ponto F, por todo o plano, inclusive dentro da circunferéncia e
pertencente a ela. O que acontece com o conjunto de pontos M?

h) Existe alguma posi¢éo para este ponto F, para a qual a propriedade

[MF, + MF, [J= constante é valida? Onde?



Atividade Equacéo

1) Se o grafico da parabola que vocé encontrou no exercicio 1) da Atividade
Cabri-géométre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por exemplo: F(2,
3), H(x, -3) (H pertence a reta d), quais seriam as coordenadas do ponto M?

Qual equacao descreve o conjunto de pontos M?

2) Se o grafico da hipérbole que vocé encontrou no exercicio 2) da Atividade

Cabri-geométre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por exemplo: F,(-
3, 0), F,(3, 0) e a constante c=2, quais seriam as coordenadas do ponto M?

Qual equacao descreve o conjunto de pontos M?

3) Se o grafico da elipse que vocé encontrou no exercicio 2) da Atividade Cabri-

géometre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por exemplo: F,(-3, 0),
F,(3, 0) e constante c=10 quais seriam as coordenadas do ponto M? Qual

equacao descreve o conjunto de pontos M?



Atividade Encontro

Sejam f: L,O e g -0 duas funcdes de valores reais definidas por

2 —
f(x) =2 5 ® ¢ a(x) =1 Existe algum valor de x para o qual as duas funcdes
X

tém a mesma imagem? Se existe, dé estes valores e justifique sua resposta; se

nao, explique porqué.



Atividade Gréaficos

Identifique cada uma das curvas dadas nos graficos abaixo. Existem pontos em

gue elas coincidem? Caso exista dé as coordenadas desses pontos (exatos ou

aproximados); se nao, explique porqué.
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Atividade Duplicacdo do Cubo

No século V a.C., a Grécia foi tomada por uma peste terrivel que
assombrou e dizimou grande parte da populacdo. Uma delegacao foi enviada
ao oraculo de Apolo em Delos para rezar e pedir aquele deus que dissesse o
gue o povo precisava fazer para que a peste desaparecesse. Conta a lenda que
o oraculo determinou que se duplicasse o altar de Apolo, cuja forma era a de
um cubo. Os atenienses, obedientemente, duplicaram as dimensfes do altar,
pensando terem atendido ao pedido divino. A peste, contudo, continuava a se
espalhar pelo pais pois, quando duplicam-se seus lados, o volume do altar é

multiplicado por oito e ndo por dois.

Platdo, ao ser consultado a respeito do problema, respondeu que o
intuito dos deuses néo era té-lo resolvido, mas que os Gregos desistissem de
guerras e maldades e cultivassem as Musas, para que suas paixdes fossem
supridas pela Filosofia e pela Matemética, vivendo uma relacdo de ajuda uns

com 0s outros.

1) Apesar da indagacédo de Platédo, a peste precisava ser detida. Tendo os lados
do altar medida 1, calcule seu volume. Encontre uma expressao algébrica
para o lado do cubo cujo volume é igual ao dobro do volume do altar.

Observacao: O volume de um prisma é igual ao produto de sua altura pela area

da base.

2) Utilizando os conhecimentos de cbnicas e intersec¢cao de graficos adquiridos
nas atividades precedentes, encontre um valor (mesmo que aproximado)

para o lado do cubo procurado.



Atividade Construtor de Equacdes

1) Construcdo da Maquina

a) Construa quatro segmentos de medidas arbitrarias a, b, ¢ e d
perpendiculares a um segmento AB. A seguir, construa um sistema de
coordenadas ortogonais de origem O, de modo que AB seja paralelo ao
eixo X.

b) Construa sobre o eixo y o segmento OD de medida d, o segmento OC de
medida c+d, o segmento OB de medida b+c+d e 0 segmento OA de medida
atb+c+d. A seguir, construa sobre o eixo X, um segmento OX de medida x
e um segmento OE de medida 1.

c) Pelos pontos X e E construa perpendiculares r e s (respectivamente) ao
eixo X.

d) Pelo ponto A, construa a perpendicular t ao eixo y. Seja S o ponto de
interseccéo de s e t.

e) Construa a reta SB. Seja G a intersecc¢ao das retas SB e r.

f) Construa a reta m por G paralela ao eixo x. Seja H a intersec¢éo entre m e
S.

g) Construa a reta CH. Seja P a interseccao entre CH e r.

h) Construa a reta n por P paralela ao eixo x. Seja F a intersec¢ao entre n e s.

I) Construa a reta DF. Seja J a interseccao entre DF e r.

j) Qual € o lugar geométrico de J quando X se move sobre 0 eixo x?

2) Varie a medida dos segmentos a, b, ¢ e d. O que acontece com o gréafico?
O que acontece quando:
» a medida do segmento a € zero?
» as medidas dos segmentos a e b sdo zero?
» as medidas dos segmentos a, b e ¢ sdo zero?
A partir das manipulagbes feitas com a mudanca das medidas dos
segmentos a, b, c e d, o que se pode concluir a respeito desta “maquina” que

VOCEé construiu?

3) Calcule as coordenadas do ponto J em fungéo de x, a, b, c e d.



4)Utilizando o Construtor de Equacgfes, construa o grafico da equacao cubica

x> - 6x = 6. Quais sdo as raizes desta equacao?

5)Compare os resultados e procedimentos das atividades | e Il. Qual dos dois
meétodos vocé achou mais facil de se utilizar? Por que? Em qual dos dois, na

sua opinido, as raizes sado dadas com maior precisao? Por que?



Atividade Método de Omar Khayyam

Seja a equacdo x® +5x? +3x =1. E possivel transformar esta equacdo numa
igualdade entre duas curvas da mesma familia, como na atividade 1? Justifique.

Encontre as raizes desta equacao.



Atividade Cardano

1) O volume do bloco ao lado € igual a n unidades de

volume. Os lados da base tém medidas a+b e

a+b+ . Sua altura tem medida a +b. Encontre

a+b

uma expressao algébrica para este volume.

2) Compare a expressao que vocé encontrou acima com o desenvolvimento de

(a+b)3 e escrevam e n em fungéo de a e b.

3) Sendo a® e b® raizes de uma equacdo de segundo grau, escreva 0s

valores destas raizes em funcéo de m e n.

4) Dada a equacdo x°>-3x=2, encontre x=a+b utilizando os exercicios

precedentes.



Atividade Comparacéao

1) Use o método de Cardano para resolver as equacdes a)x> -6x=40 e

b)x® -5x =4.

2) Use o método de Omar Khayyam para resolver estas equacdes. Compare
os resultados obtidos com as raizes encontradas acima. O que vocé pode

concluir?



Atividade Briot-Ruffini

1) Seja a equacdo x® —5x =4. Encontre uma raiz desta equacdo através do
critério de pesquisa de raizes e, utilizando o Teorema de d’Alembert,

encontre outras, caso existam.

2) Compare este método de resolugdo com os que vocé estudou até agora

(Cardano e Omar Khayyam). Qual deles € o mais indicado, na sua opiniao?



Atividade Final

Agora vocé esta sem o auxilio do computador para resolver equacdes. Dé as

raizes da equacdo x* -15x = 4. Utilize os trés métodos que vocé estudou e

compare suas facilidades ou dificuldades.



Anexos Il — Atividades da seqguéncia didatica:

Sequnda aplicacao

Atividade Cabri-géometre

1) a) Crie uma reta d e um ponto F fora de d.

b) Construa um ponto H sobre o objeto d.

c) Construa a mediatriz n do segmento FH.

d) Construa a perpendicular p a reta d passando pelo ponto H. Asretas p e n
se cortam no ponto M.

e) Acione a opcao “lugar geométrico” do menu “Construcéo”, clique em M e
mova o ponto H. Qual é o conjunto dos pontos M?

f) Compare as medidas FM e MH.

g) Por que a reta p foi tomada perpendicular a reta d?

h) Qual a conclusdo que vocé pode chegar a respeito do conjunto de pontos
M?

2) a) Construa uma circunferéncia de centro F, e de raio r.
b) Crie um ponto F, que esteja fora da circunferéncia. Seja N um ponto sobre

esta mesma circunferéncia.

c) Crie areta F;N e o segmento NF,
d) A mediatriz do segmento NF, corta a reta F;N no ponto M.
e) Justifique a igualdade IMF, - MF, [J= ¢, com c constante

f) Ache o conjunto dos pontos M usando o “lugar geométrico” como no
exercicio 1, agora movimentando N. Qual a natureza desse conjunto?

g) Desloque o ponto F, por todo o plano, inclusive dentro da circunferéncia e
pertencente a ela. O que acontece com o conjunto de pontos M?

h) Existe alguma posi¢éao para este ponto F, para a qual a propriedade

[MF, + MF, [J= constante é valida? Onde?



Atividade Equacéo

1) Se o grafico da parabola que vocé encontrou no exercicio 1) da Atividade
Cabri-géométre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por exemplo: F(2,
3), H(x, -3) (H pertence a reta d), quais seriam as coordenadas do ponto M?

Qual equacao descreve o conjunto de pontos M?

(Nao é necessario resolver os exercicios 2) e 3).

2) Se o grafico da hipérbole que vocé encontrou no exercicio 2) da Atividade

Cabri-geométre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por exemplo: F,(-
3, 0), F,(3, 0) e a constante c=2, quais seriam as coordenadas do ponto M?

Qual equacao descreve o conjunto de pontos M?

3) Se o grafico da elipse que vocé encontrou no exercicio 2) da Atividade Cabri-

géometre estivesse em um plano cartesiano, sendo, por exemplo: F,(-3, 0),
F,(3, 0) e constante c=10 quais seriam as coordenadas do ponto M? Qual

equacao descreve o conjunto de pontos M?



Atividade Gréaficos

Identifique cada uma das curvas dadas nos graficos abaixo. Existem pontos em

gue elas coincidem? Caso exista dé as coordenadas desses pontos (exatos ou

aproximados); se nao, explique porqué.

—~
—

1
TTTTTTAT Tt T Tr T

~TTrTTITITTATTTroTro o
1 1 1 1 1
- —-L__-l__Jd___L__-L__.

J

[

1

i b il i S B
1 1 1 1 1

N RN (RN I R I —
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

l_

1 1 1 1 1
R USRI RN R [N
1 1 1
1 1
|||||||| EERE RS chl
1 1
Bl e R e e

R I R Hy B

I Ly ) T,

3)

TTATTTT TTETTTT AT
1 1 1 1 1
O T T T R
1 1 1 1
| 1 1 1
O EEE T T EEE S
1 1
B LI SR e
1
1

LI e A R B
1 1 1 1 1
mm=beclecdacecbaala.

BT e B e e

B A LR =



Atividade Encontro

1) Sejam f: .0 e g: IO duas fungbes de valores reais definidas por

2)

2 —
f(x) =2 . ® e g(x):l. Existe algum valor de x para o qual as duas
X

funcdes tém a mesma imagem? Se existe, dé estes valores e justifique sua

resposta; se nao, explique porqué.

Os métodos de resolucdo que vocé conhece e usou no exercicio anterior
foram satisfatorios? Vocé conseguiu encontrar os resultados pedidos?
Existe alguma outra forma de encontrar estes valores? Qual? Justifique sua

resposta.



Atividade Omar Khayyam

1) Seja a equacdo x° +5x? +3x =1. E possivel transformar esta equacéo em
uma outra formada por duas cbnicas? Justifique. Encontre as raizes desta

equacao.

2) Resolva a equacdo acima utilizando os métodos que vocé conhece.
Compare seus procedimentos com o método de Omar Khayyam. O que vocé

pode concluir?



Atividade Construtor de Equacdes

1) Construcdo da Maquina

a) Construa quatro segmentos de medidas arbitrarias a, b, ¢ e d
perpendiculares a um segmento AB. A seguir, construa um sistema de
coordenadas ortogonais de origem O, de modo que AB seja paralelo ao
eixo X.

b) Construa sobre o eixo y o segmento OD de medida d, o segmento OC de
medida c+d, o segmento OB de medida b+c+d e 0 segmento OA de medida
atb+c+d. A seguir, construa sobre o eixo X, um segmento OX de medida x
e um segmento OE de medida 1.

c) Pelos pontos X e E construa perpendiculares r e s (respectivamente) ao
eixo X.

d) Pelo ponto A, construa a perpendicular t ao eixo y. Seja S o ponto de
interseccéo de s e t.

e) Construa a reta SB. Seja G a intersecc¢ao das retas SB e r.

f) Construa a reta m por G paralela ao eixo x. Seja H a intersec¢éo entre m e
S.

g) Construa a reta CH. Seja P a interseccao entre CH e r.

h) Construa a reta n por P paralela ao eixo x. Seja F a intersec¢ao entre n e s.

I) Construa a reta DF. Seja J a interseccao entre DF e r.

j) Qual € o lugar geométrico de J quando X se move sobre 0 eixo x?

2) Varie a medida dos segmentos a, b, ¢ e d. O que acontece com o gréafico?
O que acontece quando:
» a medida do segmento a € zero?
» as medidas dos segmentos a e b sdo zero?
» as medidas dos segmentos a, b e ¢ sdo zero?
A partir das manipulagbes feitas com a mudanca das medidas dos
segmentos a, b, c e d, o que se pode concluir a respeito desta “maquina” que
VOCé construiu?
3) Calcule as coordenadas do ponto J em funcéo de x, a, b, c e d.

4)Utilizando o Construtor de Equacgfes, construa o grafico da equacao cubica

x> - 6x = 6. Quais sdo as raizes desta equacéo?



Anexo IV — Graficos implicativos (CHIC)

1. As variaveis

VAOL:
VAO02:
VAOQ3:
VAO4:
VAO5:
VAO06:
VAOQ7:
VAQS8:
VAOQ9:
VA10:
VA11l:
VA12:
VAL3:
VAl4:
VA15:
VAL1G:
VALT:
VA1S8:
VA19:
VA20:
VA21:
VA22:
VA23:

reais.

VA24:

define elipse corretamente.

tem nocao intuitiva de elipse.

usa desenho para definir elipse.

nao tem o conceito de elipse.

define hipérbole corretamente.

tem nocéao intuitiva de hipérbole.

usa desenho para definir hipérbole.

ndo tem o conceito de hipérbole.

define parabola corretamente.

tem nocéao intuitiva de parabola.

usa desenho para definir parabola.

nao tem o conceito de parabola.

resolve uma equacao de terceiro grau colocando um fator em evidéncia.
resolve equacdes de terceiro grau por divisao.

resolve equacgdes de terceiro grau usando fator e diviséo.

nao resolve as equacdes para responder a pergunta.

coloca fator em evidéncia de maneira errada.

faz a divisdo de maneira errada.

d& o nimero de raizes da equacao corretamente sem resolvé-las.
d& o nimero de raizes da equacao incorretamente sem resolvé-las.
uma equacao de terceiro grau ndo pode ter duas raizes reais.
uma equacao de terceiro grau pode ter duas raizes reais.

ndo sabe se uma equacgdo de terceiro grau pode ou nao ter duas raizes

consegue identificar uma equacao de terceiro grau escrita de modo

diferente.

VA25:

nao consegue identificar uma equacéo de terceiro grau escrita de modo

diferente.



X2 —

VAZ26: identifica a funcédo f: (.0 dada por f(x)= 6 como uma parabola

apenas pela equacéo.

x2 -6

VA27: identifica a funcdo f: -0 dada por f(x)= como uma parabola

com a ajuda do gréfico.

2 _
VA28: nao identifica a funcdo f: -0 dada por f(x):x

como uma

parabola.

VA29: identifica a funcéo f: - dada por f(x):% como uma hipérbole
apenas pela equacao.

VA3O0: identifica a fungao f: [I- [0 dada por f(x) =% como uma hipérbole com
a ajuda do gréfico.

VA31: néo identifica a funcéo f: - [0 dada por f(x) = 1 como uma hipérbole.
X



2. Grafico Implicativo de Chic para conicas

0,608 6‘759

nado tem o conc de parabol @

0846 0,899
4 (4

&0 tem o concs{to de elipse

aoiidentifica a fungdoxomo uma parédbola.

0,549

0,619
usa desenho para definir parébola

1. A Classe do Insucesso, envolvendo as variaveis VA12,VA04, VA28, VA3l e

VAOS.

Esta classe tende a mostrar que a falta de um conceito de parabola

implica a falta do conceito de hipérbole. Observamos, entdo, uma probabilidade

de que os alunos que ndo sabem parabola também ndo saibam hipérbole. E é

também razoavel dizer que nao ter como conhecimento disponivel parabola e

elipse impligue n&o conhecer hipérbole.

2. A Classe do Desenho, envolvendo as variaveis VA29, VA0O7, VA30, VAO3 e

VA11l.



Esta classe parece nos revelar uma inclinacdo dos alunos a definir estas
trés curvas a partir de um desenho. E interessante notar, porém, a implicacio

entre VA29 e VAQ7, dizendo “identifica a hipérbole pela equacdo” O “usa
desenho para definir hipérbole”. Ainda temos, entretanto, um conceito baseado

apenas em registros de representacdo, sejam eles graficos ou equacoes.

3. A Classe da Nocao Intuitiva, envolvendo as variaveis VA02, VA10 e VA26.

Os alunos que se encaixam nesta ultima classe parecem desligados da
necessidade grafica. A implicacdo entre VA10 e VA26 nos leva a pensar que
uma equacao é suficiente para os alunos que tém nocéo intuitiva de parédbola
reconhecerem tal curva. Observamos que esta é uma classe de relativo
sucesso se comparada as outras. Vemos aqui os melhores resultados

encontrados durante o estudo em relag&o as conicas.



3. Gréfico implicativo de Chic para cubicas

coloca fator em evidéncia errado
) uma equagdo de 3° grau néo podeter 2 r reais

nimero dé raii_es correto sem resolver a equacéo

0,696

: 0,\i93‘
resolve eq com fator em ev @ 0,6617

09 \0,557 ‘ 0634 .

uma equacado de terceiro grau pode ter duas raizesreais

1. A Classe do Sucesso Parcial, envolvendo as variaveis VA17, VA13, VA24 e
VA22.

A tendéncia dos alunos que se encaixam nesta classe € de resolver
equacdes de terceiro grau colocando fator em evidéncia de maneira incorreta,
sem poder identificar o nimero de raizes reais que este tipo de equacgédo pode
ter. Ainda assim, estes alunos sdo capazes de manipular uma equacao

algébrica.

2. A Classe do Sucesso, com as variaveis VA21 e VA19;



Esta classe nos diz que, se o aluno pode perceber o nimero de raizes de
uma equacao sem ser necessaria sua resolucdo, entdo € possivel que seu

saber a respeito da quantidade de raizes existentes esteja disponivel.

3. A Classe do Fracasso, englobando as variaveis VA23, VA25, VA20 e VA16.

Esta classe nos leva a pensar que os alunos com estas caracteristicas
talvez ndo possam resolver uma equacao de terceiro grau pois provavelmente
ndo tém disponiveis 0s conceitos necessarios. Eles tendem a se encaixar em
um perfil da falta de visdo algébrica, pois ndo conseguem perceber a
necessidade de reescrever uma equacao para identificar seu grau, ndo tém
conceito de raizes de uma equacdo e, consequentemente ndo conseguem

resolvé-la.



Anexo V — Grafico de similaridades (CHIC)

1. Cbnicas

VAQ2: tem nog&o intuituva de dipse

VA10: tem nogdo intuitivade pardbola

or»0O0Z2

VA26: identifica parébola pda equacéo

VAO4: ndo tem o conceito dedipse

ZSmw

oO4—mOzZ2Z00

VAQ8: ndo tem o conceito de hipérbole

VA12: ndo tem o conceito de parabola
[ VAS3L: n&o identificaa equagdo da hipérbole

—— VAQ3: usadesenho paradefinir dipse B
E
— VAQOT: usadesenho para definir hipérbole S
E
L VA29identificaahipé&bolepdaequagio  |N
H
VA11L: usadesenho paradefinir pardbola (0]
VAZ28: ndo identificaaequacéo da pardbola E_
S
VA30: identificaa hipérbole pelo gréfico (T)
A
D
O |

O Grupo Nocao Intuitiva nos mostra uma similaridade entre os
conceitos de elipse e parabola presentes nos alunos que responderam ao
guestionario. A nocdo intuitiva destas duas curvas se unem em uma
similaridade, ainda que pequena, com a identificacdo da parabola apenas pela

equacao. Este grupo tende a dizer que os alunos que se encaixam nesta



categoria tém um conceito melhor definido de elipse e parabola, de acordo com

suas definicdes para estas curvas e a facil identificacdo de uma parabola.

O Grupo do Desenho contém uma forte similaridade entre as variaveis
VAO3 e VAOQ7 falando da relagdo existente entre os conceitos de elipse e
hipérbole. Estas variaveis sdo uma grande ocorréncia entre os alunos. Unindo a
elas VA29, vemos que é possivel a estudantes com este comportamento a
identificacdo de uma hipérbole através de sua equacao, isto é, este aluno
reconhece os diversos registros de representacao de tal curva.

A Ultima variavel presente neste grupo, VAll, vem apenas acrescentar o
mesmo tipo de definicdo para a pardbola dada anteriormente para as outras
secc¢Oes conicas: o desenho.

O Grupo Destoado é assim chamado pois, além de estar desvinculado
dos outros grupos pelo fraco grau de similaridade, apresenta também uma
auséncia de similaridade entre as variaveis que o compdem. Podemos dizer,
portanto, que é dificil encontrar questionarios onde ocorram ao mesmo tempo a
identificacdo da hipérbole pelo grafico e a néo identificacdo de uma parabola.

Esta constatacao fortalece nossas andlises anteriores.

2. Cubicas

A similaridade mais forte encontrada no grafico acima se refere as
varidveis VA13 e VA17, nas quais percebemos a tendéncia dos alunos de
resolver a equacdo colocando um fator em evidéncia de maneira errada. A
unido delas com VA22 (formando, entdo, o Grupo do Sucesso Parcial) nos faz
entender que a falta de conhecimento para resolver uma equacgdo leva a
incompreensdo de quantidade de raizes reais da mesma. Este é um dos
comportamentos mais frequientes nos alunos que responderam ao questionario.
Podemos relacionar esta provavel ocorréncia com a analise feita anteriormente,
na qual viamos os alunos fazendo uso incorreto de um método de resolucao

nao apresentado nos manuais didaticos.



VA13: reseq de 3° g por fator em evidéncia

VA17: usafator em ev de maneraerada

ounutumumOCwm
—> " 0OX0X>7T

VA22: eq de 3°g pode ter duas raizes reais

VA19: n°deraizes correto & resolver eq S
U
C
E

VA21: eq de 3°g ndo pode ter 2 raizes reais S
S
@)

VA24: identificaeq 3°g escrita diferente

VA16: ndo resolve eq paradar n°de raizes —
F
R

VAZ20: n° deraizesincorreto sem resolver A
C
A

VA23: no sabe se eq pode ter 2 reais S
S
O

VA25: ndo identifica eq de 3°g esc diferente

O Grupo Fracasso reune as variaveis VA16, VA20, VA23 e VA25.
Observando a similaridade entre VA16 e VA20, vemos que o fato de nao
resolver a equacdo para saber quantas raizes ela tem pode levar o aluno ao
erro. Vimos os métodos de resolucdo nos livros didaticos e nenhum deles é
praticavel sem que se conheca de antemao ao menos uma das raizes. O aluno,
entdo, podera ter dificuldade em uséa-los. A similaridade entre as variaveis VA23
e VA25 ndo é muito forte, mas podemos perceber a falta de visdo da
necessidade de desenvolver uma equacao para saber seu grau e nao tém

como saber disponivel o entendimento de raizes reais de uma equacdo. A



unido destas hierarquias de similaridade nos leva a entender que o aluno que
se encaixa nesta categoria ndo parece conseguir levar os conhecimentos

adquiridos a acao.

O Grupo Sucesso engloba as variaveis VA19, VA21 e VA24. Esta
similaridade ndo é muito forte, o que caracteriza uma pequena ocorréncia
destas variaveis ao mesmo tempo. O sucesso ndo é freqiente em nossos
resultados, e é possivel relacionarmos este fato a falta de abordagens
especificas referentes a equacdes de terceiro grau nos livros didaticos.



Anexo VI —Hierarquia de Implicacées (CHIC)

1. Cbnicas

VAO02: tem nocéao intuitiva de elipse

VA26: identifica a parabola pela equacéao

VA10: tem nogéo intuitiva de parabola

VA30: identifica uma hipérbole com a ajuda do

grafico

VAO04: ndo tem o conceito de elipse

VA08: ndo tem o conceito de hipérbole

VA12: ndo tem o conceito de parabola

V VA31: ndo identifica a fungdo como hipérbole

VA28: ndo identifica a fungdo como parabola

VA29: identifica a hipérbole pela equacao

VAQ7: usa desenho para definir hipérbole

_____ VAO03: usa desenho para definir elipse

L VALl1l: usa desenho para definir parabola

2. Cubicas

O gréafico de hierarquia de implicacdes para equacgfes cubicas nos traz

0s mesmos dados que o gréafico implicativo.



Anexo VIl — Planos de Chadoc

1. As variaveis

DEFE: Defini¢cao de Elipse
NOIE: Nogdo intuitiva de elipse
DESE: Usa desenho para definir elipse

NAOE: Nao tem o conceito de elipse

DEFH: Definicdo de Hipérbole
DESH: Usa desenho para definir hipérbole

NAOH: Nao tem o conceito de hipérbole

DEFP: Definicdo de Parabola
NOIP: Nocéao intuitiva de parabola
DESP: Usa desenho para definir parabola

NAOP: Nao tem o conceito de parabola

IDEP: Identificacdo da Parabola
IDEQ: Identifica a parabola pela equacao

NAID: Néo identifica a parabola

IDEH: Identificacdo da Hipérbole
IDHI: Identifica a hipérbole pela equacéo
IDGR: Identifica a hipérbole pelo gréafico
NOHI: Nao identifica a hipérbole.

REEQ: Resolve Equacao de Terceiro Grau
FAEV: Colocando fator em evidéncia
FAME: Coloca fator em evidéncia de maneira errada
NARE: Nao resolve a equacao



NAOR: Nao Resolve a Equacéao
NUCO: Numero de raizes corretamente
NUIN: NUumero de raizes incorreto

RESO: Resolve a equacao

RARE: Numero de raizes reais
NDUA: N&o pode Ter duas
DUAS: Pode Ter duas
NSEI: Nao sabe se pode ou ndo Ter duas

IDEQ: Identifica a Equacgao
IDDI: Identifica a equagao de terceiro grau escrita de maneira nao usual
NIDE: N&o identifica a equacdo de terceiro grau escrita de maneira n&o

usual



Conicas- Eixo 1 X Eixo 2
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28 17
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Conicas- Eixo1 X Eixo 3
EIXO3

03
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Conicas- Eixo 1 X Eixo 4
EIXO 4

1.0

0.5

07

01

DESH

IDHI

26

21

0.0 08 DESE

DESP 06

10

09

11

23
-0.5

03

18
NAID

05

20

17

24

NAOP

19

-1.0 -0.5
15

0.5

1.0

EIXO1



Cubicas- Eixo 1 X Eixo 2

EIXO 2
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Cubicas- Eixo1 X Eixo 3

EIXO3
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Cubicas- Eixo 1 X Eixo 4
EIXO 4

1.0

12

25

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

13

-0.4

29

20

02

10

-1.0

-0.5 0

0.5

EIXO1



	Resolução de equações de terceiro grau através de cônicas
	
	Mestrado em EDUCAÇÃO MATEMÁTICA

	PUC – SP

	titulo1.pdf
	Resolução de equações de terceiro grau através de cônicas
	PUC – SP


	banca.pdf
	BANCA EXAMINADORA

	dedicatoria.pdf
	Dedicatória

	ÍNDICE.pdf
	CAPÍTULO I: Fundamentação Teórica e Metodologia
	CAPÍTULO II: Estudo Histórico
	CAPÍTULO III: Estudo da Transposição Didática
	CAPÍTULO IV: Problemática da Pesquisa
	CAPÍTULO V: A Seqüência Didática
	CAPÍTULO VI: Conclusões
	BIBLIOGRAFIA................................................................................................109


	sep introducao.pdf
	Introdução

	div cap I.pdf
	Capítulo I:

	div cap II.pdf
	Capítulo II:
	Estudo Histórico

	div cap IV.pdf
	Capítulo IV:
	Problemática
	da Pesquisa

	problematica.pdf
	Quadro 4.1 – O sistema de coordenadas ortogonais
	Quadro 4.2. – Os coeficientes da equação
	Quadro 4.4. – A reta por S e G
	Quadro 4.5. – O ponto H


	Quadro 4.6. – A reta que passa por B e H, e o ponto N
	Quadro 4.10. – A reta em Cabri-géomètre

	div cap V.pdf
	Capítulo V:
	A Seqüência Didática


	seq1.pdf
	Atividade Cabri-géomètre
	
	
	Quadro 5.1. – Atividade Cabri-géomètre
	Quadro 5.6. – Lugar Geométrico de M
	Atividade Equação



	Quadro 5.7. – Atividade Equação
	Atividade Encontro


	Quadro 5.8 – Atividade Encontro

	seq2.pdf
	Atividade Gráficos
	Quadro 5.11. – Atividade Duplicação do Cubo
	
	
	
	Atividade Construtor Universal de Equações




	Quadro 5.13. – Atividade Construtor Universal de Equações
	
	
	
	
	Quadro 5.15. – Exercício 4) da Atividade Construtor
	Atividade Método de Omar Khayyam






	Quadro 5.16. – Atividade Método de Omar Khayyam

	seq3.pdf
	Atividade Cardano
	
	
	Quadro 5.18. – Atividade Cardano



	Quadro 5.19. – Atividade Comparação
	
	Quadro 5.22. – Atividade Briot-Ruffini



	anaseq1.pdf
	Quadro 5.23. – Atividade Final

	anaseq2.pdf
	Atividade Cabri-géomètre

	anaseq2c.pdf
	Quadro 5.27. – Atividade Construtor de Equações

	div cap VI.pdf
	Capítulo VI:

	anexos.pdf
	Anexo I – Questionário aplicado aos alunos
	
	Questionário de Matemática


	Primeira aplicação
	Atividade Cabri-géomètre
	
	Atividade Equação
	Atividade Encontro
	Atividade Duplicação do Cubo
	Atividade Construtor de Equações

	Atividade Cardano
	Atividade Comparação


	Atividade Cabri-géomètre
	
	Atividade Equação
	Anexo IV – Gráficos implicativos (CHIC)
	O gráfico de hierarquia de implicações para equações cúbicas nos traz os mesmos dados que o gráfico implicativo.
	Anexo VII – Planos de Chadoc







