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RESUMO

O presente trabalho focaliza o0 ensino-aprendizagem do Teorema de Pitagoras
por meio de uma abordagem que visa enfatizar, inicialmente, o carater necessario e

suficiente do Teorema, para chegar, posteriormente, a forma da igualdade pitagorica.

O estudo histérico e epistemologico levou, num segundo momento, a uma
analise mais apurada do objeto matematico em questdo. Apos examinar como os livros
didéticos lidam com uma parte da transposi¢édo didética do Teorema, fez-se o confronto
dessas abordagens com as propostas curriculares, especialmente os Parametros

Curriculares Nacionais (PCNs).

A segunda fase do trabalho trata da elaboracdo e aplicacdo de uma sequiéncia
didética, tendo como publico-alvo alunos de 8% série. A referida seqliéncia compde-se
de duas partes. a primeira voltada para a abordagem do Teorema e a segunda para

aplicacdes do mesmo em problemas.

Com essa experimentacdo foi possivel constatar a vantagem do enfoque adotado

em relacdo ao usua mente encontrado nos livros didaticos.



ABSTRACT

This paper focusses on the teaching-learning of the Pythagoras's Theorem
through an approach that aims to emphasize, initialy, the necessary and sufficient
character of the Theorem to get, subsequently, to the form of the Pythagorean equality.

The historical and epistemological study led, at a second moment, to a more
refined analysis of the mathematical object in question. After examining how the
textbooks deal with a part of the didactic transposition of the Theorem, these approaches
were confronted with the curricular proposals, especially the National Curricular
Parameters (PCNs).

The second phase of the paper consists in the elaboration and application of a
didactic sequence, having eighth-grade students as a target audience. The sequence
referred to is composed of two parts: the first one concerning the approach of the

Theorem and the second, the applications of the latter on problems.

This experimentation made it possible to establish the advantage of the approach
adopted over the one commonly found in textbooks.
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INTRODUCAO

No decorrer de muitos anos de magistério, no ensino de Matematica para o
colegial, atualmente denominado nivel médio, observamos a grande dificuldade dos
alunos no que se refere & aplicagdo do Teorema de Pitdgoras como ferramenta tanto na
resolucdo de problemas, como na aprendizagem de outros conceitos. Qual seria a causa

dessa dificuldade?

No momento da escolha do tema para nosso primeiro trabalho de Didatica em
pos-graduacdo, a questdo ressurgiu em nossa mente e decidimos iniciar um estudo
horizontal sobre o Teorema, isto €, averiguar as possivels utilizacbes em Geometria,
Geometria Analitica e Algebra, no ambito do nivel médio. Entretanto, & medida que
tomavamos conhecimento de trabalhos, livros e pesquisas sobre o assunto, estas
notadamente francesas, nosso horizonte se ampliou e percebemos se tratar de um vasto
campo, compreendendo multiplos aspectos. Poderiamos focalizar a parte historica e
epistemoldgica, dada a importancia do Teorema de Pitagoras na discussdo dos
“incomensuraveis’; ou o objeto matematico possuidor de quase 400 demonstracdes, ou
ainda um aspecto didatico, da andlise de erros mais freguientes cometidos pelos alunos.
Ao iniciar 0 estudo dos trabalhos da pesquisadora Virginia Padilla sobre Andlise
Cognitiva e de Raymond Duval sobre Registros de Representacdo, nosso interesse se
voltou para a aplicacdo desses resultados em outras areas do conhecimento e
almejamos, por meio deste trabalho, poder chegar a resposta, pelo menos de algumas,

de nossas indagagdes.

O objetivo € testar a sequéncia didatica construida em aunos que ainda néo
tenham conhecimento do Teorema de Pitagoras e verificar até que ponto € possivel, com
ela, fazer com que o ensino-aprendizagem desse topico ganhe mais significado para o
estudante.

Apbs um capitulo dedicado ao Estudo Histérico e Epistemol 6gico, hossa atencéo
se voltou para a vasta gama de demonstraces existentes para o Teorema. Efetuamos, a
seguir, um estudo abrangendo a analise de livros didéticos, de Propostas Curriculares do
Estado de Séo Paulo e dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs). Aplicamos

também um questiondrio diagnéstico, tendo como publico-alvo alunos da 1 série do



nivel médio (1° colegial), com o intuito de investigar-lhes as concepcbes sobre o

Teorema de Pitagoras.

Com base nos principios da didética francesa em Matemética, em pesquisas
sobre 0 tema e em pesquisas no campo da Psicologia Cognitiva, interpretamos os
resultados obtidos no teste diagndstico, estabelecemos nossa problematica de pesquisa e
construimos a sequéncia didatica.

A comparacdo entre as andlises a priori e a posteriori da sequéncia didética e a

aplicacdo de um teste final avaliatorio, acreditamos, permitiram decidir até que ponto
NOssos obj etivos foram ou ndo atingidos.



CAPITULO |I: PROBLEMATICA E METODOL OGIA

Probleméatica

Dentre as pesquisas francesas sobre a aplicagdo do Teorema de Pitagoras,
destaca-se a de Annie Berté (1995), relacionando o ensino-aprendizagem do topico e as
“diferentes ordens de apresentacdo das primeiras nogdes de geometria métrica no ensino
secundario”. A autora faz um levantamento diagnéstico identificando os erros mais
freguientes apresentados por aunos franceses na utilizagdo do Teorema de Pitégoras. Os

erros citados sdo 0s seguintes:

1 utilizacdo do teorema para calcular o terceiro lado de um tridangulo ndo

retangulo;
2) sendo ¢ o comprimento da hipotenusa e a e b catetos,

c=+a’+b”* =a+b, sem perceberem que essa conclusio contradiz a condicio de

existéncia de triangulo;

3) ao calcular um dos catetos, alguns alunos escrevem que o0 quadrado desse

lado é igual a soma dos quadrados da hipotenusa e do outro cateto;

4) 0s alunos escrevem essa relacéo corretamente (item 3), mas justificam

dizendo que aplicaram o “reciproco” do Teorema;

5) na verificacdo para decidir se um tridngulo é ou ndo retangulo, muitos
alunos e mesmo aguns docentes (segundo Berté) afirmam ter aplicado o reciproco

quando concluem que, se arelacdo ndo é verificada, o tridngulo ndo € retangul o;

6) em classe do 3éme (adunos com aproximadamente 14 anos, o
correspondente a nossa 8% série do ensino fundamental), foi proposto o seguinte

exercicio: “Dados AD, AB e BC, cacular DC”. Erro encontrado: segundo o Teorema de

Pitdgoras, DC* = AD* + AB® + BC?.

8 " '~.~D Berté (1998, p. 119) questiona: “E um mau

) emprego da analogia? Ou o auno ndo ‘viud o

. "-': triangulo retdngulo porque a projecdo de D néo
figuravano desenho (...)?




A seguir Berté acrescenta: “Mas, no fundo, se 0 auno produziu isso, € porque
ele ndo estd enggado na questdo (...). Ndo é o resultado da auséncia de
problematizacdo?’ Além de apontar os erros mais freqlentes observados na Franca
relativos & aplicagdo do Teorema de Pitégoras, sugere alternativas para a construgéo de
uma Engenharia Didética abrangendo o referido tema. Ela afirma que ordens de
apresentacdo oriundas da filogénese (ordens académicas resultantes da Historia e da

cultura) ndo sdo compativeis com a problematica dos alunos (ontogénese).

Para conjeturar a existéncia da relagdo pitagorica, a pesquisadora sugere que “0s
alunos deveriam escolher ternas de nimeros satisfazendo a condicéo de existéncia de
triangulo (‘inégalité triangulaire’) e tentar tracar tridngulos retédngulos cujos lados
tenham por medidas essas ternas’ (idem, p. 115). Assim, eles encontrariam varios
triangulos, alguns retangulos e outros ndo, e “poderiam perceber facilmente a
impossibilidade de uma escolha arbitréria” (ibidem). Examinar os dados minimos, sobre
lados e angulos, para obter triangulos isomeétricos poderia ser outro caminho para

problematizar o Teorema de Pitagoras.

Quanto a forma da relagé@o pitagorica, Berté critica 0 uso de puzzles (quebra-
cabecas), do modo como aparecem nos manuais franceses, e a organizagao de tabelas,
em cujas colunas sgjam solicitados os calculos da “soma dos quadrados dos lados do
angulo reto” e do “quadrado da hipotenusa’. A pesguisadora propde que, apesar de a
duplicagdo do quadrado ser uma situagdo real para iniciar o ensino do Teorema de
Pitagoras, a mesma poderia ser pensada apds a institucionalizacdo do Teorema.

Na opinido de Berté, a ordem mais compativel e esbocada pelainstituicdo seria:
mediatriz e simetria; determinacdo de uma circunferéncia por trés pontos; casos de
igualdade de tridngulos quaisquer e retangulos, posicbes relativas de duas
circunferéncias; raizes quadradas; areas,; diagonal do quadrado; Teorema de Pitagoras
(direto); reciproco do Teorema de Pitagoras; e teorema geral sobre o tridngulo. Pondera
ainda que, nessa ordem, a consisténcia matematica seria insuficiente devido ao
desaparecimento, nos programas franceses, dos casos de isometria de triangulos, do
item sobre posicOes relativas de duas circunferéncias e das raizes quadradas. A ordem
deveriaincluir umaintroducdo atranslacdo, rotacdo e simetria ortogonal.

Apbs comentar a “escolha atual de admitir a condicéo de existéncia de triangulo
e demonstrar, a partir desta ou do Teorema de Pitagoras, que 0 segmento perpendicular

€ mais curto que o obliquo”, Berté (apud, 1985, p. 116) cita Coquin-Viennot: “Ha uma



complexidade a priori que se fundamenta nas matematicas e uma complexidade a

posteriori a partir dos resultados dos alunos!”

No questionario que serd oportunamente apresentado neste trabalho visando
investigar as concepcdes dos aunos sobre 0 Teorema de Pitégoras, procurou-se detectar
se aguns dos erros apontados por Berté seriam cometidos também por aunos
brasileiros. Fato que realmente ocorreu e sera comentado no Capitulo IV, referente ao

Estudo do Teorema de Pitédgoras no Ensino.

Como se pode inferir das ponderagdes apresentadas, Berté, no estudo, ressalta os
entraves relativos aos encadeamentos das situacOes e a defasagem entre as diferentes
ordens. Para explicar as possiveis causas dos erros enumerados, Berté andisa o
ambiente matemético com base na transposicdo didética. Poder-se-ia, entretanto, pensar
também numa relagdo entre os erros e alguns fendmenos estudados em Psicologia
Cognitiva por Duval (1988 e 1995) e por Padilla (1992).

Segundo Duval (1995), as atividades cognitivas envolvidas na aprendizagem da
Matematica requerem a utilizacdo de sistemas de expressao e de representacéo gque vao
além da linguagem natural e das imagens. No caso da Geometria, destacam-se as figuras
geométricas, 0s enunciados em linguagem corrente, as representacdes em perspectiva e
as notagdes simbdlicas. Na atividade matemética, € usual e freqliente a passagem de um
sistema de representacéo para outro, como, por exemplo, de enunciado parafigura, ou a
mobilizagdo simultanea de diferentes sistemas de representacdo durante a resolucdo de

um problema.

A passagem de um registro para outro envolve o que se denomina coordenacao
entre os diferentes registros. Uma das dificuldades encontradas por muitos alunos nesse
processo tem origem nos fendmenos de ndo congruéncia, pois para 0 pensamento é

mai s espontaneo seguir a congruéncia semantica.

De acordo com Duval (1995, p. 45), a conversdo das representacdes semioticas
constitui para a maioria dos alunos uma atividade cognitiva nem simples, nem
esponténea. Duas representacOes pertencentes, respectivamente, a dois registros
diferentes podem ser colocadas em correspondéncia associativa entre as unidades
significantes elementares constitutivas de cada um dos registros. Desse modo, é possivel
determinar se elas sG0 ou ndo congruentes. Existe congruéncia quando os trés critérios

seguintes sdo verificados:



a) a possibilidade de uma correspondéncia semantica entre os elementos
significantes, isto €, a cada unidade significante simples de uma das representactes pode

ser associada uma unidade significante elementar;

b) a unicidade seméantica terminal, isto é, a associacdo para cada unidade

significativa da representacdo de partida € Unica;

C) a ordem de apreensdo no arranjo das unidades em cada uma das

representacoes se conserva.

Exemplo de congruéncia: “Um nimero menor que outro” converte-seem x<y .

Duval distingue quatro formas de apreensdo, isto €, de interpretacdo para as
figuras geométricas. perceptiva, discursiva, operatéria e sequencial. A Ultima néo
oferece interesse para este trabalho, pois se refere a tarefas de construcéo de figuras, que

tém como objetivo areproducdo de uma figura dada.

A apreensdo perceptiva € imediata e automética. A figura mostra objetos que se
destacam independentemente de qualquer enunciado. Ao contrario do que ocorre com as
representacfes por meio de graficos cartesianos, as figuras geométricas ndo constituem
um registro de tratamento autbnomo. Em outras palavras, as propriedades de uma figura
dependem do que é enunciado como hipétese. “N&o hafigura ‘sem legenda ” (idem, p.
189). Acontece freguientemente que uma mesma figura, dependendo do enunciado das
hipéteses, pode representar problemas completamente diferentes. A apreensdo
perceptiva deve, portanto, estar subordinada a apreensdo discursiva, para levar a uma
resolucdo correta do problema.

A apreensdo discursiva desempenha um papel de neutralizacdo da apreensdo
perceptiva, pois afigura pode tornar-se uma armadilha, acarretando falsas conclusdes. A
grande dificuldade dos alunos esta essencialmente na defasagem entre apreensdo

perceptiva e umainterpretacdo comandada por hipoteses.

A apreensdo operatoria esta centrada nas possiveis modificacdes de uma figura
de partida. Quando um problema é proposto, ha as hipoteses dadas e a questdo a
resolver. Com base nos dados do problema é possivel construir umafigura, com ou sem
instrumento. No caso de ela ser também dada, € chamada figura de partida. A apreensdo
operatéria vai permitir “ver” nafigura o caminho de solucéo ou solucgdes do problema.
Ou, dito de outra maneira, uma apreensao operatoria é solicitada cada vez que se espera

dafigura que elarealize umafuncdo heuristica, ou sgja, uma fungdo intuitiva.



Como ja foi citado anteriormente, a apreensdo operatéria consiste na
modificacdo de uma figura de partida, que pode ser realizada tanto materialmente como

mentalmente.
Distinguem-se trés tipos de modificagao:

. mereol 6gica — decomposicdo da figura dada em partes, que se faz em

funcdo da relagéo entre parte e todo;
. Otica— consiste em aumentar, diminuir, deformar afigurainicial;

. posicional — corresponde a deslocamentos por rotagdo, translagéo etc.

A reconfiguracdo é um tipo de apreensdo operatéria. Consiste em repartir uma
figura geométrica em varias subfiguras igualmente geométricas e agrupar, isto €,
reorganizar todas ou algumas delas de modo a formar uma nova figura. Cada figura
pode funcionar como suporte de vérias reconfiguragbes. A maior parte das
demonstracbes do Teorema de Pitégoras corresponde a diferentes empregos da

reconfiguracéo.

Segundo Padilla, salienta-se sempre o papel intuitivo que as figuras tém em
Matematica, mas poucos estudos tratam dos procedimentos cognitivos que permitem as
figuras desempenhar esse papel.

A reconfiguracéo pode ser espontanea e evidente ou dificil de enxergar nafigura
de partida, o que ocorre em funcéo de fatores de complexidade ou visibilidade, que
facilitam ou inibem essa operagdo na percepcao de uma figura. Padilla distingue sete
fatores:

. o fato de o fracionamento da figura em partes elementares ser dado no
inicio ou necessitar ser encontrado (por meio de tragados suplementares auxiliares).
Exemplo:

“ABCD € um gquadrado dividido em seis retangulos iguais. Prove que as areas
AMED, MEF e MBCF sdo iguais’.

Com o fracionamento ndo dado: “Fazer a particéo de um quadrado em trés partes
iguais a partir do ponto médio M do lado AB”. Devido a ndo congruéncia entre

enunciado e figura, o caminho de resolucéo fica menos evidente,



. o fatlo de o reagrupamento das partes elementares formar uma
reconfiguracdo convexa ou ndo convexa (mais dificil de ser destacada da figura).

Exemplo:

“Esta figura é formada de cinco quadrados. Pode-se decompé-la em quatro
partes que se superpdéem?’ A ndo convexidade de cada peca torna menos visivel a

decomposi ¢éo;

. 0 numero de modificagdes posicionais (rotacoes e transactes) efetuadas
na subfigura;
. o fato de uma mesma parte elementar dever entrar simultaneamente em

dois reagrupamentos intermediérios a ser comparados, obstaculo do desdobramento dos

objetos, constitui-se numa dificuldade para os alunos.

Exemplo: “ Sendo 10 e OJ respectivamente bissetrizes dos angulos AOB e BOC,
qual o valor do angulo 10J? Por qué?’




O angulo JOB é parte comum aos angulos BOC e 10J; o angulo IOB é parte
comum a AOB e IQJ. Esse desdobramento de objetos aumenta a complexidade do

problema;

. o fato de o reagrupamento pertinente exigir a substituicdo das partes

elementares. Exemplo:

“Mostrar que a soma dos angul os internos de um tridngulo vale 180

Substituigdes necessérias.

2=2el=1

. o fato de a operacdo de reconfiguracéo levar em conta as caracteristicas

do contorno.

e

O contorno e o fundo quadriculado favorecem a visibilidade da reconfiguracéo;

. o fato de que todas as subfiguras devam ser removidas para o proprio
interior da figura de partida ou, ao contrério, que algumas subfiguras devam sair do

contorno dafigurade partida. Exemplo:

Calcular aareadaFigural (tridngulo EMF) e da Figura 2:



Fig. 1 Fig. 2

No primeiro caso, 0 deslocamento das subfiguras foi feito para o interior da
figura de partida; no segundo, para o exterior. Em ambos, a reconfiguracédo resultou em

retangul os, cujas areas podem ser facilmente calculadas.

Assim, com base has hipéteses de Berté, nas conclusdes de Duva e Padilla, em
pesquisas, nos resultados colhidos com o guestionario e na analise de manuais didaticos,
foi possivel estabelecer as seguintes indagagoes:

e Os manuais preocupam-se em estabel ecer a forma do Teorema de Pitagoras,
omitindo aimportancia de seu carater necessario e suficiente. Até que ponto esse tipo de
abordagem interfere na compreensdo do significado do Teorema pelos alunos e na sua

posterior recontextualizagdo como ferramenta na resolucdo de problemas?

* Os tipos de erros observados na aplicacdo do Teorema decorrem da
abordagem e/ou se constituem numa dificuldade, de cardter mais geral, relativa a

apreensdo dafigura?

Tendo em vistas essas questdes, colocou-se como objetivo de trabalho a
elaboracdo de uma seqiiéncia didética em duas fases. Primeiramente, realizacdo de
atividades que permitissem ao aluno conjeturar a existéncia da relacéo pitagorica; seu
carater necessario/suficiente (se um tridngulo é retangulo, entdo vale a igualdade
pitagorica: “O quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos’ — condicdo necessaria —; e, reciprocamente, se vale a referida
igualdade, o trigngulo é retangulo — condicéo suficiente); e a forma dessa relacdo. Numa

segunda etapa, realizacdo de atividades de complexidade crescente fazendo-se

10



“sucessivas aproximacgdes’ com o Teorema, com o intuito de desenvolver no auno

condic¢des para 0 emprego adequado do Teorema como ferramenta.
Como ponto de partida foram assumidas as seguintes hipoteses:

. para 0 auno perceber a importancia do Teorema de Pitagoras €
conveniente trabalhar previamente com a condicdo de existéncia de tridngulo, a qual
propiciara condicdes para o entendimento do cardter necessario e suficiente da
igualdade pitagorica;

. alguns dos erros praticados pelos aunos quando da aplicacdo do
Teorema de Pitédgoras podem ser provocados por fatores proprios da interpretacdo de
problemas geométricos concernentes a apreensao operatoria, tais como: fendmeno da
ndo congruéncia entre enunciado - figura ou figura ~ Teorema de Pitagoras; obstaculo
do desdobramento de objetos; interferéncia da rotagcdo do triangulo retdngulo no
reconhecimento das unidades elementares (catetos e hipotenusa); fundo reticulado
mascarando o caminho de resolucéo do problema.

M etodologia

Seguindo alguns preceitos da Engenharia Didética, fundamentou-se a
metodol ogia desta pesquisa.

A engenharia didética, vistacomo metodologia de pesquisa, caracteriza-se em primeiro lugar
por um esquema experimental baseado em “realizagdes didéticas’ em classe, ou sgja, sobrea
concepcao, arealizagdo, aobsarvacdo e a andlise de seqiiéncias de ensino (Artigue, 1988, pp.
285-286).

A metodologia da engenharia didética compreende quatro fases: andise prévia,
construcdo e andlise das situaces didéticas da engenharia, experimentacéo, andlise a
posteriori e validacdo. A validacéo processa-se internamente, com base na “ confrontacéo

entre andise apriori e andlise a posteriori” (idem, p. 286).

Assim, numa primeira fase de andlises prévias, foi feito um estudo historico e
epistemol 6gico do Teorema de Pitagoras, visando buscar sua génese histérica e também
identificar obstaculos epistemol 6gicos. Investigou-se, ainda nessa etapa, 0 Teorema de

Pitdgoras como objeto matemético, o que permitiu melhor compreensdo de sua
11



importancia e auxiliou na tomada de decisdo no que se refere & demonstracdo usada na

abordagem.

Efetuou-se, a seguir, a andlise de livros didaticos nacionais de 72 e 82 série, em
confronto com a proposta curricular vigente, tentando-se extrair uma eventual ligacéo
entre as varidveis didédticas utilizadas nos mesmos e a ocorréncia de obstaculos
didaticos. E conveniente ressaltar que, para este trabalho, obstaculo ndo significa
dificuldade, mas um conhecimento que produz respostas adaptadas num certo contexto
e falsas fora dele. Conhecimento que resiste as contradigdes com as quais € confrontado

e a0 estabel ecimento de um conhecimento novo.

Simultaneamente, realizou-se a pesquisa bibliografica sobre o tema, a qual se

constituiria na base tedrica para o presente trabal ho.

Para detectar as concepgdes dos aunos sobre 0 Teorema de Pitagoras, preparou-
se um questionario que incluiu questdes inspiradas em pesquisas francesas, publicadas

pelo Instituto de Pesquisa sobre 0 Ensino de Matemética (Irem) de Orléans e de Poitiers.

Numa segunda fase, a partir dos resultados obtidos, definiu-se a estrutura da
sequéncia didatica. A seguir, as atividades foram elaboradas e analisadas a priori,
levando-se em conta as “variaveis didéticas’ empregadas, a problemética e as hipéteses

da pesquisa.

As fases seguintes compreendem a aplicacdo da sequiéncia didatica, a andlise a
posteriori e validagdo. Entretanto, a descricdo dessas fases, apesar de se iniciarem no
proximo Capitulo, com o Estudo Historico e Epistemol 6gico, ndo pressupde uma ordem
hermética, pois, no que se refere a seqiiéncia didética, é preciso explicitar, ocorreram
“idas e vindas” com constantes retornos a fundamentacéo tedrica e pesguisas sobre o

tema

12



CAPITULO Il: ESTUDO HISTORICO E EPISTEMOL OGICO

O estudo histérico e epistemoldgico teve como finalidade caracterizar o
Teorema de Pitagoras em sua génese histérica e identificar obstaculos. Conforme
Artigue (1990, p. 244), a andlise epistemolodgica permite evidenciar diferencas que
ocorrem durante o que chama de “transposi¢ao didatica’, distanciando o saber “sabio”
do saber “ensinado”.

A relacdo pitagorica, segundo Boyer (1974), Eves (1995) e Singh (1998), havia
sido testada, em determinados triangulos retangulos, por diversas culturas antigas, mas
como afirmar sua veracidade para uma infinidade de tridngulos retangulos? 1sso sO se
tornou possivel quando Pitagoras langou méo de uma demonstracdo matemética. Essa
idéia, de partir do particular/concreto e chegar ao geral/abstrato, foi utilizada neste

trabalho, como sera visto no capitulo referente a sequiéncia didatica.

Pitédgoras nasceu por volta de 572 a.C., nailha egéia de Samos, na Grécia, ndo
longe de Mileto, lugar do nascimento de Thales. Sua figura esta envolta em mitos e
lendas, uma vez que ndo existem relatos originais sobre sua vida e trabalhos. O grande
mérito de Pitagoras teria sido a percepcdo de que 0s numeros existem
independentemente do mundo concreto. Desse modo, ele poderia descobrir verdades

que ficariam acima de preconceitos ou opinides.

Parece ter vigiado pelo Egito e Babilonia, possivelmente indo até a india.
Observou que os egipcios e babilénios calculavam por meio de “receitas’, que
produziam respostas corretas e eram passadas de geracdo a geracdo, sem que ninguém
guestionasse 0 porqué delas. Para ele era importante entender os nUmeros, suas relacoes

e ndo meramente utilizé-los.

Durante as peregrinagdes, ele absorveu ndo sO informacdo matemética e
astrondémica, como também muitas idéias religiosas. Ao retornar, encontrou Samos sob
dominio persa e decidiu entdo emigrar para o porto maritimo de Crotona, uma col6nia
grega situada no sul da Itdlia. La, fundou a famosa escola pitagérica, que, além de ser
um centro de estudos de filosofia, matemética e ciéncias naturais, era também uma

irmandade estreitamente unida por rituais secretos.

A filosofia pitagorica baseava-se na suposi¢céo de que a causa Ultima das varias

caracteristicas do homem e da matéria sdo 0s nimeros inteiros. 1sso levava ao estudo
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das propriedades dos nimeros, juntamente com a Geometria, a MUsica e a Astronomia,

gue constituiam as artes béasicas do programa pitagorico de estudos.

O lema da escola pitagorica, “Tudo € niumero”, deixa transparecer uma forte
afinidade com a Mesopotamia. Segundo os historiadores, mesmo o Teorema, ao qual o
nome de Pitagoras esta tradicionalmente ligado, ja era conhecido dos babilnios, havia
mais de um milénio antes. Porém foram os pitagoricos os primeiros a demonstréa-lo, o

que justificaria a denominacdo de “ Teorema de Pitédgoras’, como ficou conhecido.

Uma tableta do periodo babilénio antigo, a classificada Plimpton 322, contém
colunas de nimeros inteiros relacionados com ternas pitagoricas (Boyer, 1974, p. 26).

A partir de doisinteiros p e g (com p > q) foram formadas ternas de nimeros:
p? - a*; 2pg; PP+

Os trés inteiros assim obtidos podem ser usados como dimensdes do triangulo

retangulo ABC, com:
a=p°-q°;b=2pg; e c=p’+ ¢, emquec®=a +b’.

Num texto babilénio antigo aparece um problema (Boyer, 1974, p. 29) em que
uma escada ou prancha de comprimento 0,30 unidade esta apoiada a uma parede. A
questdo é quanto a extremidade inferior se afastard da parede se a superior escorregar

para baixo uma disténcia de 0,06 unidade?
A resposta é encontrada corretamente usando-se 0 Teorema de Pitégoras.

Cerca de 1500 anos depois, problemas semelhantes ainda estavam sendo
resolvidos no vale mesopotamico: “Uma vara esta apoiada a uma parede, se 0 topo
escorrega 3 unidades quando a extremidade inferior se afasta da parede 9 unidades, qual

0 comprimento davara?’ A resposta € dada corretamente como sendo 15 unidades.

Atribui-se aos pitagéricos a regra para a obtencdo das ternas pitagoricas, dada

m*-1 _ m*+1
por: ———;m; e

, @M que m é um nUmero inteiro impar.

Como essa regra se assemelha aos exemplos babilonicos, isso faz pensar que
talvez ela ndo sgja uma descoberta independente (Boyer, 1974, p. 42).

Para 0s agrimensores egipcios antigos, do tempo dos farads, a construcdo de
triangulos “3,4,5” com uma corda dividida em 12 partes iguais por 11 nos servia na
demarcagdo de angulos retos. Entretanto, ndo h& comprovacBes de que eles
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conhecessem 0 Teorema de Pitagoras. Entdo surge para os estudiosos um problema de
natureza tedrica: como se pode mostrar, sem utilizar o Teorema, que o triangulo “3,4,5”

€ retangulo?

Em 1962, foi investigado o chamado papiro matematico Cairo (desenterrado em
1938), que data de 300 a.C. aproximadamente. Foram encontrados quarenta problemas
de Matemética, nove dos quais se relacionavam exclusivamente com o Teorema de
Pitdgoras. 1sso mostra que 0s egipcios dessa época ndo sO sabiam que o triangulo
“3,4,5" é retangulo, mas que também acontecia 0 mesmo para os tridngulos “5,12,13” e
“20,21,29".

Eis trés problemas encontrados no papiro matemético de Cairo (Eves, 1995, p.
87):
1 Uma escada de 10 cubitos esta com os pés a 6 cubitos da parede. Que

disténcia a escada al canga?

2. Um retangulo de area 60 cubitos quadrados tem diagonal de 13 cubitos.

Determine os lados do retangulo.

3. Um retangulo de area 60 cubitos quadrados tem diagonal de 15 cubitos.
Determine os lados do reténgul os.

A seguir, 0 método usado pelo escriba para resolver o item 2 e 0 3. Designando

os lados por x ey; adiagonal por d; e aareado retangulo por A, tem-se:

X X +y' =d’exy=A

y gue fornecem:

XC+2xy+y?=d?+2A ex’—2xy +y*=d?—2A, isto &
(x+yP=d?+2A e(x—y)’=d?-2A

a) No problema 2, d* + 2A e d 2 — 2A s30 quadrados perfeitos e se podem

encontrar imediatamente valores para (X +y) e (X —y).

b)  Noproblema3, d? + 2A e d*— 2A n&o sio quadrados perfeitos e o escriba
usa a formula de aproximagao:
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va’ +b =a+2—ba chegando-se a /345 = /18? +21'~*18+%=18+%+1—12 e

/105 = /107 +5=10+2£O=10+:11r

Quanto aos documentos matematicos da antiga China, ndo ha unanimidade dos
historiadores no que se refere as possivels datas. O Chou Pei Suang Ching (1200 a.C. ou
300 a.C.) parece ser 0 mais antigo dos cléssicos matematicos. Esse tratado indica que na

China, como também Herddoto dissera do Egito, a Geometria derivou da mensurag&o.

No Chou Pel ha problemas sobre tridngulos retangulos, alguns dos quais
reaparecem mais tarde na india e na Europa. Um dos mais conhecidos é o do “bambu
quebrado” (Boyer, 1974, p. 144):

“Ha um bambu de 10 pés de atura cuja extremidade superior, ao ser quebrada,

atinge o chéo a 3 pés da haste. Achar a aturadaquebra’.

No tratado consta uma discusséo do Teorema de Pitagoras, baseada na seguinte

figura, porém sem nenhuma demonstracéo (Eves, 1995, p. 244).

A india antiga, como o Egito, tinha “estiradores de corda’, os detentores das
primitivas no¢des geomeétricas, adquiridas em conexdo com o tracado dos templos e a
construcdo de altares. Esses conhecimentos foram reunidos nos chamados Sulvasutras

ou Regras de Corda (“ Sulva’ refere-se as cordas usadas nas medidas).

A mais conhecida das trés versdes da obra é de Apastamba, que data talvez da

época de Pitagoras. Nela se encontram regras para a construcéo de angulos retos por
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meio de ternas de cordas, cujos comprimentos formam triadas pitag6ricas como “3,4,5”;
“5,12,13"; “8,15,17"; e“12,35,37" (Boyer, 1974, p. 151).

N&o é improvavel que houvesse influéncia mesopotamica nos Sulvasutras. As
regras, que ai aparecem, implicam no conhecimento da relacéo pitagdrica, mas ndo se
tem informacdo de que os hindus tivessem alguma idéia da natureza de sua

demonstracéo.

Na idade Média (seculo XI1), o matematico hindu Bhaskara publicou em seu
tratado Lilavati o problema do “bambu quebrado”, utilizando para altura do bambu 32
cdvados (ou cubitos) e para a distancia da extremidade caida até o pé da haste 16
covados (Boyer, 1974, p. 162).

Também usando o Teorema de Pitagoras, ha um outro problema: “Um pavéo
esta sobre o topo de uma coluna em cuja base hd um buraco de cobra. Vendo a cobra a
uma disténcia da colunaigual atrés vezes a altura da coluna, o pavéo avangou em linha
reta alcancando a cobra antes que ela chegasse a sua cova. Se 0 pavéo e a cobra

percorreram distancias iguais, a quantos cubitos da cova eles se encontraram?”’

A demonstracéo de Bhaskara para o Teorema de Pitégoras é bastante conhecida
e sera apresentada posteriormente.

No livro | dos Elementos de Euclides de Alexandria (300 a.C.), a Proposicéao
(47, 1) é o teorema pitagdrico, com uma demonstracdo atribuida universalmente ao

préprio Euclides; e a Proposi¢éo fina (48, I) € o reciproco desse teorema.

E possivel que Pitégoras tenha dado uma demonstracio do Teorema baseada na
proporcionalidade das medidas dos lados de figuras semelhantes. Posteriormente, com a
constatacdo de que nem todos 0s segmentos S80 necessariamente comensurave's, essa
prova perdeu sua validade. A descoberta da existéncia de ndmeros irracionais foi
surpreendente e perturbadora para os pitagoéricos, pois abalava sua filosofia, segundo a
gual tudo dependia dos nUmeros inteiros.

A prova do Teorema dada por Euclides néo utiliza as proporcdes, o que pode ter
sido uma estratégia para evitar a questdo da incomensurabilidade. As circunstancias que
desencadearam a primeira percepcdo desse obstaculo constituem tema bastante
polémico. Poderiam estar em conexdo com a aplicacdo do Teorema de Pitégoras ao
tridngulo reténgul o isdsceles, com o célculo da diagonal de um quadrado em funcéo do

lado ou com as diagonais de um pentagono.
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No proximo capitulo, referente a0 Objeto Matematico, Teorema de Pitagoras,

serdo apresentadas algumas demonstracdes, dentre as centenas existentes, do Teorema.
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CAPITULOIIl: O OBJETO MATEMATICO

Aqui se versara sobre aimportancia do Teorema de Pitagoras néo somente sob 0
ponto de vista historico, mas também como caso particular da lei dos cossenos. Além
disso, serd apresentada a andlise do ponto de vista matemético e a andlise didatica de
algumas demonstragbes do mesmo, com o intuito de fundamentar a opcéo feita

relativamente a demonstracgao utilizada na abordagem do tema.

Por outro lado, o uso do Teorema de Pitégoras, em tépicos de 72 série, 82 e
subsequientes, representa economia em termos de memorizacéo de formulas, aém de se
constituir numa ferramenta eficaz para a resolucéo de muitos problemas envolvendo
configuragOes e subfiguras. Em vista disso, seréo apresentadas algumas aplicacdes do
Teorema e exemplos ilustrativos de problemas ndo convencionais, nos quais ele pode
ser utilizado.

Para finalizar, sera exposto um interessante fato relativo as ternas pitagoricas, a
partir do seguinte teorema: “Se m e n_sdo valores inteiros obedecendo as seguintes

condigoes:
)] m>n> 0,
i) m e n sdo primos entre si; e
iii) m e n ndo sdo ambos impares,
entdo as expressdes x =m”-n®; y=2mn; e z=m*+n’ fornecem todas as

ternas pitagoricas reduzidas (os componentes ndo tém divisores comuns), e cada terna

somente umavez”.

Sobre aimporténcia do Teorema de Pitégoras

A relacdo pitagorica despertou interesse de muitos povos antigos, tais como
babilénios, egipcios, gregos, hindus e chineses. Modernamente, parece ter servido de
inspiracdo para um problema que desafiaria mateméticos durante 358 anos. o chamado
Ultimo Teorema de Fermat, segundo o qual “n&o existe solugdo inteira para a equagao
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x"+y" =z" na qual ‘N é natura maior que 2°. A demonstracio, de 1995, que
constituiu um marco para a histéria da Matemaética, € de autoria de Andrew Wiles

(Singh, 1998).

Todavia, aimportancia do Teorema de Pitégoras, simples caso particular de um
teorema mais geral, a lel dos cossenos, segundo Berté (1995, p.109), ndo se reduz a
razdes historicas nem a simplicidade de seu enunciado. Existe uma funcionalidade
especifica do Teorema, pois este caso particular pode ser demonstrado pela formula
geral, mas € de ta forma poderoso que a partir dele € possivel demonstrar sua

generalizagao e seu reciproco.

Pelalel dos cossenos, dadas as medidas de dois lados de um triangulo qualquer e
a medida do angulo compreendido entre eles, € possivel calcular a medida do terceiro
lado. Isto significa que, desse modo, um tridngulo qualquer fica determinado.
Reciprocamente, a lel dos cossenos permite também calcular as medidas dos angulos de
um tridngulo a partir das medidas dos lados, sendo suficiente que os nimeros dados
verifiquem a condi¢éo de existéncia de tridngulo. Entretanto, dados dois lados de um
triangulo qualquer e um angulo ndo compreendido entre eles, isso ndo é suficiente para
determiné&lo, a menos que o angulo seja reto. O Teorema de Pitédgoras permite, neste
caso, encontrar o terceiro lado. Decorre entdo que um tridngulo retangulo fica
determinado pela hipotenusa e um dos catetos.

Berté prossegue utilizando uma “mudanca de quadros’ (Douady, 1984, p. 110),
do quadro geomeétrico, das construcdes de tridngulos com régua e compasso, para o
quadro agébrico — discussdo da interseccdo de uma “ circunferéncia com uma semi-reta

ou com umareta se 0 angulo dado é reto”.

Segjam a e b as medidas de dois lados de um tridangulo, a a medida do angulo

oposto ao lado a (0 < a < 180°) e x amedidado terceiro lado.
Pelalei dos cossenos, & = x* + b? — 2bxcosa
A equacdo x° — 2bxcosa + b® — & = 0 tem como discriminante:
A =4b% cos’ a —4(b? — &), istoé, A=4b®cos’ o —4b* + 4a
como cos’a=1-sena entdo, A =4b* —4 b sen’ a —4b° + 4d
A = 4(&® — b%sen’ o) A = 4(a+ bsena)(a— bsena)
Sendo 0 < a <180° tem-sesena >0
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Logo o sinal de A é dado pelo sinal de a— bsena. Desse modo:
1) A<0 < a—bsena <0 = bsena >a (n&o hé& solucéo)
)] A>0 = i)bsena <a<b  (duas solucbes positivas, dois triangulos)

ii)bsena <b<a

(duas solugbes de sinais contrarios,
triangulo AB’C)

iii) sena =1 (duas solugdes opostas, triangulos ABC e AB’C)

1) A=0 <« bsena=a

(uma unica solugdo dupla)

11i)

nio ha solugio

i) Hiii)
r
B
| a
/ Rl B
P =
™. h \
| : 1
| L
h 4
1 i (- 1
'\-_l M"' l".. A b c
l"h
s h
g x'\-_ .'|_
"_'. ) B
B
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1)

Como pondera Annie Berté, o Teorema de Pitagoras ndo € nada evidente.
Portanto, a simples apresentacdo de sua formula ndo teria significado para o aluno; seria
algo mais para “memorizar”. Por outro lado, fazer a verificagcdo utilizando somente
puzzles e colocando os resultados para a classe pode dar ao professor a falsa impressao
de que ele proporcionou aos alunos uma chance para “agir”. Mas, na verdade, isso seria

uma“institucionalizacéo” prematura.

Essas observactes foram levadas em consideracdo, no presente trabalho, no

momento da elaboracdo da sequiéncia didatica.

Analise do ponto de vista matemético e Analise do ponto de vista didatico de

algumas demonstracdes do Teorema de Pitagor as

As demonstragdes do Teorema, conhecido como a 47° Proposicdo de Euclides e

também como o “teorema do carpinteiro”, podem ser classificadas em quatro grandes
grupos.

o algébricas — baseadas nas rel agbes métricas nos triangul os retangul os,

e geométricas — baseadas em comparacOes de areas;.
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* vetoriais — baseadas em operacOes com vetores e empregando o conceito de
direcéo;
e dinamicas — baseadas em massa e velocidade.

Segundo Loomis (1972, p. viii.), 0 nimero de demonstracbes algébricas €
ilimitado, 0 mesmo ocorrendo no campo geomeétrico, e existem apenas dez tipos de
figura geométrica, dos quais uma demonstracdo pode ser deduzida. Qualquer que sgja

ela, aclassificagdo vai depender do critério escolhido.

Para Padilla (1992, p. 12) as demonstracOes podem ser reagrupadas em trés

tipos, segundo o tratamento matematico empregado:
e em que as areas dos quadriléeros permanecem invariantes;
* por transposi¢cao de elementos,

» agébricas.

Na verdade, os cerca de 400 tipos de demonstracdo do Teorema s&o
caracterizados por meio dos recursos matematicos utilizados, tais como: igualdade das
areas dos quadrilateros (método de Euclides), figuras geométricas nas quais as areas se
mantém (método geométrico), principio da igualdade da decomposi¢do, principio da
igualdade do completamento, operacOes algébricas, relacbes de semelhanca, métodos

vetoriais, métodos da Geometria Analitica etc.

Ser&o apresentadas a seguir algumas demonstracdes, visando ilustrar 0 emprego
desses diferentes métodos. Os critérios utilizados na selecdo das mesmas foram a

importancia histérica e a viabilidade de uso em salade aula.

Na andise didatica sera incluida, sempre que se fizer interessante, uma analise
cognitiva baseada e€/ou inspirada em Padilla (1992), pois a maior parte das
demonstrages, mesmo as consideradas algébricas, fundamenta-se na aplicacdo da

operacdo de reconfiguracao.

Com os comentarios efetuados apds algumas demonstragbes ndo se tem a
pretensdo de sugerir caminhos. Eles atestam as reflexdes pessoais que antecederam as
escol has feitas para a abordagem.
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Demonstractes utilizando-se semelhanca de triangulos, razdo de projegdo

ortogonal Ou cosseno

Demonstracdo 1 (a mais conhecida; do tipo algébrico, usando-se semelhanca de

triangul os)

Andlise do ponto de vista matematico

A
c /ffxzf \\\b
/’f h \\
L m n
H C

Segja ABC um triangulo retangulo em A

AH éaalturareativa a hipotenusa.

(“ A" indicatriangulo e “~" indica semelhante)

1) AHBA ~AABCO HB _HA _BA
AB AC BC
m_h_c
ou —————
c b a

[] ?=ameah=hc

1) AHBA~AHACO HB:HA:BA
HA HC AC
m h a
ou—=—=—
h n b
[ h2=mn
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HA _HC _AC
AB AC BC

1) AHAC ~ AABC[

h
ou —=
Cc

ol
o |T

O p?=an
IV) Dec>=ameb’=na  decorreque
b’+c?=an+amO b?+ c? = a(n + m)

mascomom+n=a entdo b’ + > =&

Analise do ponto de vista didatico

Demonstracdo que aparece na totalidade dos manuais didaticos examinados e

usa a semelhanca de tridngul os como ferramenta.

Como conhecimentos disponiveis ela pressupde: semelhanca de tridngulos,
propriedades das proporcdes, calculo algébrico e projecéo ortogonal .

Quanto a andlise cognitiva, convém observar que, apesar de essa demonstragdo
utilizar comprimentos e ndo areas, ela requer duas reconfiguragoes diferentes da figura
base (itens | e ll):

» o fracionamento dafigura € dado, desde o inicio;
» assubfiguras sdo convexas (triangul os);

» cada reconfiguracéo exige dois desdobramentos de partes elementares, pois
os triangulos HBA e HAC estdo também no ABC;

» caracteristicas de contorno favoravels;
* ndo hasubstituicdo de partes elementares auxiliares;
* ndo hamodificagdes posicionais;

e ndo hatratamentos auxiliares a efetuar.
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A demonstracdo ndo é muito complexa, porém os itens (1) e (I1) diminuem o grau de
visibilidade para a aplicacdo da operacdo de reconfiguracéo intermediaria.

Demonstracdo 2 (atribuida a W. Rupert, 1900; do tipo algébrico, utilizando-se

uma circunferéncia)

Analise do ponto de vista mateméatico

Segja o triangulo AHB
retangulo em H.

Com centro em B e raio
f“ 4 \ . AB, traca-se a circunferéncia
0=B

.; Pelo Teorema das Cordas:
HE.HC = AH.HD

masHE=h-a AH=Db
HC=h+a HD=b

[ th-a)(h+a)=bb
h2_a2:b2

h=a +b°

Analise do ponto de vista didatico

Esta demonstragdo poderia ser usada como exercicio de aplicagdo do Teorema
das Cordas, porém ndo como demonstracdo inicial do Teorema de Pitagoras. Seria ao
mesmo tempo uma oportunidade para mudancga do “ponto de vista’, no que se refere ao
Teorema de Pitagoras, ainda no “quadro geomeétrico”, e também como uma escolha de
variadveis, na utilizagdo do Teorema das Cordas. Supondo o Teorema de Pitagoras ja
como conhecimento disponivel, é interessante para o aluno perceber que se pode chegar

aum mesmo resultado por métodos diferentes.
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Como conhecimentos disponiveis ela exige: o Teorema das Cordas, operacdes

com segmentos e célculo algébrico.
Quanto a andlise cognitiva, dado o triangulo AHB, retangulo em H:

* S30 necess&ios tratamentos auxiliares, que consistem em tracar a
circunferéncia de centro O = B eraio AB, o prolongamento de BH para obter os pontos

E e C sobre amesma e o prolongamento de AH afim de obter o ponto D;

* h& o obstaculo do desdobramento de objetos, pois o segmento AH ¢,
simultaneamente, um lado do tridngulo AHB e a corda HA; 0 mesmo ocorrendo com o

segmento HB, o qual figura como cateto e como parte da corda HC;

. 0 reagrupamento pertinente das partes e ementares HE, HO, OC, AH, HD

forma uma subfigura convexa (dois pares de angul os opostos pelo vértice);

* ndo hasubstituicdo de partes elementares,

. ndo ha modificacdes posicionais.

O primeiro dos fatores mencionados e o obstaculo do desdobramento das partes
elementares contribuem para o aumento do grau de complexidade para a aplicacdo da

operacdo de reconfiguragdo, mas as caracteristicas do contorno facilitam a visibilidade
para 0 emprego do Teorema das Cordas.

Demonstracdo 3 (do tipo algébrico, por meio do uso de uma circunferéncia)

Analise do ponto de vista mateméatico
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Segja o trigdngulo AHB reténgulo em H; AB = h. Com centro em A, traga-se a
circunferénciaderaio AH=b. Tem-se. ABHC~ ABDH pois m(BHC) = 2 (arcCH)

BH _BC _HC

e m (BDH) = % (arcCH) ent&o =——=
BD BH DH

h+b a

] a h-b

2=r-p* U m=a+p

Andlise do ponto de vista didatico

Como conhecimentos disponiveis dentre outros, pressupde-se: angulos na

circunferéncia, semelhanca de triangulos, calculo agébrico e proporcoes.

A demonstragdo acima constitui uma oportunidade para reinvestir em topicos de
séries anteriores (como, por exemplo, propriedade do angulo inscrito; propriedade do
angulo de segmento, isto €, angulo tendo vértice na circunferéncia, um lado tangente e o
outro secante a mesma; propriedades das proporcdes) e também um modo de construir o
conhecimento. Segundo Piaget, o sujeito constrdi 0 conhecimento por meio de inlmeras
interagBes com o objeto, isto é, por meio de sucessivas aproximaces com o objeto, nas
suas vérias atividades. “O conhecimento, na teoria de Piaget, nunca € um estado (...) é
uma atividade. Pode ser visualizado como a estruturacdo do sujeito numa interacdo viva
com o meio” (Furth, 1974, p. 38).

Dado o tridngulo AHB, retngulo em H, por meio da andlise cognitiva, observa-

. a demonstracdo exige tragcados suplementares, tais como a circunferéncia
de centro O = A e raio AH; o prolongamento de AB para determinacéo do ponto D

sobre amesma; e os segmentos HC e DH;

. 0 segmento HC é comum ao angulo BHC e ao triangulo CHD; o
segmento AB é comum ao triangulo AHB e ao angulo BDH; o arco CH é determinado
pelos angulos inscritos BHC e BDH; o triangulo BHC é parte comum aos triangulos
AHB e BHC, fatos que provocam o obstaculo do desdobramento das partes

e ementares;

. 0S reagrupamentos pertinentes das partes elementares formam

subfiguras convexas (segmentos, angulos e triangul 0s);

. ndo ha modificacdes posicionais.
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Para visualizar a semelhanca dos trigngulos e os comprimentos dos lados BD =
(h + b) e HC = (h — b) é preciso superar 0 obstaculo do desdobramento dos objetos,
acima apontado, o que dificulta a visibilidade para a aplicacdo da operacéo de
reconfiguracdo. O obstéaculo e os tratamentos auxiliares a ser feitos aumentam o grau de

complexidade da demonstragéo.

Demonstracédo 4 (do tipo algébrico, por meio de razéo entre areas)

Analise do ponto de vista mateméatico

Sea HCOAB

1 1 1
5 (x+y)z 5 (x.2) 5 (y2)
Tem-seA ABH ~AAHC ~AHBC [ = =
h? b2 a’

(pois “areas de figuras semelhantes sdo proporcionais ao quadrado da razéo de

semelhanga’), sendo:

AB=h AC=x
HB=a CB=y
HA=b HC=z

§w+Wz:;wa+;wa

Mas
h2 b2 + 52

(“A soma dos antecedentes esta para a soma dos consequientes, assim como cada

antecedente esta para seu consequiente” — propriedade das “ proporgdes.”)
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Lx+yz Lix+yz
Entao, 2 =2
h2 b2+a2

|:| h2 = & + b2

(do fato de os antecedentes serem iguals, conclui-se a iguadade dos

consequientes).

Analise do ponto de vista didatico

O objetivo principal, neste caso, seria reinvestir na propriedade darazéo de areas

entre figuras semel hantes e também no topico “ proporgdes’.

Sugestdo: As demonstracdes 2 e 3 apresentadas, caso fossem utilizadas em sala
de aula, deveriam ser “transformadas’ em atividades. A colocacdo em forma expositiva
poderia ser mono6tona e desmotivadora para o auno. No caso da demonstracéo 4, cada
grupo, ou dupla de alunos, receberia a demonstragdo, sem os detalhes que estéo entre
parénteses. A atividade seria entdo discutir e justificar, com base nos conhecimentos

disponiveis, passagem por passagem da demonstracao.

Quanto a andlise cognitiva, valem os comentarios feitos para a demonstragéo 1
deste trabal ho.

Demonstracdo 5 (do tipo algébrico, utilizando-se cosseno)

Andlise do ponto de vista matematico

A
C H B
Usando os tridngul os retangulos AHC eABCtem-se: 2_2 = C—g =cosC
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Nos tridngul os retangulos AHB e ABC valem:

Entdo (CA)? = CB.CH e (BA)>=BC.BH
logo (AB)? + (AC)? = BC(BH + HC)

L] (AB)? + (AC)? = (BCY?

Andlise do ponto de vista didatico

Para esta demonstracéo, as relagcdes trigonomeétricas no triangulo reténgulo séo,
obviamente, imprescindiveis como conhecimento disponivel, mas a semelhanca de
triangulos, no caso, ndo foi um conhecimento mobilizado. A analise cognitiva aponta

caracteristicas analogas as observadas na demonstragéo 1 deste trabal ho.

Demonstracdo 6 (feita pelo presidente Garfield dos Estados Unidos; do tipo

algébrico ou geométrico, por meio de comparagdo de areas)

Andlise do ponto de vista matematico

=

A aea do trapézio

&3}

retangulo de bases b e c e dtura

(b+c)éigual a % x"ut& -....__j.,...r .;

Por outro lado, a mesma area é também igual a soma das areas de trés triangulos

retangul os:
N bc bc  a®
h \ A Yot
\ 2 2 2
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(b+c)? :2bc+£
2 2

Entdo

ieb’+2bc+c=2bc+d
|:| b2+ 2= g

Andlise do ponto de vista didatico

Seriaimportante que os alunos pensassem num modo de demonstrar que o triangulo
CBE é também retangulo, o que decorre imediatamente do fato de a soma das medidas

de ABC, CBE e EBD serigual a180’.

Quanto a andlise cognitiva, pode-se dizer que a demonstragdo é fundamentada em
dois tipos de reconfiguragdo: um oriundo de uma apreensdo “analitica’, e outro “global”
(Padilla, 1992, p. 35). Este privilegia a figura total, exterior, isto €, 0 trapézio; enquanto

no primeiro afigura é vista como uma reunido de trés triangul os retangul os.
. o fracionamento da figura em partes elementares é dado no inicio;

. 0 reagrupamento pertinente dos dois tridngulos retangulos forma uma
subfigura ndo convexa, constituida pelos dois triangulos congruentes. Encontrar a

reconfiguracéo adequada, entre todas as possivels, ndo é muito evidente;

. o Unico tratamento auxiliar necessario, paraformar a figurade Garfield, é
o tragado do segmento CE;
. uma modificagdo posicional da subfigura chave, ou sgja, do tridngulo

retangulo, deve ser feita— uma rotagao;

. as caracteristicas do contorno sdo favoraveis. E facil perceber que se trata
de um trapézio;

. ndo ha desdobramento das partes el ementares,
. ndo ha substituicdo das partes elementares.

A demonstrac8o possui uma reconfiguracdo bastante visivel, depois de formada a
figura de Garfield, com baixo grau de complexidade. Pelo fato de se apoiar em célculo
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de éreas, € uma excelente oportunidade para reinvestir nesse tépico e também em

calculo algébrico.

As demonstragdes do tipo geométrico tém como base a comparacdo de

areas, por meio de superposicao de figuras.

Demonstracdo 7 — Bhaskara, séc. XI1 d.C.

Segundo os historiadores, Bhaskara desenhou apenas a figura com o comentério
“Vegal” Entretanto, ndo fica muito claro se “a figura” compreende o quadrado inicial
(Fig. 2) e também a reconfiguragdo (Fig. 3). Se somente a Fig. 2 for considerada, a
demonstracdo pode ser pensada como sendo do tipo algébrico, mas ainclusdo daFig. 3,
a qual é uma reconfiguracdo da Fig. 2, leva a crer numa demonstracdo do tipo

geométrico.

Para Loomis E. (1972), o lacdnico comentario seria justificado pela tendéncia,
comum naguela época, de manter em segredo a descoberta de verdades relativas a
algumas proposi ¢oes.

Andlise do ponto de vista matematico

Esta demonstracdo pode ser considerada do tipo geométrico ou do tipo

algébrico, dependendo da estratégia utilizada, conforme comentério anterior.

O quadrado sobre a hipotenusa (Fig. 2) € decomposto em quatro triangulos, cada

um deles congruente ao tridngulo dado, mais um quadrado cuja medida de lado éb —c.

Dispondo as partes como mostra a Fig. 3 obtém-se dois quadrados justapostos.
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Mas éaeadaFig.2 =é&eadaFig.3

Como é&eadaFig.2 =2 dreadaFig.3=b*+c?
Entdo: & =b’*+c?

Algebricamente, paraaFig. 2:

4%+(b—0)2 =a? entdo: 2bc+ b —2bc+ P =&

[ p+=2

Analise do ponto de vista didatico

Essa verificacdo, em salade aula, pode ser feita por meio de uma atividade:
» oito trigngulos congruentes feitos de cartoling;
» doisquadrados de lados (b —c).

Apos ser formada a figura 2, a demonstracéo baseia-se em dois tipos diferentes
de apreensdo da figura: analitica e global. A apreensdo analitica privilegia as diferentes
partes elementares; a figura € vista como a reunido das cinco pegas. A apreensdo global

privilegia afiguratotal —afigura como um quadrado delado “a’.
Considerando-se apenas dada a Fig. 2, observa-se que:
» o fracionamento dafiguraem partes elementares € dado no inicio;
* ndo hatratamento auxiliar a ser efetuado;

» paraformar aFig. 2 s80 necessarias quatro modificagdes da subfigura-chave
(o tridngulo): uma translacéo e trés rotagbes, de modo que as hipotenusas se tornem
lados do quadrado;

* 0 reagrupamento pertinente dos quatro triangulos forma uma subfigura néo

convexa

* as caracteristicas do contorno favorecem “ver” o pegqueno quadrado (5;
Fig.2);

» adificuldade consiste em perceber que os lados do quadrado (5) séo partes
dos segmentos que formam os lados dos triangul os. Para observar esse detalhe € preciso
superar 0 obstéculo do desdobramento dos objetos, porém, como se trata de um
quadrado, o desdobramento de um dos segmentos é suficiente para fazer a

demonstracéo.
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Trata-se, portanto, de uma demonstracédo, cuja reconfiguragdo intermediéria é
bastante visivel e pouco complexa, se efetuada algebricamente, por meio das figuras 1 e
2. Porém, se a opcdo for comparacéo de areas, por meio da Fig. 3, surgem fatores que
aumentam o grau de complexidade e comprometem a visibilidade para a aplicagéo da

operacao de reconfiguracdo intermediaria, 0s quais serdo analisados a seguir:

. para formar a Fig.2, como ja foi visto, sGo necessarias uma translacéo e
trés rotagOes. A reconfiguragcdo para obter a Fig. 3 requer mais cinco modificagtes

posicionais (quatro para os triangulos e uma para 0 quadrado central);

. € necessario um tracado suplementar para obter os quadrados contiguos

de lados respectivamente c e b;

. a Fig.3 é formada por um reagrupamento ndo convexo de trés figuras
convexas. os dois retangul os, cada um formado por dois tridngulos, e o quadrado. Néo é
evidente a reconfiguragdo conveniente, dentre todas as possiveis, 0 que provoca
diminuicdo do grau de visibilidade da aplicagdo da operacdo de reconfiguracéo
intermediéria;

. 0 obstaculo do desdobramento € ocasionado pelo pequeno retangulo
(parte do reténgulo horizontal), cujo lado maior € comum aos dois quadrados contiguos,

fato que pode dificultar avaliar os comprimentos dos |ados dos quadrados.

O grande nimero de modificagbes posicionais, o tratamento auxiliar efetuado
(tracados suplementares), 0 obstaculo do desdobramento dos objetos mais a dificuldade
em encontrar a reconfiguracdo conveniente sdo fatores que aumentam o grau de

complexidade e prejudicam a visibilidade para a operacéo de reconfiguracéo.

Demonstracéo 8 - hindu (apresentada em alguns manuais didaticos mais recentes.

Geomeétrica, por transposi¢cao de elementos, por meio de equivaléncia)
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Andlise do ponto de vista matematico

Retirando-se os quatro triangul os hachurados de cada uma das figuras obtém-se:

na Fig. 1, um quadrado de lado a e na Fig. 2, um quadrado de lado b e um
guadrado de lado c.

Em outras palavras, o complementar dos quatros triangulos, na Fig. 1, € o
quadrado que tem como lado a hipotenusa do triangulo retangulo. Reconfigurando-se de
modo conveniente os quatro tridngulos, o complementar deles, em relacéo ao quadrado
maior, é areunido dos quadrados cujos lados sdo os catetos.

Logo, a &rea do quadrado de lado a é a soma das areas dos quadrados cujos lados

medembec, ou sga & = b? + ¢
Algebricamente:

paraaFig. 1: (b+c)? =a? +4%

paraaFig. 2: (b+c)? =b? +c? +4%

[J @+ 2bc =12+ c2 + 2bc
&=b"+c
Rigorosamente, o que ocorre € o seguinte (Fig. 3):
apartir do triangulo ABC, retangulo em A, traga-se 0 quadrado APQR, tomando
PC=MQ=NR=ABe
PM =QN =BR=AC.

Quando os quatro triangulos retangulos, que tém respectivamente as mesmas
medidas para 0s catetos, sdo “recortados’, esta sendo admitido implicitamente o fato de
gue as hipotenusas e os angulos agudos tém também, respectivamente, as mesmas

medidas, pois os triangul os s&0 0s Mmesmos.

E necessario utilizar o caso L.A.L. de congruéncia de triangulos para justificar
gue BCMN é um quadrado. Em detal hes:
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A ABCIA PCM[A QMN UA RNB

Entdo CM = MN = NB = BC; P B Q

Resta mostrar que os angulos do
quadrildtero BCMN S0 retos.

Das congruéncias do item anterior, \
F 1 -~

decorrem: N B

m(PCM)=x e m(PMC)=y

Masx + m (MCB) +y = 180°
(formam um angulo raso)

Como x + y = 90°, segue-se que MCB é reto (analogamente para 0s outros

triangul 0s).

Andlise do ponto de vista didatico

Pelo exposto, pode-se observar a variedade de abordagens que a demonstragéo

propicia. Numa primeira fase pode ser explorada a reconfiguracdo, pois:
» o fracionamento dafigura em partes el ementares é dado no inicio;

» paraformar a Fig. 1, o “triangulo-chave” sofre trés rotacoes, e para a Fig.2
trés transl acoes;

» aFig. 1 éformada pelo reagrupamento néo convexo de quatro triangul os;

 a Fig. 2 é o reagrupamento ndo convexo de duas figuras convexas (0s
retangulos, cada um formado por dois tridngulos). Reconhecer a reconfiguracéo

conveniente, dentre todas as possivels, ndo € um fato muito evidente, devido a ndo

contiguidade das partes elementares,

e as caracteristicas do contorno da subfigura contida na Fig. 2, formada pela
reunido dos quatro reténgulos, favorecem a visbilidade, gudando a encontrar, no
guadrado maior, os dois quadrados complementares;
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* para obter os dois quadrados (Fig.2), sG0 necess&rios quatro tracados

suplementares;
* nao ha superposicéo de partes elementares;

* ndo ha substitui¢des das partes elementaresiniciais.

As seis modificagOes posicionais, os tratamentos auxiliares a ser efetuados e a
ndo convexidade das subfiguras séo fatores que dificultam a aplicacdo da operacdo da
reconfiguracdo intermediaria, porém o fato de ndo apresentar o obstaculo do
desdobramento e o contorno favoravel compensam essa desvantagem, aumentando o

grau de visibilidade para a aplicagéo da operagéo.

Numa segunda fase, o professor podera aproveitar a oportunidade para reinvestir
em tOpicos anteriores, como congruéncia de triangul os e produtos notaveis, pois o aluno
deve entender que € preciso, nas demonstragdes rigorosas, usar definicdes, propriedades

e teoremas jainstitucionalizados, sem o que ha o risco de se ficar apenas no “figural”.

Demonstracdo 9 — Liu Hui, 270 d.C. (geométrica por transposicdo de

elementos)

Um quadrado é formado pelo reagrupamento de pecas obtidas de dois
quadrados, isto €, o quadrado da hipotenusa € reconstituido por meio dos quadrados dos

catetos.

F b o]
F 9
44
i C/S T
» 7
] 4}
W M
. H b
5 H ’____,-"
PL
A B 5
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Andlise do ponto de vista matematico

Forma-se, primeiramente, um quadrado com quatro exemplares de tridngulo
reténgul o dispostos convenientemente.

Pelo ponto M, traga-se MS// AP; pelo ponto C, CTOMS; e por N, NV OMS.
Rigorosamente, seria necessario adotar um procedimento andlogo ao realizado na
demonstracdo 8 para garantir que o quadrildtero BCMN € um quadrado.

Andlise do ponto de vista didatico

Como conhecimentos disponiveis, esta demonstracdo exige nocdo de area de
poligonos e congruéncia de triangulos. Alguma habilidade em montagem de quebra-
cabecas é desgjavel, pois 0 quadrado sobre a hipotenusa deve ser reconstituido por meio
dos quadrados cujos lados sdo respectivamente os catetos do triangulo inicial. Em outras
palavras, deve ser feita uma reconfiguracdo da Fig. 1, operacdo que sera a seguir
analisada.

O reagrupamento pertinente dos tridngulos retangulos da Fig. 1 forma uma

subfigura ndo convexa, o que dificulta efetuar a operacdo de reconfiguracéo

intermediéria:
. o fracionamento da Fig. 1 em partes elementares ndo vem dado no inicio;
. a Fig. 1 exige tratamentos auxiliares (tragados de segmentos ou retas) a

fim de se obter quadrados ou retangul os,
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. s80 necess&rias cinco modificagdes posicionais (trés modificagdes no
triangulo inicia, mais duas transagOes de dois tridngulos retangulos para a
reconfiguragao);

. 0 contorno possui caracteristicas que ndo favorecem a aplicacdo da
operacdo de reconfiguracdo intermediaria;

. 0 Obstéculo do desdobramento de uma parte comum a dois
reagrupamentos diferentes a ser comparados ocorre duas vezes, para o quadrilatero (7) e
para o triangulo (6), que estédo contidos no quadrado relativo a hipotenusa e nos

guadrados rel ativos aos catetos,

. as subfiguras sdo deslocadas para o interior dafigurainicial.

Os fatores acima mencionados aumentam o grau de complexidade e diminuem o

grau de visibilidade para a aplicagéo da operacéo de reconfiguracédo intermediéria.

Demonstracdo 10 — Ozanan (geométrica, por transposicao de elementos)

&
HN o P
p -F
1/m |n °
C B
P
R
¥ 5
Tﬂ
ML
D bt E
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Andlise do ponto de vista matematico

Os tratamentos auxiliares a ser efetuados serdo detalhados mais adiante, na

Andlise Cognitiva da demonstracéo. Rigorosamente, algumas congruéncias devem ser
provadas. Assim,

A FBPOA ABC, pois. CAB PFB (retos)

ABC OPBF (&ngulos de lados perpendicul ares)
AB OBF (lados de um quadrado)

ANCB[A XDC, pois: CN O DX (por construcao)

NCB [JCDX (retos)e BC O CD

Entéo,
A CSB 0 A PFB, pois SCB [ FPB
CBSU PBF eCB [ PB

ADTX O A CAN, pois: TDX OACN, logo DT = CA e CN = DX (construgao).
Dai, usando CB como eixo de simetria, tem-se:

P - E (isto € E € 0 simétrico de P), poisBP=CB = BE

A - S(isto & SésimétricodeA), poisBA = BSe ABC 0 SBC

O - X (isto é X ésimétrico de O), devido aos angul os retos.
Portanto, quadrildtero AOPB [ quadrilatero SXEB.

Como CN = DY, por construcdo, fazendo-se uma translacdo do quadrilétero
HNCI de modo que o lado CN coincida com o segmento DY e lembrando que:

DT = CA =Cl e, também, NCI OYDT

conclui-se que o quadrilatero transladado é simétrico de SYDT em relacéo ao
eixo CD. Logo, quadrilatero SYDT [ quadrildtero HNCI.

Como consequiéncia, sendo XE = DE - DX e XE = OP, tem-se:

YC=DC-DY =DE-DX =0P
pois, CN =DY =DX
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[] AYRC 0AOGP, pois YC O OP

YRC OGP (retos) e YCR [0 OPG

Andlise do ponto de vista didatico

Trata-se de uma demonstracdo bastante complexa do ponto de vista geomeétrico,

exigindo como conhecimentos disponiveis congruéncia de poligonos e transformagtes
(simetria, rotagéo e translacdo).

A reconstituicdo do quadrado da hipotenusa é feita a partir das cinco pegas

obtidas com os quadrados dos lados do angulo reto do triangulo ABC:

. o fracionamento da figura em partes elementares ndo € dado inicialmente;

. os tratamentos auxiliares a ser efetuados sdo o prolongamento de EB
determinando o ponto P em GF, o prolongamento de DC até encontrar AH em N e o
tragado de PO// BC.

Assim, obtém-se cinco pegas, m, n, 0, p e g, que reagrupadas formardo o
quadrado de lado a= BC. De fato, tomando-se DX = DY = CN, tragando-se CXedeY,
D e B conduzindo-se perpendiculares YR, DT e BS, os cinco elementos resultantes

s80 congruentes, respectivamente, as cinco pegas, m, n, 0, p eq.

S80 necessdrios, portanto, sete tracados suplementares (trés sobre os quadrados

dos catetos e quatro sobre o quadrado da hipotenusa).

. 0s reagrupamentos das partes el ementares formam subfiguras convexas,

. as subfiguras sdo deslocadas para o exterior dafigurainicial;

. ndo ha desdobramento de partes elementares auxiliares;

. ndo ha substituicdo de partes elementares auxiliares,

. para reconstituir, com as cinco pegas, 0 quadrado da hipotenusa séo

necessdrias dez modificagdes posicionais:
pecam —umatrandacdo e uma simetria (de eixo CD);
pecan —umatrandacdo e umasimetria (de eixo DB);
peca 0 —umasimetria (de eixo BC);
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peca p — umarotacdo (de centro B) e uma simetria (de eixo BC);

peca q — uma rotagdo (centro G), uma translagdo (direcéo OA e uma simetria
(eixo CY).

Trata-se de uma demonstragdo demasiadamente complicada, pelo fato de ser
necessario efetuar o fracionamento da figura em partes elementares e, também, pela
multiplicidade de modificagfes posicionais. Sdo fatores que contribuem para 0 aumento
do grau de complexidade e diminuem o grau de visibilidade no que se refere a
reconfiguragdo. Talvez pudesse ser reconstruida por alunos com razodvel dominio da
Geometria, como curiosidade histérica ou oportunidade de reinvestir em tOpicos

anteriores, por meio de passos guiados pelo professor.

Demonstracdo 11 — Euclides, do livro Elementos, 300 a.C. , Proposicao 47|

Também aparece séculos depois na obra de Tabit Ibn Qorra (826-901).
(Geométrica, por transformacdo, deixando a area dos quadrilateros invariante. Prova-se

a equivaléncia de pares de partes decompostas)

A figura utilizada por Euclides para demonstrar o Teorema de Pitégoras €, as

vezes, descrita como “moinho de vento”, “cauda de pavao” ou “cadeirade noiva’.

Andlise do ponto de vista matematico

1) Seja ABC um trigngulo reténgulo em A.

Constroi-se, sobre o IadoB_C,
i 0 quadrado BDEC, e sobre os lados

ABe AC, os quadrados BAGF e
CAHK, respectivamente.

LI Traca-seAL // BD
AABDIA FBC (caso L.A.L),
% pois AB = FB e BD = BC (lados de
\ um quadrado) em (FBC) = m (ABD)
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I1) Chamando de A1 a &rea do quadrado 1 e de A2 ado quadrado 2, tem-se:

FB.FG

Al=2. area(FBC) pois érea (FBC) = 5

¢
2

D A1l =2area (ABD), pois os dois triangul os sdo congruentes.

BD.DL _ &ea(BPLD)

1) Mas: &rea (ABD) =
2 2

Ent&o: Al = c? = 24rea (FBC) = &ea (BPLD)
Analogamente: A2 = b? = 2&rea (BCK) = &rea (HCEL)

V) Portanto, a area do quadrado (BCED), formado pelos retangulos (BPLD) e

(PCEL), éigual & somadas &reas b’ + ¢, portanto, & = b? + ¢?

Na demonstracdo aqui apresentada, constam detalhes que normalmente néo
aparecem nos livros que tratam da histéria da Matemética. A intengéo foi evidenciar os
conhecimentos disponiveis que seriam necessarios para viabilizar seu emprego em

alguma atividade dentro da salade aula:
e congruénciade triangulos,

» céculo de areas de triangulos, com as variaveis didéticas (posicdo da figura)
numa forma bem diferente da usual, como, por exemplo, tridngulo ABD e triangulo
FBC.

Admitindo-se essa possibilidade, a situacéo-problema poderia ser colocada em

etapas e 0 objetivo seriareinvestir em tépicos anteriores.
Sob o aspecto “figural” convém observar que:

. o fracionamento da figura em partes elementares ndo é dado no inicio;

ele deve ser encontrado;

. a figura demanda tratamentos auxiliares, ou sgja, tragado de segmentos
que dardo origem a triangulos e a retangulos. S&0 necessarios cinco tragados

suplementares — segmentos AL, AD, FC, BK e AE.

. ha um grande nimero de substituicbes das partes elementares, num total
de doze, seis para passar do quadrado 1 para o retangulo BPLD e seis do quadrado 2
para o retangulo PCEL;



. as caracteristicas do contorno ndo gjudam a aplicacdo da operacdo de

reconfiguragdo intermedi&ria;
. 0S reagrupamentos pertinentes formam subfiguras convexas;

. aparece seis vezes 0 obstaculo do desdobramento dos objetos, trés para
cada substituicdo — A FBC e A ABD tém uma parte comum, 0 mesmo ocorrendo com

A FBC eoquadrado 1 e A ABD eretangulo BPLD. Analogamente, para o quadrado 2.

Os fatores acima mencionados ocasionam acentuado aumento no grau de
complexidade e reducdo no grau de visbilidade para aplicagdo da operagdo de
reconfiguragcdo, havendo ainda a dificuldade em perceber a equivaéncia entre os

diferentes agrupamentos.

Demonstracdo 12 Nassir-ed-Din, séc. XI11 d.C. (geométrica, area dos quadriléteros,

G
D’ E

invariante)

Segja ABC um triangulo retdngulo em A. S8o construidos sobre seus catetos e

hipotenusa, respectivamente, os quadrados ACIH, ABFG e BCDE.
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Sea L ainterseccio de FG e HI. Tragca-se o segmento AL e, a seguir, AK

perpendicular a DE.

Analise do ponto de vista mateméatico

Os triangulos LGA e ABC sdo congruentes (tém os catetos respectivamente

congruentes).

Entdo LA 0 BC e GAL OABCOCAJ,

logo L, A, J, K sdo colineares (pois os angulos opostos pelo vértice sdo

congruentes).
Prolongando-se DC até encontrar IH em D’, tem-se:
o dreado paralelogramo ACD’L =b? (base AC = b eadturalLG = b);
o paralelogramo ACD’ L equivalente ao retangulo CIKD
(mesmabase, LA = BC = CD, e mesmaaltura, CJ);
o portanto, retangulo CIKD tem &reaigual ab®.

Analogamente, prolongando-se EB até encontrar FG em E’, tem-se:

a reado paralelogramo ABE'L =¢”;
o paralelogramo ABE’ L equivalente ao retangulo BEKJ;
a portanto, retangulo BEKJ tem dreac’.

Logo, a°> =b*+c?

E interessante observar que, com a demonstrag3o, ficam ainda estabelecidas as

seguintes relacoes:

AC? = CB.CJ e AB? = CB.JB, pois b? =CD.CJe ¢? = BE.JB

Analise do ponto de vista didatico

A demonstracdo exige, como conhecimentos disponiveis, caculo de &reas de
figuras planas, congruéncia de tridngulos e conceito de equivaléncia de figuras planas.

Quanto a andlise cognitiva, observa-se que:
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» afigura exige tratamentos auxiliares a efetuar. De fato, sd0 necessérios seis
tragcados suplementares — asretas FG, HI, AL, AK, DC e EB;

* as caracteristicas do contorno ndo favorecem a aplicacéo da operacdo de

reconfiguragdo intermedi&ria;

* 0S reagrupamentos pertinentes das partes elementares formam subfiguras

convexas (paral elogramos e retangul os);

* 0 reagrupmento pertinente exige que sgjam feitas seis substitui¢ces de partes
elementares, trés para cada quadrado, para a reconstituicdo do quadrado de lado a, por

meio dos quadrados de lados b e c;

* 0 Obstéculo do desdobramento de objetos aparece duas vezes, pois O
paraelogramo ACD’L e o quadrado de lado b tém uma parte comum, 0 mesmo

ocorrendo com o paralelogramo ABE'’ L e o quadrado de lado c.

E importante ainda comentar que os paralelogramos ACD’ L e ABE’L devem ser
observados em duas posi¢oes diferentes, pois, quando comparados aos retangulos CIKD
e BEKJ, respectivamente, a base considerada € LA para ambos e as dturas, CJ e BJ;
porém, quando comparados aos quadrados, construidos sobre os catetos, as bases

“favoraveis’ sdo AC e AB e as alturas LG e FB, respectivamente.

O fato de ser necess&rio descobrir o fracionamento da figura em partes
elementares, fazer seis tragados suplementares, de 0 contorno ser neutro para a operacéo
de reconfiguragdo, além da multiplicidade de substituicbes e do obstaculo do
desdobramento duas vezes presente, aumenta o grau de complexidade e diminui o grau

de visibilidade para a aplicacdo da operacéo de reconfiguracdo intermediaria.

Demonstracdo 13 - Irem de Strasbourg (geométrica, com érea dos quadrilateros

invariante)

Sua originalidade em relacéo as demais reside no fato de utilizar o recurso das

transformacdes (simetria e translag&o).
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Andlise do ponto de vista matematico

1) Estudo dafigura:

Os dois quadrados construidos sobre os lados do triangulo ABC tém um eixo de

simetria comum, determinado pelas diagonais dos quadrados. Denominamos:
D o simétrico de B e E o simétrico de C. Assim, DE = BC e DEA ACB.
Completando o retangulo DAEF, obtém-se, por simetria do retangulo,
AF = DE e EAF ODEA
SejaH o ponto de intersecdo da reta FA com o lado BC.
Assim, BAH OEAF (angul os opostos pelo vértice).

O tridngulo ABH tem, portanto, os mesmos angulos do tridngulo ABC, logo ele

éreténgulo em H, poiso tridngulo ABC éretangulo em A.
Resumindo: AF=BC ea AF BC
2) Obtencéo darelacdo pitagdrica, em dois movimentos:
» cadaquadrado se transforma num paralel ogramo de mesma area;
» cadaparaelogramo se transforma em um reténgulo de mesma areg;

» afigurafina tem dois lados paralelos a reta AF, portanto perpendiculares a
BC e com 0 mesmo comprimento de AF, que éigual ao de BC. Trata-se, portanto, de

um quadrado de lado BC.
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Logo: BC? = AB? +AC?

eainda: AB2 =BC.BHe AC?=BC.CH

Analise do ponto de vista didatico

Como conhecimentos disponivels, surgem obviamente as transformages, o que
constitui uma oportunidade de reinvestir nesse topico. Quanto a analise cognitiva,

destacam-se 0s seguintes fatores:
» o fracionamento dafigura em partes elementares ndo é dado iniciamente;

* S30 hecessarios cinco tratamentos auxiliares (tragcados de FE, DF, eixo de
simetria, DE e FH;

» as caracteristicas do contorno ndo favorecem a aplicacdo da operacdo de

reconfiguracdo intermediéria;

* 0s reagrupamentos das partes elementares formam subfiguras convexas

(tridngulos e retangul 0s).

* 0 reagrupamento pertinente exige que se efetuem seis substituicoes de partes

elementares (trés para cada quadrado);

* 0 desdobramento das partes elementares aparece cinco vezes, pois no
primeiro movimento o quadrado de lado ¢ e o paraelogramo resultante da
transformacéo efetuada tém uma parte comum. Analogamente para o de lado b. No
segundo movimento, quando cada paralelogramo se transforma em um retangulo, 0
obstaculo do desdobramento surge duas vezes, porque, em cada transformacado, a figura
resultante tem uma parte comum com a figura inicial. Finamente, o quadrado sobre a
hipotenusa (reconstituido com os quadrados dos catetos) apresenta novamente o referido
obstaculo, porque contém o tridangulo ABC.

O fato de ser necessario descobrir o fracionamento da figura em partes
elementares, fazer cinco tracados suplementares, haver um contorno neutro para essa
operacdo, aém da multiplicidade de substituigdes e do obstéculo do desdobramento
CiNco vezes presente, aumenta o grau de complexidade e diminue o grau de visibilidade

para a aplicacdo da operacdo de reconfiguracdo intermediaria.
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Demonstracdo 14 — Generalizacdo do Teorema de Pitagoras (Pappus e

Friedelmeyer, geométrica, area dos quadrilateros, invariante)

N&o ha entre os pesquisadores de Histéria da Matemética unanimidade quanto a
figura origina relativa & demonstragcdo de Pappus. Existem duas versdes, que serdo

apresentadas e analisadas a seguir.

Sga um tridngulo retangulo qualquer ABC; ABDE e BCFG sdo dois
paralelogramos quaisquer construidos sobre os lados AB e BC respectivamente. Sgja
H o ponto de encontro de ED e FG. Tragando-se por A e C as pardelas a BH , que

cortam ED e FG respectivamente em L e K, entdo o quadrilatero ALKC é um
paralelogramo equivalente a soma dos paralelogramos ABDE e BCFG. Na figura de
Pappus, o paraelogramo AL'K’C é construido exteriormente ao tridngulo ABC,

tomando-se sobre aretaHB, IJ=HB e L'K' paradelaa Epor J.

(fig. Pappus)

Andlise do ponto de vista matematico

O paralelogramo BCFG é equivalente ao paralelogramo BCKH (mesma base e
mesma altura), o qual por sua vez € equivalente ao paralelogramo ICK’J, pois HB = I1J
por construcdo. Analogamente, AL’ JI € equivalente aHBDE. Como a areade ACK’J é
a soma das areas de ICK’J e de AL’ JI, tem-se que ALKC é equivaente a reunido de
ABDE e BCFG.
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Para a figura de Friedelmeyer tem-see HB = CK e HB = AL (lados de
paralelogramo). Logo, CK = HB = AL e, portanto, ACKL é um paralel ogramo.

H
-'dl.
P
II \"\
DS\
/g G (Fig. Friedelmeyer)
L -\.:L_
4 .-"r 1'-
y / H "Il
l:.l' & -, i
. \ o\
| Y )
= 'H._lll_.l'r "h::..‘_i_.-" F
A | 0

Mas os paralelogramos BCFG e BCKH séo equivalentes, pois tém mesma base,
BC, e mesma altura. Por outro lado, BCKH e ICKN s30 equivalentes (mesma base,

CK , emesmaaltura). Logo BCFG e ICKN sdo também equivalentes.
Analogamente, ABDE é equival ente ao paralelogramo AINL.

Como ACKL =I1CKN U AINL, conclui-se que ACKL = BCFG U ABDE.

Andlise do ponto de vista didatico

Para a Ultima série do 1° grau, talvez fosse interessante tratar essa generalizag&o
como uma “curiosidade’. O fato de utilizar equivaléncia de areas como conhecimento
disponivel propicia reinvestir nesse topico, pois as varidvels didéticas (posicéo dos
paralelogramos) sdo bem diversas daguelas normalmente escolhidas para os exercicios
de cllculo de areas dessas figuras.

Quanto a andlise cognitiva, convém observar que:

» o fracionamento dafigura em partes elementares ndo € dado inicialmente, ele

deve ser encontrado;

51



* ademonstragdo exige tratamentos auxiliares a efetuar; pois sd0 necessarios
sei's tragados suplementares para a fig. Pappus (DH, HG, HB, AL, CK, L'K’)
eseisparaafig. Friededmeyer (DH, HG, HB, AL, CK, LK);

* as caracteristicas do contorno ndo favorecem a aplicacéo da operacdo de
reconfiguracdo intermediaria, pois o mesmo ndo fornece indicios do que

deva ser feito;

* 0S reagrupamentos das partes elementares formam subfiguras convexas
(para elogramos);

* 0 reagrupamento pertinente exige, tanto para a fig. Pappus como para a fig.
Friedelmeyer, seis substituicdes (trés para cada paralelogramo; ABDE por
ABHL, este por AL’Jl — respectivamente AINL — e BCFG por BCJK por
ICK’ J — respectivamente ICKN);

* 0 Obstéculo do desdobramento aparece duas vezes na fig. Pappus (o0s
paraelogramos ABDE e ABHL tém em comum o trapézio ABDL; os
paraelogramos BCFG e BCKH, o trapézio BCKG). Para a figura de
Friedelmeyer o desdobramento das partes elementares atinge também o
paraelogramo ACKL, o que complica bastante a visualizagdo da figura,

dando aimpressdo de que a mesma se encontra ndo num mesmo plano e M

NO esPaco.

O fracionamento da figura em partes elementares ndo sendo dado, a exigénciade
seis tracados suplementares, 0 contorno neutro, aém da multiplicidade de substitui¢cdes
e do obstéculo do desdobramento de objetos, aumentam o grau de complexidade e
diminuem o grau de visibilidade para a aplicagdo da operacdo de reconfiguracéo

intermediaria

Demonstracdo 15 — L eonardo da Vinci (1452-1519)

S80 dados um triagngulo EFG retangulo em G e sobre seus lados os quadrados
FEJH, EDCG e FGBA. A partir dessa figura sdo feitas as seguintes construcoes
auxiliares: segmentos AD, Gl, BC.
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Analise do ponto de vista mateméatico

Os hexégonos ABCDEF e GEJIHF

area do quadrado FEJH + 2 areado tridngulo FEG = area do hexédgono GEJIHF

area do hexagono GEJIHF = 2. area do quadrildtero BCDA = é&rea do hexagono

ABCDEF

Mas a &rea do hexagono ABCDEF = area do quadrado CDEG + é&rea do quadrado

ABGF + 2 areado trigngulo FEG

Portanto, o quadrado sobre FE é equivalente a soma dos quadrados sobre GE e sobre

FG. Logo: 92 =f2 +e2, emqueg=FE,f

tém mesma area, pois:

=GEee=FG

Andlise do ponto de vista didatico

A demonstracdo Da Vinci exige, como conhecimento disponivel, a equivaléncia

de éreas, proporcionando uma oportunidade para utilizar varidveis ndo muito habituais,

como hexégonos e quadriléteros quai squer.

No que serefere a andlise cognitiva, observa-se que:

ser encontrado;

o fracionamento da figura em partes elementares ndo € dado no inicio, deve
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a figura demanda tratamentos auxiliares. S80 necessarios cinco tracados
suplementares (AD, GI, BC, HI e 1J);

as caracteristicas do contorno fazem com que os hexagonos ndo sgjam, a
priori, muito visiveis;

0S reagrupamentos pertinentes das partes elementares formam subfiguras
convexas (tridngulos, quadrilateros, e hexagonos);

0 reagrupamento pertinente exige que se substituam partes elementares
auxiliares;

para comparar 0s hexagonos é preciso superar 0 obstaculo do desdobramento
dos objetos, pois 0s hexagonos apresentam uma parte comum, o triangulo
EFG.

O fato de ser preciso descobrir o fracionamento da figura em partes elementares,

fazer cinco tragados suplementares e de ter de haver um contorno neutro para a

operacdo de reconfiguracéo, aém da multiplicidade de substituicdes e o obstaculo do

desdobramento, aumenta o grau de complexidade e diminuem o grau de visibilidade

para a aplicacdo da operacdo de reconfiguracdo intermediaria.

Demonstracdo 16 — Generalizacdo do Teorema de Pitagoras (pelo matematico

hingaro Geor ge Polya, in Rosa, 1983, pp. 16-17)

O raciocinio de Polya baseia-se na proposi ¢éo: “ Se duas figuras séo semel hantes,

arazao entre suas areas €igual ao quadrado darazéo de semelhanca’.

“Se

F, FeF” sdo figuras seme hantes construidas respectivamente sobre a hipotenusa

c e sobre 0s caetos ae b de um tridngul o retangulo, entéo aareade F éigua asomadas &reas

deFeF"”

Andlise do

ponto de vista matematico

Para simplificar a escrita, subentende-se que:

areadeF=Fedeade G = G, assim sendo, Fi

b2

a2



Se G, G'e G sdo outras figuras semel hantes construidas, respectivamente, sobre

a hipotenusa e catetos, tem-se:

' 2 . ,
£=b—=— logo: g.¢
Gll a2 FII F, F
Analogamente, G_6& , portanto: G_G_G"_ Kk
F F F F F
Assim: G=k.F G =k F G’ =kF~

Isso significa que, se forem encontradas trés figuras semelhantes especiaisF, F e
F, construidas respectivamente sobre a hipotenusa e os catetos do triangulo, de modo
quesetenha F = F + F’, entdo, G = G'+ G, quaisquer que sgam as figuras
semelhantes G, G'e G”” construidas do mesmo modo.
Defato: G=k.F G =kF G’ =k.F~’
Entdo: G+ G =k.F +kF =k (F+F")=kF=G
[ c+c =6

Mas as figuras “especiais’ provéem de um tridngulo retangulo ABC: basta tragar
adtura CD sobre a hipotenusa AB. A fig. F serd o préprio tridngulo ABC, F* sera ADC
e serdotridngulo BCD.

F,F,F sdosemelhanteseF=F+F", logo, G=G +G”’
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Analise do ponto de vista didatico

O fato de a demonstracdo ser baseada em “figuras semelhantes quaisquer”
possivelmente vai tornar a compreensdo muito complexa e abstrata para um aluno de 1°
grau. Por outro lado, a Proposta Curricular da Secretaria da Educagdo (SP) sugere que
se fagca uma “primeira extensdo” do Teorema de Pitégoras, utilizando semicirculos
construidos respectivamente sobre a hipotenusa e catetos. Por meio de atividades,
poderiam ser utilizadas extensdes com tridngulos equilateros, com figuras semelhantes

inscritas (em quadrados, tridngulos equilateros) ou, também, com hexégonos regulares.

Por melo dessas situagOes-problema, os alunos fariam conjecturas sobre a
generalizacdo do Teorema, cabendo ao professor institucionalizar tal conhecimento,
apresentando a demonstracdo de Polya ou apenas 0 enunciado, dependendo do nivel de

escolaridade da classe.

Demonstracdo 17 (o reciproco do Teorema de Pitdgoras — no ambito do 1° grau)

“Dados um triangulo cujos lados medem a, b e ¢, se & + b® = ¢ entdo o
tridngulo é reténgulo, com o angulo reto oposto ao lado c.”

Andlise do ponto de vista matematico

Seja F um angulo reto e ssjam D e E os pontos sobre os lados de F tais que:

FE =a(conformefigura)e FD =b

56



Pelo Teoremade Pitégoras; DE? = & + b?

Mas, por hipétese, & +b’=c?

Entso, DE=+a’+b% =c

Pelo caso L.L.L. de congruénciadetriangulos. A ABC é congruente aA DEF

Portanto, o tridngulo ABC é retangulo, com angulo reto em C.

Analise do ponto de vista didatico

Supde-se, para a demonstragdo, a congruéncia de tridngulos como conhecimento
disponivel. Talvez, a partir dai, fosse interessante, por meio de situacfes-problema,
permitir a0 aluno fazer conjecturas sobre 0 que aconteceria se fossem dadas trés
medidas quaisquer para a construcdo de um trigngulo. O resultado seria um trigngulo
acutangulo, obtusangulo ou retangulo? Além de conjeturar sobre a natureza do triangulo,
dependendo das “varidveis did&icas’ escolhidas, seria a oportunidade de reinvestir na

condicéo de existéncia de trigngulo.

Demonstracdo 18 — vetorial (compde-se de duas demonstracoes, | e Il)

Analise do ponto de vista mateméatico

1) Baseadaem Lima, E.L. (1995, pp. 104-108)

Inicialmente serdo adotadas as seguintes definicoes:

a) Produto escalar de dois vetores U e Vv € uma forma bilinear simétrica,
indicadapor U.V.

b) Médulo de um vetor v : [V = V.V =+/v? Portanto, |\7|2 =v?

Considerando-se R? munido de um sistema de coordenadas cartesianas

ortogonais, sgfam: U = (04,05) e V =(341,B2) -
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Nesse caso: [U] =4/a;” +0,”, [V =B” +B° e UV =a.f; +a,B;,, que

equivale a 0.V = t|V|cos®, em que 6 é o angulo formado pelos vetores ndo nulos U e
_ T . -
V. Quando 6= > entdo cosO =0 e, portanto, U.v=0.

Considerando-se dois vetores U e V tais que UV tem-se, aplicando a

bilinearidade:

1 |u+v|2:l*12+2uv+\72 Mas se GOV entdo
e7_ 7|3 0v=0
. d Logo, |u+V|]> =2 +Vv2, o que corresponde, no
o guadro geométrico, ao Teorema de Pitagoras.

A demonstracdo fornece também o reciproco,

2492 o V=0 - GOV.

<l

pois: [ +7|° =T

I1) Baseadaem Lima, R.B. (1974, pp. 63-68)
Ser&o adotadas as seguintes definicoes:

a) O produto escalar do vetor u pelo vetor v, dados, respectivamente,
pelas coordenadas no espago U =(Xq,Y1,21) € V=(X5,Y,,Z,), num referencial

ortogonal, € o nimeroreal UV = XX, +Y1Y, +21Z5.

b) O moédulo do vetor Vv é definido por [V|=+/V.v =\v2. Portanto,

C) Dois vetores sao ditos ortogonais se 0 seu produto escalar é nulo.

Portanto, t O v uU.v=0.

e Considerando-se dois vetores U e V tais que

- U0V tem-se:

}
Ohl

2 o I .
|u+v| =02 +20v+v2. Mas se GOV entdo

uv =0.

=l
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22 o o
Logo, [t +V|" = U2 + V2, o que corresponde, no quadro geométrico, ao Teorema

de Pitagoras.

A demonstragdo fornece também o reciproco,

2492 o V=0 - GOV.

<l

pois: [ +V|° =T

Andlise do ponto de vista didatico (engloba demonstracdo 18I e 18I1)

Sua utilizagdo em sala de aula sO seria vidvel, em escolas brasileiras, no ambito
do 3° grau, devido a grade curricular, e congtitui uma excelente oportunidade de

reapresentar o Teorema de Pitégoras, desta vez no quadro da Geometria Vetorial.

Encerra-se, assim, o bloco de demonstragcdes deste trabalho. Trata-se, apenas, de
uma pequena amostra, mas que ilustra diferentes estratégias possiveis de serem
utilizadas. Entretanto, é preciso cautela. Segundo especialistas, se por um lado o uso de
demonstragbes por decomposicdo de figuras de material concreto (como papel ou
cartolina) é um recurso paratornar a participacéo dos alunos mais efetiva, por outro ha o
risco de criar confusdo em trés niveis. o objeto material, a figura como representante de
um conceito matematico e os préprios conceitos. Quando se exigir, mais tarde, do aluno
gue demonstre um teorema com base nos conhecimentos ja institucionalizados, havera
entdo ruptura no contrato didatico. Caso o professor utilize material concreto, sera entéo
recomendavel que deixe bem claro para o aluno a diferenca entre uma simples

verificagdo e umademonstragéo dedutiva rigorosa.

Apéds a ingtitucionalizacdo do Teorema pelo professor, isto € quando esse
conhecimento passar, oficialmente, a fazer parte do patriménio matematico do aluno, o
Teorema podera, entdo, ser utilizado na resolucéo de uma gama extensa de problemas

matematicos, 0 que serd, a seguir ilustrado.
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Algumas aplicacdes do Teorema de Pitagoras

Em 72 série e 82 série, destacam-se:

e cdculo de diagonal — quadrado, retangulo, losango, trapézio (dependendo dos
dados);

altura de tridngulo equilétero, isoscel es, trapézio;
e comprimento de segmentos de tangente, cordas;

» relagOes entre lado, apotema e raio para poligonos inscritos e circunscritos,

e construcdo com régua e compasso de segmentos de medidas «/E ’ «/§ ) «/g etc.;
» distancia entre dois pontos no plano cartesiano; equacdo de uma circunferéncia
« estabelecimento darelagdo sen’ x + cos’ x = 1;

e problemas praticos como, por exemplo, determinacdo do comprimento de correia,

envolvendo polias:

(tangente comum a duas circunferéncias dadas);

» elementos de circunferéncias tangentes.

No 2° grau:

» diagonal de cubo, paralelepipedo, prismas em geral;

» relagdo entre atura, apétema da base e apdtema de pirdmides regulares:
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h? + m? = n?

» relacdo entre altura, raio do circulo circunscrito a base e aresta lateral em piramides

regulares;

+rr=2

» relacdo entre altura, geratriz e raio da base num cone reto;

." i h2 + r2 — g2
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» distancia de um plano secante, ao centro de uma esfera, em relagdo ao raio da esfera

€ a0 raio da sec¢éo;

-~ 4 i

- o N A

: —_ T s

P b s X /
- — i
- r'.l. ) | 7 ht 4
L ) CoN R+ 2=
| |
! /!
._H ;_.
.\\'\..\.
e -

*  modulo de um ndimero complexo z = (X, Y);

* numacelipse de eixo maior medindo 2a, eixo menor 2b e distancia focal 2c;

Bi
T n
o t ~,
I.- ..I
At ol | an 2 — 2 2
3 o o B ) a=b"+c
. y
e T
B
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« numahipérbole, ¢? = & + b? quando:

2a=medidado eixo real
2b = medida do eixo imaginario

2c = distanciafocdl.

Alguns problemas néao convencionais envolvendo o Teorema de Pitagor as

O auno, por meio de sucessivas aproximagdes com 0 Teorema, ndo somente
logo apds seu estudo na 72 série ou 8° série conseguira enfrentar melhor a complexidade
de interpretacdo das figuras e enunciados como passara a “enxergar” sua aplicacéo

como consequéncia.

Com base nesse argumento, algumas atividades poderiam ainda ser propostas,
mesmo no decorrer do 2° grau. O objetivo principal, na colocagdo desses problemas,
seria dar oportunidade ao aluno de desenvolver, cada vez mais, a capacidade de
recontextualizar o saber adquirido, aplicando-o em novas situacfes néo tipicas. De nada
vale um treinamento intensivo com problemas padronizados se o aluno, diante de uma
nova situagdo, ndo for capaz de usar raciocinio, criatividade e capacidade de andlise e

pesguisa para chegar a solucao.

Exemplo 1

“E possivel cortar um cubo de queijo em duas partes iguais de modo que o corte

seja um hexagono regular? Justifique.”

O objetivo maior para esse problema é dar oportunidade ao aluno de desenvolver
a capacidade de recontextualizar o saber, aplicando-o em nova situagéo.
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Analise do ponto de vista mateméatico

O problema exige que o hexagono

G sgja regular, isto é o0s lados devem ser
E congruentes entre si.
Considerando-se os pontos médios
das arestas AB, BF, FG, GH, HD e DA
/ C como Vvértices do hexagono, ficaresolvido o
roblema.
B p
AR =ga( aresta)
Justificacdo

No tridngulo retangulo MBN, a medida da hipotenusa MN pode ser obtida

usando-se o Teorema de Pitégoras

MN? = MB? + BN?

Analogamente, para os demais lados do hexagono.

Analise do ponto de vista didatico

Trata-se de um problema aberto, cujo enunciado absolutamente ndo induz a
aplicacdo do Teorema de Pitégoras. O grau de autonomia é grande permitindo ao aluno

fazer conjecturas e, a seguir, test&las.

Com base em Duva e Padilla, sGo previstas dificuldades em vérios nivels. a
visualizacdo do cubo em perspectiva; a ndo congruéncia entre enunciado e Teorema de

Pitagoras; a necessidade de tragados auxiliares, isto €, segmentos unindo dois a dois 0s



pontos médios de seis arestas; e, para justificar o procedimento, a “mudanca de

quadros’, de geométrico para al gébrico.

Exemplo 2

“E dado um circulo de centro O e raio R = 6 cm. Inscrevem-se trés circulos
conforme figura. Calcule a area da parte hachurada.” (A e B estd no diametro do

circulo de centro O)

Analise do ponto de vista matematico

.\.'\.

w ]
=
A

(A ABC éisosceles)

Designando-se o raio do circulo de centro em C por r, tem-se:

BC=CT + TB poisos circulos sdo tangentes.
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Mas. CT-=r, TB:OBzg e OC=R-r

Entdo: BC=r+3e OC=6-r
Aplicando-se o Teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo OBC, tem-se:
BC? = OB” + OC?
(r +3)% =32+ (6-r)°
P+6r+9=9+36-12r+r°
18r =36 entdor=2

A areada parte hachurada € igual a area do semicirculo de raio 6 cm., subtraida da
areado circulo deraio 3 cm. (pois sdo dois semicirculos), menos a &rea do circulo de raio
r=2.

2
A= g2 2

2
A= —32n—9n—4n entdo A =5’

Analise do ponto de vista didatico

O problema propicia a0 auno a oportunidade de reinvestir em vérios
conhecimentos adquiridos em séries anteriores, tanto no quadro geométrico como no
quadro algébrico; por exemplo: propriedades de circunferéncias tangentes, area do
circulo, propriedades do tridngulo isosceles, produtos notaveis, resolugcdo de equagdo do
2° grau. Apesar de se tratar de um problema fechado, o grau de autonomia é
relativamente grande, pois 0 aluno pode fazer conjecturas, tendo assim a oportunidade
de desenvolver a capacidade de perceber as subfiguras importantes para a solugdo do
problema. Note-se que os tragados auxiliares ndo constam da figura inicial, o que n&o

facilita a percepcao do triangul o retangul o-chave.
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Exemplo 3

“Uma formiga encontra-se no vértice A de uma lata de forma cubica, como

mostra afigura. Elavé um gréo de aglcar no vértice B.

20cm

Quanto mede o0 menor percurso que ela pode utilizar para chegar em B, sobre a

superficie dalata?’

Analise do ponto de vista mateméatico

O auno deverd perceber que a estratégia de resolucdo é a planificagdo da
superficie do cubo. Considerando-se as duas faces que interessam ao problema e

denominando C a outra extremidade da aresta vertica com extremidade em B, tem-se:

67



No tridngulo retdngulo ABC, aplicando-se o Teorema de Pitégoras:

AB?=AC? + BC?
Portanto d? =402 + 202 ou d = 20/5

para V5 =272, d=44cm.

Essa € amenor distancia que a formiga podera percorrer.

Analise do ponto de vista didatico

Apesar de ser um problema envolvendo calculos numéricos, permite o
estabel ecimento de um resultado mais geral, se a medida 20 para a aresta for substituida
por a. O enunciado, explicitamente, pede o caminho sobre a superficie da lata, o que
devera descartar, imediatamente, a idéia do cdlculo da diagonal do cubo. Porém, para
alunos habituados ao emprego de férmulas, talvez a formula da diagonal se torne um

“obstaculo” a superar.

A maior dificuldade podera ser a ndo congruéncia entre o enunciado do problema
e 0 Teorema de Pitagoras. A percepcdo da estratégia de resolucdo vai depender da

familiaridade ou ndo do aluno com problemas ndo convencionais.

Sobreternas pitagoéricas

Arconcher (1991, pp. 10-11) apresenta uma propriedade das ternas pitagoricas
construidas a partir de dois nUmeros inteiros m > n > 0: “Em qualquer terna pitagorica
reduzida, isto é sem divisores comuns para 0s componentes, os nimeros 3, 4, 5 estdo
presentes’, obedecendo ainda a condi¢do de que m e n sgjam primos entre si e ambos

ndo impares.

[Os detalhes acrescentados a demonstragdo exposta no artigo constardo entre
colchetesemitalic.]

Sga (m2 -n2,2mn, m? + n2) umaterna nas condi¢des acima exigidas.
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O fator 4 sempre estara no elemento 2mn, pois pelo menos um dos fatores deve

Ser par.

Se o fator 3 ndo ocorrer no elemento 2mn, entdo ele estard em m* —n*. De fato,
dividindo m e n por 3, os restos possiveis serdo 1 ou 2. Portanto m e n sdo da forma 3k
+ 1ou 3k + 2 [k, natural].

[No primeiro caso, (3k+1)2:9k2+6k+1 pode ser pensado como

3k(3k +2)+1 e, portanto, da forma 3K+1, em que K =k(3k +2). No segundo caso,

(3k +2)? =9k? +12k +4 podese exxitocomd 9k % +12k +3+1=3(k(3k+4)+1)+1
sendo, entdo, também da forma 3H+1, em que H =k(3k+4)+1. Assim, a diferenca

entre esses doisnimeros 3K +1—(3H +1)=3(K — H) ser& divisivel por 3.]

Isto significa que m? —n? seradivisivel por 3.

Se o fator 5 ndo ocorrer no e emento 2mn, entdo ele estara em m?2 -n? ou em

m? +n?. De fato, dividindo m e n por 5, 0s restos possiveis serdo 1, 2, 3 ou 4. Nesse
caso, men serdo de umadas formas: 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ou 5k + 4. O quadrado de

qualquer um desses nimeros € daforma5k + 1 ou 5k + 4.

[1sso porque

(5k+1)2 =25k? +10k +1
(5k +1)2 =5k(5k +2k)+1 emque K =k(5k+2k)
(5k+1)%2 =5K +1

(5k +2)* =25k* + 20k + 4
(5k +2)*> =5k(5k + 4) + 4 emque H =k(5k +4)
(5k +2)* =5H +4

(5k +3)? = 25k? +30k +9
(5k +3)? =25k 30k +5+4
(5k +3)2 =5(k(5k+6)+1)+4
(5k+3)2 =5L+4

emque L =k(5k+6)+1
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(5k +4)? = 25k? +40k + 16
(5k +4)2 = 25k? +40k +15+1
(5k+4)? =5(k(5k +8)+3)+1
(5k+4)2 =5M +1

emque M =k(5k+8)+3]

Assim, se m? e n? forem do mesmo tipo (5k + 1 ou 5k + 4), m? -n? sera
mltiplo de 5. Caso contrdrio, o fator 5 estard em m?+n2. [Pois, a soma

(5k +1)+(5k'+4) pode ser escritacomo 5(k+k )+5=5k+k+1).]

“Numa terna pitagorica, ndo ha como escapar dos niumeros 3, 4, 5!” (idem).

No préximo capitulo serd apresentado o estudo de uma parte da Transposi¢éo
Didética, mostrando de que modo o Objeto Matemético Teorema de Pitagoras chega ao
aluno. Inclui-se, também, o teste aplicado com o intuito de detectar as concepgdes dos

alunos ao utilizé-1o como ferramenta na resolucéo de problemas.
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CAPITULO IV
ESTUDO DO TEOREMA DE PITAGORASNO ENSINO

Este estudo visa pesquisar primeiramente como o Teorema de Pitégoras foi e é
abordado nos livros didéticos no decorrer das mudancgas curriculares e confrontar os
diferentes enfoques com as Propostas Curriculares entdo vigentes. Além disso, a
observagdo das variaveis empregadas (dados numeéricos, posicdo das figuras, tipo de
enunciado) nos exercicios resolvidos e/ou propostos nos referidos livros serviu também

de subsidio para uma interpretacéo de alguns tipos de erro cometidos pelos alunos.

O levantamento das concepcdes dos alunos sobre o Teorema de Pitégoras foi
realizado por intermédio de um questionério, tendo como objetivo detectar dificuldades
e erros, conseguindo-se, assim, elementos que norteariam a elaboracdo da Sequéncia
Didatica.

Andlise dos livros didaticos

A selecdo dos livros didéticos, que serdo agora analisados, foi feita levando-se
em conta a abrangéncia de quatro décadas e as diferentes abordagens do Teorema e suas
aplicagbes. A andlise se torna importante uma vez que do livro didético se origina um
tipo de saber, que formard uma cultura particular nos alunos de uma mesma época.

Por meio do quadro-resumo, apresentado mais adiante, pretende-se proporcionar
uma visdo global da andlise de doze livros, cuja listagem, numerada em ordem

cronol 6gica de publicacdo, encontra-se no final deste trabalho, apos a Bibliografia.

Propostas Curriculares da Secretaria da Educacéo (SP)
(1) Década de 70

Ja nessa época havia a sugestéo de introduzir o Teorema de Pitédgoras na
72 série do 1° grau, justificando-o por meio de reconfiguragdo. O objetivo era

“aplicar o Teorema de Pitagoras para um triangul o retangulo qualquer”.
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Na 82 série, ele estariaincluido nas relagdes métricas do triangulo

retangulo.

(1) Proposta de 1991

a) paraa 72 série:
i uma verificacdo experimental do Teorema de Pitagoras;
ii. uma demonstragéo do Teorema de Pitagoras;
iii. uma generalizacdo do Teorema de Pitagoras;
b) paraa 82 série:
I Relacbes métricas no tridngulo retangulo.
ii. Demonstragdo do Teorema de Pitagoras.”
(sugestéo: por semelhanca de triangul os)

No item ai., a proposta enfatiza que sgjam também trabalhados tridngulos
acutangulos e obtusangulos, construindo-se quadrados sobre seus lados e comparando

as aresas.

Para a verificagdo do teorema é proposta a reconfiguragdo, por recobrimento, do
quadrado construido sobre a hipotenusa, a partir dos quadrados construidos sobre os
catetos.

Sugere ainda “tecer algumas consideracoes de cardter histérico” incluindo

problemas “antigos’.

Quanto ao item aii., € sugerida como “uma primeira demonstracdo” a dos
quadrados de lados (a + b).

No item aiii., € utilizada como primeira extensdo do teorema a propriedade: “a
area do semicirculo construido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos

semicircul os construidos sobre seus catetos”.

Até a Proposta Curricular de 1975, nos livros didaticos analisados, a Geometria
era introduzida na 3% série ginasial, continuando no decorrer da 4* série, sempre bem
separada da Algebra. Nota-se uma preocupacdo em adotar uma ordem baseada em

rigorosa axiomatica, com defini¢des, demonstragdes de teoremas e das consequiéncias.
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Na década de 70, houve praticamente uma adaptacdo dos livros didaticos aos
moldes da Matematica Moderna, com énfase na Teoria dos Conjuntos, Estruturas
Algébricas e Topologia, notando-se também uma mudanca de postura no que se refere

aos “didogos’ com o estudante, por meio de uma linguagem mais informal.

Na década de 80, os livros didéticos, seguindo os Guias Curriculares, apresentam
a Geometria “intuitivamente’, a partir da 52 série do ensino fundamental (antiga 12 série
ginasial), mantendo-a porém ainda bem isolada da Aritmética e da Algebra em t6picos
geralmente situados na parte final do livro. O Teorema de Pitagoras, entretanto, somente
aparece na 8?2 série, introduzido de maneira expositiva, desacompanhado de qualquer
problematica, como sendo a 42 relacdo métrica nos triangulos retangulos e usando a

semelhanca de triangul os como ferramenta.

Os livros didéticos dos anos 90 deixam transparecer maior preocupagdo em
tornar os alunos “ativos’ por meio das proprias descobertas, deixando de lado a ordem
académica. De acordo com a Proposta Curricular da Secretaria de Educagéo (SP), o
Teorema de Pitédgoras passa a ser introduzido e “demonstrado” na 72 série (antiga 32
série ginasiad) em aguns livros didéticos analisados, como (8) e (10), por meio de
reconfiguragdo e/ou calculo de éreas, surgindo novamente na 8% série, com a
demonstragdo por semelhanca de triangulos, no topico sobre relagcbes métricas no
triangulo retdngulo. Em outros, como (6), (7) e (12), permanece, entretanto a antiga
ordem de apresentacdo, surgindo o Teorema de Pitdgoras apenas na 82 série, por meio
de uma abordagem expositiva

Para andlise mais detalhada dos livros foram utilizados os seguintes critérios:

a) Introducdo histérica e abordagem

 ausdo ou ndo a utilizagdo do Teorema de Pitdgoras por povos

antigos, como 0s egipcios;

» informagdes biogréficas sobre Pitagoras;

* maneirade abordar o Teorema e em que Série iSso ocorre.
b) Tipo de demonstracéo

*  por reconfiguracao;
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» utilizando as relagdes métricas no triangulo retangulo demonstradas

por meio de semelhanca de triangul os.
c¢) Deducdo e uso deformulas
e parao céculo dadiagona do quadrado;
e parao céculo daalturado triangulo equilatero.
d) Exercicios aplicando o Teorema
* exerciciosresolvidos;
*  exercicios propostos.
€) Variaveisdidaticas utilizadas nos exercicios
* numeéricas. nUmeros naturais, racionais (na forma fracionaria ou
decimal), nUmerosirracionais,
e enunciados com ou sem registro de desenho;
*  posicdo dostriangulos;
» utilizagdo de outras figuras geomeétricas, planas ou espaciais, das
guais o tridngulo reténgulo é subfigura.
f)  Peculiaridades encontradas
*  Quanto ao contrato didético;
e impressdo do livro didético;

«  curriculo aternando Algebra e Geometria.

E oportuno lembrar que, na relacio professor-aluno, um dos mais importantes
resultados obtidos pelos pesquisadores em Didética da Matemética € a nogéo de “ contrato
didatico”, que, segundo Brousseau, citado por Ag Almouloud (1997, p. 84), € o0 “conjunto
das regras que determinam explicitamente para uma pequena parte, mas sobretudo
implicitamente, 0 que cada parceiro darelacéo didéticaval ter agerenciar e que cadaum, de
uma maneira ou de outra, tera de computar em frente ao outro”. Citando ainda Brousseau,
Almouloud acrescenta (idem, p. 85): “As escolhas pedagdgicas, o tipo de trabalho
proposto para os alunos, os objetivos de formacdo, a epistemologia do professor, as
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condigdes de avaliagdo etc. fazem parte dos determinantes essenciais do contrato
didético”.

Um contrato didatico mal colocado ou mal entendido pode gerar dificuldades
para os alunos. Muitas vezes, o professor, com o intuito de obter melhor rendimento
escolar, adota certas atitudes visando facilitar aos alunos as tarefas. Dessa postura
podem advir os chamados “efeitos do contrato didatico”, tais como: efeito Topaze,
quando o professor se encarrega do trabalho essencial, por exemplo, sugerindo de
antemdo caminhos de resolucéo dos problemas. Desse modo, os conhecimentos visados
nao se consolidam, pois 0 aluno N&o consegue compreender 0 assunto em questéo; sua
acao esta vinculada as indicagbes fornecidas pelo professor. O escorregamento
metacognitivo ocorre quando o uso de determinada técnica de resolucdo ocasiona o

distanciamento do verdadeiro saber a ser desenvolvido.

Por meio da observacdo do quadro resumo é possivel tecer agumas

consideracOes.

Critério a) sobre a importancia da introdugdo historica, destacam-se nos Pardmetros

Curriculares Nacionais (PCNs) 0s seguintes argumentos:

A Historia da Matemética pode oferecer uma importante contribuicdo ao processo de
ensino-aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao revelar a Matemética como uma
criagdo humana, a0 mostrar necessidades e preocupagdes de diferentes culturas, em
diferentes momentos histéricos, a0 estabelecer comparaces entre os conceitos e
processos matematicos do passado e do presente, o professor cria condicdes para que 0

aluno desenvolva atitudes e valores mais favoraveis diante desse conhecimento.

(...) Em muitas situacOes, o recurso a Historia da Matemética pode esclarecer idéias
matematicas que estdo sendo construidas pelo aluno, especialmente para dar respostas a
alguns porqués e, desse modo, contribuir para a constituicdo de um olhar mais critico

sobre os objetos de conhecimento.

Assim, a propria histéria dos conceitos pode sugerir caminhos de abordagem deles,

bem como os objetivos que se pretendem alcangar com eles (pp. 42-43).
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Os livros didéticos (1) e (2), do mesmo autor, apresentam breves comentarios de

natureza historica sobre Pitagoras e sobre aterna (3, 4, 5).

No livro (7), os autores iniciam o capitulo relativo a0 Teorema de Pitadgoras

comentando aterna (3, 4, 5) e mostrando, por meio de &reas, a validade darelagdo
3 +4% =5°. A seqguir, o teorema é enunciado.

O livro didético (8), apds uma breve introducéo histérica, enuncia o Teorema,
gue vai ser usado como ferramenta para comentar a existéncia de nUmeros irracionais,

por meio daincomensurabilidade da diagonal e lado de um quadrado

No livro (10), a propriedade pitagorica é introduzida e enunciada a partir de um

relato historico sobre 0 * esquadro egipcio”.

Os livros (9) e (11), respectivamente dos mesmos autores de (8) e (9), retomam

o0 Teoremana 8 série.

Os demais livros apresentam o Teorema de Pitagoras apenas na 82 série.

Critério b) quanto ao tipo de demonstracéo, observa-se que os livros de 82 série analisados
Stuam o Teorema no tépico “Relagbes métricas no tridngulo reténgulo”, as quais sdo
demonstradas algebricamente utilizando-se semelhancga de trigngulos. De acordo com 0s
PCNs:
Embora se saiba que a guns conhecimentos precedem outros e que as formas de organizacéo
sempre indicam um certo percurso, ndo existem, por outro lado, amarras tdo fortes como
algumas que podem ser observadas comumente, tais como: apresentar a representacdo

fracionaria dos racionais, para introduzir posteriormente a decimal; desenvolver o conceito

de semelhanga, para depois explorar o Teoremade Pitégoras (p. 22).

Sob esse aspecto, 0s livros nos quais 0 Teorema de Pitagoras é apresentado
somente na 8 série, estdo em desacordo com a reorientag8o curricular apontada nos
PCNSs.

No topico especifico para 72 e 82 série:

As atividades de Geometria s80 muito propicias para que o professor construa junto
com seus alunos um caminho que a partir de experiéncias concretas leve-os a

compreender a importéncia e a necessidade da prova para legitimar as hipGteses
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levantados. Para delinear esse caminho, ndo se deve esquecer a articulagdo apropriada
entre os trés dominios citados anteriormente: o espaco fisico, as figuras geométricas e as

representacdes gréficas.

Tome-se 0 caso do Teorema de Pitdgoras para esclarecer um dos desvios freglentes
guando se tenta articular esses dominios. O professor propde ao aluno, por exemplo, um
quebra-cabegas constituido por pegas planas que devem compor, por justaposicéo, de
diversas maneiras diferentes, um modelo material de um quadrado (...). Utilizando o

principio aditivo relativo ao conceito de area de figuras planas, observa-se que
a® = b? + ¢?. Diz-se, entfo, que o Teorema de Pitégoras foi “provado” (p. 126).

(...) Apesar daforca de convencimento para 0 aluno que possam ter esses experimentos
com material concreto ou com a medicdo de um desenho, eles ndo se constituem provas
mateméticas. Ainda que essas experiéncias possam ser aceitas como “provas’ no
terceiro ciclo, é necessario, no quarto ciclo, que as observacdes do material concreto

sgjam elementos desencadeadores de conjecturas e processos que levem as justificativas

mais formais.

No caso do Teorema de Pitégoras, justificativa podera ser feita com base na
congruéncia de figuras planas e no principio da aditividade para as areas.
Posteriormente, os alunos poderdo também demonstrar esse teorema quando tiverem se
apropriado do conceito de semelhanca de tridngul os e estabel ecido as relagcbes métricas

dos triangul os retangul os (p.127).

Embora os livros didaticos analisados sejam anteriores aos PCNs, algumas

consideracdes se fazem necessarias.

E interessante salientar que o livro (1) inclui, no tépico “Areas de figuras planas
e Equivaléncia’, a demonstracdo de Euclides e, no livro (2), do mesmo autor, também

uma demonstracdo utilizando razéo entre areas de dois tridngul os semel hantes.

O livro (3), aém da demonstragdo algébrica por semelhancga, ilustra todas as
relacdes métricas no triangulo reténgulo por meio da equivaléncia de éreas, utilizando a
operacdo de reconfiguragdo, 0 que, para a €poca, Se constituia numa abordagem

diferenciada em relacdo aos demais livros dessa década.

Os livros didéticos (7) e (8) optaram pela demonstracdo hindu, por
reconfiguracdo: no primeiro, seguida do cdlculo de areas e de uma mudanca para o
“guadro algébrico”, no segundo, surge parailustrar o que é uma “demonstracdo”, porém
sem mudanca de quadro. Essa conduta, apesar de admissivel, segundo os PCNs, no
ambito da 72 série, ndo deveria constar no referido livio como exemplo de

“demonstracéo”, pois narealidade permite apenas “ver” arelacdo pitagorica.
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No livro (9), a demonstracéo de Garfield aparece como curiosidade e mais

adiante é feita uma alusdo as ternas pitagoricas.

No livro (10), o Teorema surge ap0s produtos notaveis e areas de figuras planas,
topicos usados como ferramenta na demonstracdo. Os exercicios que se seguem
enfatizam o Teorema como uma relagdo entre areas, usando a reconfiguracdo na forma

de puzzles.

Ainda sobre o Teorema de Pitagoras, os PCNs reiteram:

Nenhuma verificacdo experimental ou medicdo feita com objetos fisicos poderd, por
exemplo, validar matematicamente o Teorema de Pitagoras ou o teorema relativo a soma
dos angulos de um tridngulo. Deve-se enfatizar, contudo, o pape heuristico que tém

desempenhado os contextos materiais como fontes de conjecturas mateméticas (p. 26).

Em Matemética existem recursos que funcionam como ferramentas de visualizagdo, ou
Sgja, imagens que por S mesmas permitem compreensdo ou demonstragdo de uma
relacdo, regularidade ou propriedade. Um exemplo bastante conhecido € a representacéo
do Teorema de Pitdgoras mediante figuras que permitem “ver” a relagdo entre o

guadrado da hipotenusa e a soma dos quadrados dos catetos (p. 45).

Resumindo, pode-se dizer que os livros didéticos, nos quais 0 Teorema surge
primeiramente na 7% série, com a ressalva feita ao de nimero (7), atendem em linhas

gerais as determinagdes dos PCNs no que se refere ao critério b).

Critério c) quanto a deducdo de férmulas, com excegdo do de nimero 11, os livros de 82
série apresentam o calculo da diagona de um quadrado e da altura de um tridngulo
equil&tero como aplicactes do Teorema de Pitégoras. As formulas obtidas em alguns (1, 2
e 5) sdo posteriormente usadas na resolucéo de exercicios. Entretanto, o uso abusivo de
formulas pode gerar 0 “escorregamento metacognitivo”, pois o auno, preso a elas,
distancia-se do Teorema que as produziu. Trata-se da vaorizacdo da “meméria’ em
detrimento da compreenso.

Critério d) o quadro-resumo mostra grande disparidade em relacdo a quantidade de
exercicios. Em geral, os livros didéticos apresentam uma parte tedrica e, a seguir,
exercicios resolvidos e exercicios propostos. Fica entdo implicito que, para resolvé-los,
o aluno deve aplicar o saber recém-adquirido. Quando, posteriormente em outros

topicos, o Teorema deva ser aplicado, os livros didaticos colocam essa sugestéo
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explicitamente. Alids, isso comprova as observacOes expressas nos Pardmetros
Curriculares Nacionais: “(...) 0s contelidos matematicos sdo tratados isoladamente e ndo
apresentados e exauridos num unico momento. (...) a resolucéo de problemas (...) ainda
se resume em uma mera atividade de aplicacdo ao final do estudo de um contelido
matematico”. Cabe entdo ao professor evitar 0 efeito Topaze decorrente desse
procedimento, propondo problemas abertos, nos quais 0 Teorema aparegca COmMo
ferramenta ao lado de vérias outras, oriundas de diferentes topicos, como, por exemplo,
areas, cordas, tangéncias etc. De acordo com 0s PCNs: “(...) o papel do professor ganha
novas dimensoes (...) precisara escolher os problemas que possibilitam a construgdo de
conceitos e procedimentos (...)". Além disso, sobre a resolucéo de problemas, os PCNs

destacam:

A resolucdo de problemas, como eixo organizador do processo de ensino e aprendizagem

de Matemética, pode ser resumida nos seguintes principios:

» asituacdo-problema é o ponto de partida da atividade matematica e ndo a definicdo. No
processo de ensino e aprendizagem, conceitos, idéias e métodos matematicos devem ser
abordados mediante a exploragdo de problemas, ou sgja, de situacBes em que os alunos

precisem desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las;

e 0 problema certamente ndo € um exercicio em que o aluno aplica, de forma quase
mecénica, uma férmula ou um processo operatdrio. SO ha problema se o auno for levado a
interpretar o enunciado da questdo que lhe é posta e a estruturar a situacdo que lhe é

apresentada;

» aproximagOes sucessivas de um conceito sdo construidas para resolver um certo tipo de
problema; num outro momento, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros, o que
exige transferéncias, retificagdes, rupturas, segundo um processo analogo ao que se pode

observar na Historia da Matemética;

e UM conceito matemético se constréi articulado com outros conceitos, por meio de uma
série de retificacdes e generalizacdes. Assim, pode-se afirmar que o aluno constréi um
campo de conceitos que toma sentido num campo de problemas, e ndo um conceito isolado

em resposta a um problema particul ar;

» aresolugdo de problemas ndo € uma atividade para ser desenvolvida em paralelo ou
como aplicagdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a aprendizagem, pois
proporciona o contexto em que se podem apreender conceitos, procedimentos e atitudes
mateméticas.” (pp. 40-41)

(...) Resolver um problema ndo se resume em compreender o que foi proposto e em dar
respostas aplicando procedimentos adequados. Aprender a dar uma resposta correta, que
tenha sentido, pode ser suficiente para que sgja aceita e até sgja convincente, mas ndo é

garantia de apropriacdo do conhecimento envolvido.
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Além disso, é necessario desenvolver habilidades que permitam pdr a prova os resultados,
testar seus efeitos, comparar diferentes caminhos para obter a solucdo. Nessa forma de
trabalho, a importéncia da resposta correta cede lugar a importancia do processo de
resolucédo.

O fato de 0 aluno ser estimulado a questionar sua prépria resposta, a questionar o problema,
a transformar um dado problema numa fonte de novos problemas, a formular problemas a
partir de determinadas informagBes, a analisar problemas abertos que permitem diferentes
respostas em fungdo de certas condigBes, evidencia uma concepcdo de ensino e
aprendizagem ndo pela mera reproducéo de conhecimentos, mas pela via da acdo refletida
gue constréi conhecimentos. (p. 42)

Essas idéias serdo levadas em conta na elaboracdo da sequiéncia didética

Critério e) em relacdo as variaveis didaticas, como se pode observar no quadro-resumo,
a quase totalidade dos livros didéticos analisados apresenta predominancia de nimeros
naturais no que se refere aos dados numéricos dos problemas. 1sso provavelmente vai
ocasionar um “obstaculo didético” em séries seguintes, uma vez que o auno se habitua
somente com caculos simples, ndo tendo a oportunidade de “reinvestir’ em ndmeros

decimais, exatos ou aproximados.

Quanto ao enunciado dos problemas, na maioria dos livros analisados nota-se o
predominio do registro de desenho, acompanhado ou ndo do enunciado discursivo. No
primeiro caso a “conversao” dos registros ja vem praticamente feita. Talvez fosse mais

interessante deixar esta tarefa (discurso - figura) a cargo do aluno.

Em alguns livros didaticos, as variaveis didaticas no quadro geométrico sao
bastante diversificadas, apresentando tridngulos em varias posi¢des incluindo rotactes
com vérios angulos, livros didaticos (3), (4), (5), (6), (12), e utilizando também outras
figuras geométricas, planas ou espaciais, das quais o triangulo retdngulo é subfigura.
Entretanto, em outros (2), (7), (8), (9), (10), (11), predominam tridngulos retangulos
com um dos catetos na horizontal, mesmo quando h& rotagdo. Essa escolha de variaveis
pode acarretar, em séries seguintes, um “obstaculo didatico”, pois o aluno conseguira
visualizar o tridngulo retangulo somente quando um dos catetos estiver na horizontal.
Pesquisas comprovaram gue o0 tempo gasto para reconhecer um mesmo objeto em duas
figuras planas diferentes, obtidas por rotagdo de uma delas, € diretamente proporcional
ao angulo de rotacdo (Duval, 1995, p. 196).

Nos exercicios em que é necessaria a decomposicdo em subfiguras, estas
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aparecem, na maioria dos livros analisados, desde o inicio, indicadas por meio de linhas
pontilhadas ou até mesmo cheias, o0 que facilita demais a visibilidade, impedindo assim
o aluno de refletir sobre o problema e provocando o efeito Topaze. Como exemplo
desse fato, destacam-se tridngulos isosceles e trapézios nos quais a altura esta tragada,
retangulos, losangos e paralelepipedos ja apresentando diagonais, delineando desse

modo o tridngul o retangul o-chave.

No caso das figuras espaciais, o professor poderia utilizar em classe
representacbes em trés dimensdes, para evitar a limitagdo da representacdo em
perspectiva, pois esta, segundo Duval (1995), tende a privilegiar um Unico ponto de

vista.

A partir dos anos 80, os livros didaticos tendem a propor problemas envolvendo

situacdes do cotidiano.

Um aspecto importante, pela gravidade, observado em praticamente todos os
livros didaticos analisados, refere-se as solugdes encontradas para a equagao incompleta
do 2° grau, que serve de ferramenta em inimeros problemas envolvendo o Teorema de
Pitagoras. Em equacdes do tipo x*= a(a>0), somente a solucio positiva da equacio
é considerada, nd havendo nenhum comentério sobre a raiz negativa E
importantissimo para o aluno perceber que a raiz negativa existe para a equacéo, mas
ndo é adequada para expressar medida de segmento. Esse fato pode provocar um
“obstaculo didético”, pois o aluno fica com a fasa impressdo de que a equacdo
incompleta desse tipo admite uma Unica solugdo, em analogia a equacdo do 1° grau.
Seria preferivel destacar ambas as solugdes, justificando a seguir a escolha da raiz

positiva

Critério f) os livros didéticos mais antigos deixam transparecer o contrato didatico
implicito da época, rel ativamente a memorizacao de formulas e regras, aulas expositivas
e, por experiéncia pessoa, avaliacdo exclusivamente somativa. A prépria apresentacéo
dos livros parece ndo despertar no aluno motivacéo para o estudo. A partir dos anos 70,
alguns autores tentam um “didlogo” ficticio com o estudante, utilizando linguagem mais

informal.

A construcéo do leque V2,/3,4/4,4/5 etc., com excegao do livro (11), poderia

ser melhor explorada em forma de problema aberto. Em alguns livros didaticos, (4), (5)

e (12), consta como exercicio proposto, sendo dada a figura; em outros se encontra no
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bloco de exercicios resolvidos, porém sem maiores comentarios, 0 que contraria as
observagOes encontradas nos PCNs sobre o trabalho com espaco e forma, o qua
pressupde que o professor de Matemdtica deva explorar situacbes em que sgam
necessdrias algumas construgdes geomeétricas com régua e compasso, como Visualizagdo

e aplicacdo de propriedades das figuras, além da construgdo de outras rel agoes.

Convém ressaltar ainda que, sobre a condicdo de existéncia de triangulo muito
pouco foi encontrado. No livro (8), aparece sob a forma de atividade para o aluno e,

mais adiante, é institucionalizada. No livro (12) surge no tépico “Construcdo de

triangulos’, o qual antecede o capitulo sobre congruéncia de tridngul os.

Nenhuma tentativa de generalizacdo do Teorema de Pitagoras foi encontrada e,
sobre o reciproco do Teorema, o que se pode observar é que, apesar do enunciado ndo
constar explicitamente nos livros didaticos, sua utilizacdo implicita € feita em alguns

exercicios.

Com o passar dos anos os livros didaticos tiveram a roupagem, isto €,
apresentacdo gréfica, encadernacdo, ilustracdes, bastante modificada, mas a esséncia sO

comega a mostrar indicios de renovacdo em alguns.
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QUESTIONARIO

No que toca especificamente ao aspecto didatico, os Irem de Orléans e de
Poitiers publicaram interessantes artigos relatando pesquisas referentes ao Teorema de
Pitdgoras e apresentando atividades propostas aos alunos, algumas das quais foram
utilizadas parcialmente ou na integra na elaborac@o deste questionario. Além disso, de
livros didéticos franceses consultados foram extraidos problemas e€/ou idéias para

compor o elenco de questdes.

Objetivo
Identificar as dificuldades dos alunos na resolucéo de problemas envolvendo o

Teorema de Pitégoras.
Pdblico-alvo

Foi aplicado em alunos de 1° colegia (ensino meédio), pois atuamente o
Teorema de Pitagoras consta dos programas de 72 e/ou 82 série do ensino fundamental,

conforme se pode verificar naandlise dos livros didaticos.

Andliseapriori do questionario

Questao 1) Nas figuras abaixo o que se pode dizer do comprimento x do lado do

triangul o, sabendo-se que as medidas estdo na mesma unidade?




Foram utilizados o registro discursivo e o registro de figuras. Néo se pedia
explicitamente para calcular o comprimento x e Sim “o que se pode dizer de x”. No item
a, eram dadas as medidas dos catetos e no item b a medida de um cateto e da

hipotenusa. O item c tratava de um triangulo ndo retangulo, apesar da aparéncia.

O objetivo consistia em investigar se, para 0 auno, a igualdade pitagorica tem
significado, o que permitiria identificar corretamente catetos e hipotenusa, no caso do
triangulo retangulo, independentemente da posicdo do triangulo e da nomenclatura
usada para os vertices, itens a e b; no item c, verificar se o triangulo é implicitamente
admitido como retangulo com base apenas na apreensdo perceptiva, e detectar se o
aluno teria conhecimento da condicdo de existéncia de triangulo. Um objetivo
secundario seria verificar se 0 aluno esta habituado atrabalhar com radicais e decimais.

Como a maioria dos livros didaticos analisados utiliza, nos dados, variaveis que
resultam em quadrados perfeitos, no item a procurou-se escolher nUmeros naturais que

ocasionassem resultado irracional, representado por um radical, o qual poderia ser

simplificado ou transformado em nimero decimal aproximado, isto é, x = 3/5 oux =

6,7. No item b, os dados decimais, escolhidos convenientemente, resultavam em

Xx=4/196 (quadrado perfeito) e, portanto, x =1,4.

Os exercicios propostos nos itens a e b sBo semdhantes aos encontrados em livros
did&icos, exceto pea escolha das vaidveis, isto €, poscdo e nomendatura dos trigngulos e
dados numéricos ocas onando resultados ndo naturais. A passagem do quadro geométrico para
0 agébrico se rediza por meio da aplicacéo da iguadade pitagérica. O “custo” dependeria do
método de resolucdo empregado para a equacdo incompleta; seriamaior se 0 duno utilizasse a
férmula de Bhaskara. A expectativa era que os dois itens ndo oferecessem grande dificuldade

para a unos com conhecimentos de Geometria de 8 série (ensino fundamental).

O item ¢, um problema aberto com bom grau de autonomia, dependia da
utilizagdo da condicdo de existéncia de tridngulo como ferramenta, além de mobilizar
conhecimentos do quadro algébrico, ou sgja, sistemas de inequaces simultaneas do 1°
grau, resultando 1 < x < 9. A previsdo era que esse item apresentaria, muito
provavelmente, indice baixo de acertos, por dois motivos principais. quebra do contrato

didético, pois a questdo estava imersa num bloco de exercicios cuja resolucao dependia
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da utilizagdo do Teorema de Pitagoras, e pelo fato de a maioria dos livros didéticos
analisados ndo enfatizar a condicdo de existéncia de tridngulo. Dois tipos de
comportamento do aluno eram esperados em relagdo a essa questéo: 0 uso indevido do

Teorema Pitédgoras ou uma expressao de divida quanto a natureza do triangulo.

Questdo 2 ) Para cada um dos triangulos abaixo, dé a medida dos trés lados.

Esses triangul os foram construidos sobre quadriculado de malhas quadradas de lado 1.

a) Medidas dos lados do triangulo ABC.
b) Medidas dos lados do triangulo PQR.
¢) Medidas dos lados do triangulo LMN.

d) Medidas dos lados do triangulo XY Z.

Tinha como objetivo verificar se 0 aluno conseguiria assegurar 0s requisitos para
a utilizacdo do Teorema e como ele extrairia os dados apresentados por meio da malha

quadriculada.

Os dados numéricos foram escolhidos de modo a facilitar os célculos: o item b
apresentando dados Uteis na resolucdo de parte do item d. As dificuldades previstas
eram, aém da interpretacdo dos dados contidos na malha quadriculada, o
reconhecimento do tridngulo n&o retdngulo no item d e a conseqiiente necessidade da
construcdo de subfiguras, exigindo os seguintes calculos:
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XY? =42 +3? XY2=25 XY =5

XZ% =22+ 4? XZ2=4+16 XZ = /20 XZ =25

YZ2=12+22 Yz?%=5 Yz=45

A questéo foi baseada num trabalho sobre utilizagdo do Teorema de Pitagoras do
Irem de Poitiers (Suivi Scientifique, 1987-1988).

Questdo 3) AB e CD representam duas torres. A primeira tem 13 m de altura e
a segunda, 37 m. A distancia entre elas € de 70 m. Qual a distancia entre os extremos A
eC?

C
i}
37
13
B . 1 D
F0rm

Visava verificar se o auno conseguiria decompor uma figura complexa em

subfiguras para obter o triangulo retdngulo, matematizando uma situagdo da vida

cotidiana.
C
X 24
X% =70% +24°
) A E
X< =5476 70
X=74m 13
B D

Os dados numeéricos ocasionam, apés a igualdade pitagérica, um quadrado
perfeito com quatro algarismos, cuja raiz quadrada poderia ser obtida por decomposi¢éo
em fatores primos, pelo agoritmo ou mesmo por tentativa.
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Tratando-se de uma questdo comum, encontrada em alguns dos livros didaticos

analisados, a previsdo era de um bom indice de acertos.

Questdo 4) E verdade que o triangulo EBD é isdsceles? (ABCD é um

retangulo).

E 35 A B
7 B
0 [

Tinha por objetivo verificar se 0 aluno reconheceria, numa figura complexa, os
triangul os reténgul os convenientes para a resolucdo do problema, se consideraria as trés
possibilidades para a base do tridngulo (EB, ED ou BD) e qua o efeito da apreensdo

perceptiva.

Dos dados numéricos resultavam valores muito préoximos para os lados do
triangulo escaleno, isto é, EB = 7,1; ED = 6,9 e BD = 7 (dado). A figura dada,
parecendo representar um tridngulo equilétero, poderia provocar no aluno conclusdes
errbneas, baseadas na apreensao perceptiva.

y?=(35)*+6°

2 2 _ 52
X“+6" =7 y2 =12,25+36
2 _ 49
x? = 49-36 /2 = 4825
X =~13 y = /4825
X =36
y =69
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Mesmo que 0 aluno ndo soubesse extrair raiz quadrada de nimeros decimais, ele

poderia comparar os radicandos para decidir se os lados tém ou ndo mesma medida.
Ex. 48,25 < 49.

Questdo extraida, na integra, de uma avaliacdo sobre o Teorema de Pitagoras
publicada pelo Irem de Poitiers (Suivi Scientifique, 1987-1988).

Questdo 5) Na figura, AB = BC, AB= 6 e CD = 3. Parair de A até C, o

caminho AB + BC € mais curto que o caminho AD + DC? Justifique a resposta.

Por meio desta questdo, o intuito
< era verificar se 0o auno reconheceria a
utilidade do Teorema de Pitégoras para a

resolucdo do problema e, também,

investigar se conseguiria dar a conclusdo

do problema.

Os dados propiciam resultado inteiro, a fim de facilitar a deciséo final do auno,

como se pode observar:
sgamx =ACey=AD
x2=62+62 y>=72+9

x2 =72 y2 =81
X =62 y=9

Assm: AB+BC=12eAD + DC =12
Logo, os caminhos tém o mesmo comprimento.

A simplificacéo de radicais ndo precisaria necessariamente ser efetuada, pois

somente o quadrado da primeira hipotenusa € utilizado no calculo da segunda.

Questéo extraida do livro didatico Pythagore (1992, p. 195).
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Questdo 6) Sera que € possivel colocar este armario em pé, isto é, na vertical?

Suas dimensdes sdo: altura = 2,10 m e profundidade = 0,70 m. Justifique a resposta.

teto
| 7O

2.20m 2, 10m

Il b i o

chio

Ultima questdio, tinha como objetivo detectar se 0 aluno reconheceria a
necessidade da utilizagdo do Teorema de Pitagoras matematizando uma situacéo do

cotidiano e distinguindo decimal exato de aproximado.

Os dados do problema vieram representados por um registro de desenho e,
também, por um enunciado, no qual aparece a conversdo de unidades (profundidade =
0,70 m), para facilitar a resolucdo do problema. As variavels parecem ter sido
escolhidas de modo a evitar qualquer conclusdo intuitiva (pé-direito = 2,20 m e
hipotenusa =2,21 m).

Questéo extraida do livro didatico francés Mathématiques (Delor, Terracher &
Vinrich, 1995, p.171), porém o aspecto da figura (posicdo do armario, resultando a
hipotenusa do triéngulo praticamente na vertical) foi propositadamente modificado, para
evitar conclusdes, por parte do auno, baseadas nafigura.

210 x? = 2102 + 702
X x? = 44100+ 4900
X = /49000

0,70

Xx=221cmou?221lm

90



Como 2,21 m > 2,20 m, conclui-se que o armario ndo podera ser colocado em
pe.

Comentério: como o teste seria aplicado em turmas de 1° colegia (ensino
médio), esperava-se encontrar um publico bastante heterogéneo, oriundo de escolas
oficiais ou particulares com qualidade de ensino bastante diversificada. A expectativa
era que as questdes 4, 5 e 6, nas quais 0 Teorema deveria ser usado como ferramenta,
pelo fato de serem bem diferentes das encontradas usualmente nos livros didaticos,
apresentariam indices menores de acerto em relagdo as demais.

Aplicacao do questionario

O teste foi aplicado, primeiramente, em uma turma constituida de 42 alunos de
1° colegial de uma escola estadual em S&o Paulo. Tratando-se de um colégio de 2° grau,
agora nivel médio, foi encontrada uma amostragem heterogénea, ou sgja, cerca de 88%
procediam de diversas escolas oficiais com qualidade de ensino bastante diversificada.
Como conseqiiéncia do elevado nimero de provas entregues totalmente em branco
(50%), aplicou-se o teste em outra turma de 35 alunos de 1° colegial de uma escola
particular da cidade de Santos, no Estado de S0 Paulo, em que havia apenas 15% de
alunos oriundos de escolas publicas.

Os alunos deveriam resolver os problemas individualmente e foram instruidos a
ndo apagar eventuais rascunhos ou calculos. As questdes foram impressas de modo a
garantir espaco suficiente para a resolucdo, podendo ser o verso de cada folha utilizado
para rascunho. Solicitou-se a0 professor titular da classe a ndo intervir em casos de
duvidas relativas a interpretacéo ou resolugdo dos problemas. Por meio de uma nota de
rodapé (vide Anexo 1), o aluno ficava ciente do objetivo do questionario. O tempo

estipulado para a solucéo das questdes foi de 50 minutos.
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Andlise a posteriori do questionario

Devido ao ato porcentual de provas entregues em branco dos aunos do colégio
estadual, somente foi considerada na analise o questionario respondido pelos alunos do

colégio particular.

Por meio da correcdo do questionario foi possivel detectar dificuldades
encontradas pel os alunos na resolucéo dos problemas propostos e identificar as questoes

em gue houve maior ocorréncia de sucesso.

Para o tratamento dos dados obtidos foi efetuada a codificagdo apresentada no
Anexo I, destacando-se modalidades de resposta, em média sete por item, envolvendo
“acerto parcia/total”, “tipo de erro”, “questdo em branco” e “consideracfes absurdas ou
ndo pertinentes’. Também como parte do método, as provas foram numeradas, cabendo

acada aluno um nimero de 1 a 35.
Questéo 1

Iltem @) Apesar de ser a questdo com maior indice de acertos (totais ou parciais)
de todo o teste, os histogramas de barras mostram que esse valor ainda € menor que a

soma dos ndo acertos (erro + resposta em branco).

Alguns dos erros encontrados:

Dx=3+6 x=9 (aluno n°5)
2)x:m X=§=9 (aluno n° 21)
2 2
3+6

3) x= — x =15 (endo 4,5 (aunon®34)

Iltem b) Apresentou 0 segundo maior indice de sucesso da prova, porém muito
inferior ao total de ndo-acertos. Os erros analogos aos apontados para 1a, ocorreram

novamente em 1b.

Item ¢) Somente um auno reconheceu que se tratava de um tridngulo ndo
retangulo, o que tornava inaplicadvel o Teorema de Pitagoras. Entretanto, ndo foi
cogitada a utilizacdo da condicdo de existéncia de tridngulo como ferramenta para a
resolucdo do problema. Onze alunos admitiram o triangulo como sendo implicitamente

retangulo.
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Questdo 1

16

14

12

0] | | @ Questso 1A
(@]
RN | | HQuestio 1B
c 6 1 || | |

A [0 Questdo 1C

21 I - i
o LM ‘ ‘ ‘ ‘ — 1L

Qwp Q1s 1ET =y 1K QW QW  CINR  QICT

Codificagao

Questéo 2

A dificuldade dos aunos em interpretar os dados do problema, contidos nas
figuras desenhadas sobre malha quadriculada, superou as expectativas. Menos da
metade da turma obteve éxito na determinacéo dos lados dos triangulos. Alguns alunos

usaram a graduacdo de uma régua em centimetros para medi-los.

Item &) O aluno de n° 12 apresentou uma resolugdo peculiar. Calculou a diagonal

de um “quadradinho”, mas usou \/E = 1,4 (como vaor exato). Como a hipotenusa AC

€ congtituida de quatro dessas diagonais, ele concluiu que AC = 5,6.

Por outro lado, muitos dos alunos que conseguiram determinar os catetos por
meio da malha, utilizaram 0 mesmo processo (contar segmentos) para a hipotenusa, e
chegaram ao resultado AC = 4. Entretanto, ndo perceberam que AB = BC =AC =4

resultaria num tridngulo, a0 mesmo tempo, retangulo e equilatero.

Iltem b) Quanto ao aluno n° 12, verificou-se 0 mesmo procedimento j& citado,
porém desta vez ele admitiu que a hipotenusa RQ cortaria dois lados de “ quadradinhos’
da malha no ponto médio. Assim, cada um dos quatro peguenos segmentos em que RQ

ficou divididafoi obtido usando Pitagoras.
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1> +05% = x*
X =4/1,25

Item ¢) Apenas trés alunos obtiveram éxito aqui. O aluno n° 12 ndo conseguiu

entéo RQ =4/1,25. (4)

desta vez usar o método empregado anteriormente; determinou somente os catetos.

O numero de incidéncias do item “questdo em branco” foi maior do que nos

itens anteriores.

Item d) Somente dois alunos resolveram a questdo com sucesso (total ou
parcial). Dezesseis alunos deixaram-na em branco e dezesseis ndo tracaram as figuras

auxiliares.
O aluno de n° 19 apresentou a seguinte resposta:

xy=1 Xz=2 xy =1 (ndo satisfaz a condicdo de existéncia de
triangulo e além disso o maior lado do triangulo aparece com medidaigual al).
O tridngulo ndo retangulo causou efetivamente grande dificuldade para os

alunos, que ndo perceberam a necessidade de construgcdo das figuras auxiliares
indispensaveis a determinagdo das medidas solicitadas.

Questao 2

18

16

14 =

12 —
2 [ Questdo 2A
c | |EQuestio 2B
o‘_U 8 | | |OQuestéo 2C
c 0 Questio 2D

6 -

4 ||

2 4 — -

Il I

Q2P Q2s 2EH 2EV Q2w Q2u D2NX

codificagéo
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Questéo 3

Apenas trés alunos obtiveram sucesso aqui.

Alguns erros observados:

1) AC=37-13 Resp.: 24

2) x? =13% +70% + 372

Este dltimo foi também constatado na Franca, segundo Berté, conforme relato
apresentado anteriormente na Problematica (no erro nimero 6).

A maior dificuldade parece ter sido o fato de o préprio aluno precisar tragar por

A aperpendicular a CD, com afinalidade de obter a subfigura pertinente. Como ja foi
exposto, segundo Padilla, “o fato de o fracionamento da figura em partes elementares
ser dado inicialmente ou dever ser encontrado” é fator que, respectivamente, facilita ou

dificulta a operagéo de reconfiguragao.

Questdo 3

25

20

15

n. alunos

10

0 T T T T
QU3P QuU3s Q3EK QuU3wW QuU3U

codificacao

Questéo 4

Neda questéo surgiram indices badante dtos de néo-acartos (ero + respoda em branco).
Somente um duno resolveu correlamente o problema. Vinte aunos devolveram a questéo em branco
e doze dunos conduiram s trigngulo isdscdes ou Néo, segundo des “pdo fao de s euil&ero’,
baseando-se no agpectofigurd.  Edavariavd (gparéndade tridngulo equil&ero), como foi comentado
naAndiseapriori, fol colocada propositadamente.
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O mais dto indice de respostas em branco de todo o teste pertence a esta
guestdo.

Questao 4

25

20

15

n. alunos

10

Qu4pP Q4EF QuUAW Qu4uU
codificacéo

Questéao 5

Uma grande dificuldade para os alunos nesta questdo, conforme havia sido
previsto na andlise a priori, com base em Padilla, é o fato de uma mesma parte

elementar precisar entrar simultaneamente em dois agrupamentos intermediérios. 1sto €,

0 segmento AC aparece, simultaneamente, como hipotenusa para o triangulo ABC e
cateto para ACD.

O fato de se tratar de um problema aberto e de envolver matematizacéo de uma
situagéo cotidiana (caminho mais curto) certamente contribuiu para o elevado nimero

de ndo-acertos.
Alguns erros encontrados:
1) como AB=BC=6,entito AD=6e AD + DC =9 (alunon®2)
2)AD=DC=3 (auno n° 4).
N&o percebeu que assim a hipotenusa teria a mesma medida que o cateto.

3) AB + BC é 0 caminho mais curto, pois o angulo de 90° é menor (aluno n° 16)
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4) AD + DC émaior, pois AD € maior jaque € a hipotenusa (aluno n° 31).

Talvez o aluno, usando uma generalizacdo abusiva, tenha pensado em AD como

“hipotenusa’ de um quadrilatero.

5) AC é menor que o cateto AD (aluno n° 35)

O auno indicou angulo reto também em
- D. O fato de o tridngulo ACD ficar com dois
angulos retos acusa o0 desconhecimento do
Teorema: “A soma dos angulos internos de um

O

triangulo vale 180™.

Questédo 5

25

20

n. alunos
.
(4]

=
o

QU5P E51H Q5EK QUEW QusU
codificagéo

Questao 6

A expectativa na andlise a priori era de um nimero pequeno de solugdes

corretas, porém nenhum aluno conseguiu acertar.
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Algumas respostas encontradas:

1) N&o é possivel colocar 0 armario em pé, pois a profundidade é menor que a
atura e elas devem ficar mais ou menos na mesma proporcao.

2) E possivel, pois aaturado armério é 2,10 m e aaltura da parede é de 2,20 m.
3) Sim, por 10 cm.

4)2,10mx 0,70m = 16,70 m.

A dificuldade dos aunos poderia situar-se na identificacdo do uso do Teorema
de Pitdgoras como ferramenta ou, também, na visuaizacdo de uma realidade

tridimensional representada de modo bidimensional.

Questado 6

n. alunos

QBEK Q6ED QuBW QueBU
codificagdo
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A tabelailustra o desempenho dos alunos em termos de acertos e ndo acertos por

questdo, e os histogramas de barras atestam os baixos indices de sucesso:

Acerto Erro Em N&o
Questao 1A 17 7 11 18
Questéo 1B 7 16 12 28
Questao 1C 0 21 14 35
Questao 2A 3 20 12 32
Questéo 2B 2 20 13 33
Questédo 2C 3 18 14 32
Questao 2D 2 17 16 33
Questao 3 3 16 16 32
Questéao 4 1 14 20 34
Questao 5 2 15 18 33
Questao 6 0 17 18 35

* Ndo Acerto é a soma das colunas Erro e Em Branco.

Acertos x N&o acertos

40

35

il

Questdo 1A Questdo 1B Questdo 1C Questdo 2A  Questdo 2B Questdo 2C Questdo 2D Questdo 3  Questdo4  Questdo5  Questédo 6
Questédo

DAcerto BN&o Acerto

n. alunc
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Acertos x Erros x Brancos

0 4+

1

Questdo 1A Questdo 1B Questdo 1C Questdo 2A Questdo 2B Questdo 2C Questdo 2D Questdo 3 Questdo4 Questdo5 Questdo 6

Questdo

@Acerto @Erro O0Branco

Além da andlise quantitativa do teste feita por meio de histogramas de barras, foi
realizada uma andlise utilizando-se o software CHIC (classificagdo hierarquica,
implicativa e coesitiva), desenvolvido pelo nucleo de pesquisa em Didatica da

Matematica da Universidade de Rennes 1, Franca.

O método apresenta vantagens, se comparado com os tradicionais, em termos de
visualizagdo, estruturacdo, modelizacdo e explicagdo dos fenOmenos, o0 que o torna
bastante Util nas pesquisas em Didatica da Matemética, pois indica as interligagdes entre

as variaveis e suas relagdes com o sucesso ou fracasso dos aunos.

Primeiramente, a producdo de cada auno foi examinada e codificada, questéo por
questdo. Elaborou-se entdo uma tabela de dupla entrada, com 35 linhas (correspondentes aos
35 aunos) e 79 colunas (correspondentes a codificacéo das questfes), para a andise dos
dados. Foram utilizadas varidveis binarias, 1 e 0, em que 1 indica a presenca do fato e 0 a
auséncia. Convém esclarecer que as varidvels com nimero de ocorréncias igud a zero foram
eliminadas. A planilhafoi utilizada na constru¢do dos histogramas de barras e como entrada de
dados para 0 software CHIC, que forneceu a avore de smilaridade, o gréfico implicativo e a
avore hierdrquica, cuja andise néo foi anexada a este trabaho, pois somente reforcava as

interpretacOes anteriores.

100




OSSVYOVvdd
[18sse|D

(1101 NO e1osed)

0OSs3oNSs
| 8sSe|D

Qlisssepgns

gal1sssepans

Vvilsssepans

dilsssepans

Jlsssepans

gl sssepans

Visssepans

oouelq we 9O — Mond
oouelq we gO — MsNO
oouelq ul €0 — MeNO
oouelq We Az — Mdzd
oouelq We Oz — MOZO
ooueIq We gz — Mdzd
odUeIg UB VZ — MVZO

0O We sepanse sg3eepsuod — NyNO
€0 Wl sepinsce segdeepsuod — NENO
90 Wl sepinsce sagdeepsuod — N9NO
GO we sepinsge ssgdeepsuod — NGNO

DT We sep.nsae s8gdesepisuod — NOTO

4T we sepinsce ssgdevpsuod — NGTO
VT W Sepinsge segdeopsuod — NYTO

Oz W sepinste segdespisuod — NOZ0
dz wl sepinsge ssgdeepsucd — NAz0
€ Wo sep.nsae sagde.ppsuod — NdzO
V2 We Sepinsge segdeepsuod — NZO
oduelq Wl O — MyNO
ooueiq we T — MOTO
oouelq ue g1 - MATO
ooueIq e VT — MVTO

gz Wo Sofel|IXne sopedel) so za) oeu — XNzd
€2 Wo SORIed 9)USWIOS NoUIWRIep — HAZg
2 W SO0 SILBLIOS NOUIWLRRP — HIZD

V2 Wo SOJRED SJUBLIOS NOU WP — HAZY

90 BU Se09 Wa 0B — H390

esnuajod Iy ewin 8)UsLLIoS NONOeI — HIST

geeu esed ouele —d49z0
DOzeu [elo] 0Lede —SIZ0
dzeu [e10) 013 —Sge0
yOeu eled ok — dyNoO
€O eu eed ouele —dend
VZeu [e10] 0Le% —SvZ0

gOeu eoRed oueIe — 45N
€0 Bu Se09 wa o1 — YO

4T we eoLofeyd spepenfieu o1l — 1319

gT We Sejuod we o1 — Y319
VTeu [el0} 0B —SYTO

SapepIuN ap 0gsBAU0D U 011 — a390
GO Bu S2u09 Wl 018 — M350
edeuU 10101 —S3ANO

eInb1j eu epesseq epell elsodsal — 4310
(onbuess ojnbue iy sswrelddwi) selobelid sp osn — 1JTO

gr we [Epled o1t —d44d1d
VI We [Eenledouele —dvid

42 15 24 =2 45

9

40 2 ] 33 29 1= 17 43 23 26 & 3o 21

35

5

A

TJI

u}

2

=7

35

12

4

s

3

1=

14

=0

T

22

=4

13

=0 44 7 =1

10

1

DA Penta.csns

& rare de sirailarité



RESULTADOSOBTIDOS COM O SOFTWARE CHIC

Andlise Hierarquica de Similaridade

O programa calcula todos os indices de similaridade: entre as varidvels, duas a
duas, reunindo numa mesma classe as que possuem o mesmo indice de similaridade;
entre uma variavel e uma classe; e, finalmente, entre as classes. As semelhancas ou as
diferencas entre as variaveis ou entre as classes sdo traduzidas graficamente sob a forma

esquemética de “arvore’. A interpretacdo dos resultados obtidos sera relatada a seguir.

Relativamente ao questionério aplicado, a classificagdo hierérquica, conforme a

arvore de similaridade, mostra dois grandes grupos de variaveis.
Classe | — Sucesso (total ou parcial)
Classe Il — Fracasso

A andlise permite estudar e interpretar, em termos de tipologia e de semelhanca
decrescente, classes de variaveis que se configuram nos diversos niveis da arvore

(variaveis muito semelhantes se situam nos niveis mais baixos da érvore).

Classe | - Sucesso

As similaridades observadas aqui parecem indicar, nos alunos que apresentaram
essas variavels, aguma competéncia na utilizacdo do teorema como ferramenta em
problemas mais complexos, apesar dos erros verificados em contas ou na conversao de
unidades.

Ha uma ligagdo entre resposta baseada na figura da Questdo 4 (Q4) e uso
inadequado do Teorema de Pitdgoras num triangulo ndo retangulo, evidenciando a

influéncia da apreensao perceptiva no comportamento dos alunos.

Por outro lado, em relagéo as questdes 1A e 1B, constata-se maior dificuldade do
aluno quando sdo dadas as medidas de um cateto e da hipotenusa e maior facilidade
quando sdo dadas as medidas dos catetos, fato este ja observado por Berté. A forte
similaridade entre Q3 e Q4 evidenciaria o fato de ambas as questdes exigirem do aluno
a capacidade de decompor uma figura complexa e identificar as configuragoes

pertinentes.
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Outra forte semelhanca ocorre relativamente a Q2, ressaltando uma tendéncia,
segundo a qual, o auno que acertou Q2A também conseguiu sucesso em Q2B e Q2C.
Isso pode significar que alunos nessas condic¢des tém bom conhecimento do estatuto do
teorema e também capacidade de interpretar os dados a partir de um ponto de vista ndo
muito usual (desenho na malha quadriculada).

Classe Il - Fracasso

A varidvel “Consideragdes absurdas’ foi utilizada, pois era de esperar que
alunos com conhecimento bastante deficiente de Geometria apresentassem resolugoes
completamente absurdas, por emprego inadequado de outras ferramentas. De fato, isso
ocorreu na tentativa de célculo ndo solicitado da area do triangulo, uso indevido do
Teorema de Tales e em respostas das seguintes questdes:

i Questdo 6

“O armério pode ser colocado em pé, pois esta em altura mais baixa em relacéo
aparede, teto e chdo.” (aluno n°9).

“Sim, porque o armario mede 0,70 m menos do que aatura’ (aluno n° 10).

ii. Questdo 3
y=+46269 0 y=79

) / 792 =13% + x?
/

13 37 (uso do Teorema num triangulo néo
y retangul o)
iii. Questdo 1
a) “Tomar os trés lados para saber sua medida cubica’ (aluno n° 32)
x=5+48
b) (aluno n®5)
X =98
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V. Questao 3 A.L.D 13.37.70 (textuamente, como apresentado na

prova)
37
13 25870 m (aluno n° 26)
70
V. Questao 5

AB+BC=6+3 - 9(alunon®4)
AD+DC=3+3 -6

Resp.: O caminho AD + DC é mais curto

vi. Questdo 3
AB=13 37-13=24
CD =37 70-24=46
BD =70 Resp.: 46 m (aluno n° 11)

Em especial, na Q2, parece ter havido por parte de alguns alunos uma tentativa
de dar uma resposta a qualquer custo. Seria 0 caso, por exemplo, de respostas obtidas
por meio de medi¢bes com régua. Os mesmos alunos teriam deixado em branco as
guestbes Q1 e Q4.

A subclasse llc caracterizou-se pelo comportamento “deixar a questdo em

branco”, apresentando, num mesmo bloco, Q2, Q3, Q5 e Q6.
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Anadlise estatistica implicativa

Aqui se procura determinar se um “comportamento ‘a estd acompanhado, de

modo conseguiente ou n&o, de um comportamento ‘b’ 7, isto €, sevale aimplicagcdo a1 b.

Nota-se no grafico implicativo que existem varidveis de onde partem setas que
atuam como fonte, funcionando como condi¢do suficiente em relacdo a outras varidvels.
As varidveis que “recebem” setas representam, entdo, condi¢cdes necessarias para a
ocorréncia dos fatos. A cor das setas indica valores relativos a intensidade das

implicaces no intervalo [0, 1]; quanto mais proximade 1, mais forte sera aimplicacéo.

O gréfico fornecido pelo software CHIC permite obter as implicacfes entre as
diversas varidveis, que foram interpretadas entre duplas, ou cadeias. Podem ser

observados trés grandes grupos de variaveis:
1° grupo (esquerda) — que traduz Fracasso, apesar das tentativas,

2° grupo (centro) — Sucesso Relativo, incluindo acertos totais ou parciais e erros

em contas,

3° grupo (direita) — Fracasso Total, ou sgja, todas as questdes foram deixadas em

branco.

A seguir serdo apresentadas as conclusdes mais relevantes.

1° Grupo

A varidvel Q1AU, Stuada acima das demais, comprova ser a questdo 1A a menos

complexado grupo, ocasionando menor nimero de “consideragdes absurdas”.

Certamente 0 aluno que conseguiu determinar somente os catetos na Questéo 2
A, também ndo conseguira determinar a hipotenusa na 2B e, na 2C, pois provavel mente,

ndo tem o Teorema de Pitagoras, como conhecimento disponivel.

2° Grupo

E interessante observar que mesmo alunos com bom conhecimento de

Geometria que obtiveram relativo sucesso no teste se deixaram levar pelo “figural” na
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1C ou nédo entenderam a quebra do contrato didatico, isto é, no caso um problema cujo

dado era um triangulo ndo retangulo.

Aqui, as implicagBes comprovam a afirmagdo feita anteriormente, colocando a

Q1A como amais simples do teste.

3°Grupo

Neste, as implicagbes sdo bastante |0gicas e provavelmente correspondem a
comportamento de alunos com pouco ou nenhum conhecimento de Geometria. Observa-
se que o fato de a Q1A estar em branco desencadeia 0 mesmo procedimento em dois
grandes agrupamentos liderados respectivamente pela Q1B e Q2A, as quas
correspondem & utilizagio do Teorema de um modo mais imediato. E f&cil ent&o perceber
que aunos nessas condigdes dificilmente teriam sucesso nas questOes restantes, mais
elaboradas e com nivel de exigénciamaior.

A Q3 é basicamente uma questdo-padrdo na maioria dos livros didaticos
analisados. Se € deixada em branco, provavelmente, 0 mesmo ocorrera com a Q5,
menos habitual nos livros devido a formulagéo utilizada como problema aberto, e com

maior razéo com a Q4.

A inclusdo da Q4 nas cadeias de implicagdes parece confirmar a conjeturainicial
(comportamento de alunos que nunca estudaram Geometria), pois o fato do tridngulo

“parecer” equildtero ndo levou a nenhuma tentativa, mesmo errada, de resposta.

As varidveis que aparecem na parte inferior dos blocos apresentaram maior
ocorréncia: Q4, Q5, Q6, Q3 e Q2D, todas em branco, e Q2D sem o tragado das figuras

auxiliares em 2D.

Embora se tenha dado tratamento mais apurado dos dados obtidos por meio do
guestionario, as minucias, apesar de importantes, ndo s&0 aqui apresentadas, para que ndo se
desvie demasi adamente do rumo principa do trabal ho.

A partir dos resultados e sem perder de vista 0 embasamento tedrico, foi
elaborada a sequéncia didética, que sera apresentada no proximo capitulo, juntamente

com afase de experimentacdo e avaliacdo da mesma
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CAPITULO V: SEQUENCIA DIDATICA

Levando-se em consideragdo as pesquisas andlisadas, a andlise do Teorema de
Pitagoras no ensino e os resultados obtidos com o questionério, elaborou-se uma
sequéncia didética composta de situagBes-problema visando proporcionar aos alunos
condicdes para melhor compreensdo do significado do Teorema. Almeja-se com isso
gue eles 0 entendam ndo como uma simples formula a memorizar, mas sim como

ferramenta utilizével naresolucéo de inimeros problemas de Geometria

Numa primeira fase de atividades, o Teorema é tratado como objeto de estudo.
Partindo de material concreto esperase que 0s aunos percebam a caracteristica
necessaria e suficiente do Teorema e, a seguir, conjeturem sobre sua forma.
Progressivamente, deve-se chegar a uma abstracdo e a institucionalizago. A partir dai,
ele passa a funcionar como ferramenta. A tabela resume a idéia central de cada
atividade:

Atividade
1 Condicéo de existénciade triangulo
2 Enfase para o caréter necessério e suficiente do Teorema de Pitagoras
3 Conjetura sobre aformado Teorema, a partir daternaegipcia
4 Demonstracdo hindu por reconfiguracéo

5 Demonstracdo algébrica

6 Enfase para o nimero minimo de dados para a aplicacdo do Teorema

7 Re agbes métricas no tridngul o reténgul o a partir da demonstracéo de Euclides

8 Calculo da medida da hipotenusa dadas as medidas dos catetos

9 Cd culo de medida de cateto dada a medida do outro cateto e da hipotenusa

10 Problema historico (papiro do Cairo)

11 Problema da duplicacdo do quadrado

12 Justificagéo do “esquadro do pedreiro”
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13 Alturade um tridngulo isosceles; diagonal de um retangulo

14 Distancia de dois pontos

15 Construc;élodesegmentosx:\/a2 +b? ey:\/a2 - p? apartirdeaeb

16 Problema do cotidiano: drea de telhado

17 Problema do cotidiano: altura de um caminhdo x altura de um tdnel

18 Problema do cotidiano: portal semicircular fechado com barras de ferro

19 Teorema de Pitagoras para resolver um “problema aberto”

20 Ternas pitagoricas

A fdta ou insuficiéncia de conhecimentos disponiveis poderiam constituir
entrave para o0 bom desenvolvimento da experimentacdo. 1sso porgque, como foi visto na
andlise dos livros didéticos, a ordem de apresentacdo dos topicos de Algebra e
Geometria € bastante diversificada. Por outro lado, conforme se constatou na aplicacéo
do questionério em uma escola oficial, muitos alunos de 7% ou 8 série podem ter tido

pouco ou henhum contato com Geometria.

Uma vez que as variavels de contexto relativas aos alunos, tais como origem,
histéria e estado psico-socioldgico e vivéncia das aprendizagens fundamentais, ficam
fora de controle, procurou-se atuar na escolha das varidveis didéticas, visando

minimizar os obstacul os detectados.

Na concepcéo das atividades, foram utilizados a dialética “ferramenta-objeto” e
0 “jogo de quadros’” (Douady, 1986). Segundo a autora, uma nogao tem o estatuto de
ferramenta quando ela intervém na resolucdo de um problema, e de objeto quando,

estando identificada, ela € o objeto da aprendizagem.

A nocdo de “quadro” foi introduzida por Douady para diferenciar os dominios
de funcionamento de um mesmo saber matematico. Distinguem-se, assim, 0s quadros
geométrico, algébrico, gréfico, numérico, de fungdes etc.

A partir dessas idéias foram propostas situacfes que permitissem aos alunos, por
meio da utilizac8o de seus conhecimentos disponiveis, da discussdo e da formulacéo de
conjeturas, chegar a construcdo de novos resultados, aplicando-os mais tarde na
resolucdo de problemas. Por outro lado, a mudancga de quadros, no caso do Teorema de
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Pitédgoras, € um recurso fundamental para auxiliar principalmente a compreensdo das

demonstracoes.

Andliseapriori das atividades, aplicacdo da sequéncia, analise a posteriori e

discussao dos resultados

Objetiva-se, no presente capitul o, apresentar as atividades elaboradas, a andlise a
priori das mesmas, informagbes sobre publico-alvo, um relato sobre a fase de
experimentacdo e aandlise a posteriori de cada atividade a partir dos resultados. Tentou-
se evidenciar, para cada sessdo, 0s entraves encontrados, dificuldades dos alunos,

didlogos que se fizeram necessarios e resultados parciais.

Optou-se pela aplicagéo da seqiéncia didatica em classe de 8?2 série de escola
estadual a fim de conseguir indicadores que permitissem avaiar os efeitos da
experimentacdo e os resultados obtidos num contexto que retratasse a realidade do
ensino atual na escola publica. A diregdo e a coordenacdo da Escola Estadual Antonio
Alcantara Machado, juntamente com o corpo docente, proporcionaram condicdes para

gue iSso ocorresse.

A referida escola situa-se num bairro de classe média, na Zona Sul da cidade de
Sdo Paulo, entretanto, devido a localizagdo em via favorecida por véarias linhas de
Onibus, matricula alunos também da periferia. Em consequéncia disso, numa mesma
classe (82 B, periodo da manhd) foi possivel distinguir um publico bastante heterogéneo,
tanto intelectual como socialmente. N&o se pretende, entretanto, neste trabalho analisar

ainfluéncia dos aspectos sociais sobre o desempenho dos alunos.

Primeiramente, foi aplicado um teste piloto, compreendendo as vinte atividades
da seqliéncia, para um grupo de quatro alunas voluntérias pertencentes a8° E e 82 F, as
quais se prontificaram a comparecer em periodo extraclasse. A opc¢do por aunas do
periodo da tarde visava garantir a nd comunicagdo com a 8* B. Por meio da
experimentacéo, foram feitas as seguintes constatacdes: 1) necessidade da elaboracdo de
uma atividade (denominada Atividade 0, a qual figura integralmente, no Anexo I11 com
0 objetivo de reinvestir em topicos que se congtituissem em pré-requisitos para a
sequéncia didatica; 2) necessidade de providenciar compassos e calculadoras para 0s
alunos; 3) necessidade de reformulac&o de dois itens da Atividade 2 e anexacéo de mais

um item, conforme sera posteriormente relatado.
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Pareceu, ainda, possivel nessa ocasido estabelecer uma previsdo para 0 niUmero
de aulas e um cronograma, referentes a aplicacdo da sequéncia definitiva. Percebeu-se,
entretanto, quando da aplicacdo da mesma, 10go nas primeiras sessdes, que 0 nimero de
aulas previsto (12, no maximo 15) seria insuficiente, em decorréncia das circunstancias
da experimentacd0o, 0 que serd detalhado oportunamente. Como conseqiéncia, o
cronograma foi totalmente alterado. De fato, foram utilizadas trés aulas para a Atividade
0 e dezenove para as seguintes. O quadro indica o nimero de aulas da 8* B, por semana,

e sua distribuigéo:

2% feira Ffara 4 feira 52 feira
22 aula 2% aula 4% aula 22 aula
Faula 2P aula

Realizaram-se as aplicagbes da sequiéncia e do teste avaliatorio final. O professor

titular da classe cooperou nafuncéo de observador.

Estabeleceu-se que a resolucéo das atividades seria efetuada em dupla e cada
uma entregaria um Unico trabalho. A organizagcdo dos grupos foi feita pelos préprios
alunos, segundo as afinidades com seus colegas. Para facilitar a identificacdo desses
grupos, a cada um foi atribuida uma letra do alfabeto A, B, C.., segundo o critério de
localizagdo na sala de aula, isto €, da esquerda para a direita e da frente para o fundo.
Solicitou-se aos alunos que mantivessem uma plaqueta feita de papel com a respectiva
denominacdo do grupo. Este procedimento mostrou-se de grande valia durante as
discussbes com a classe, pois facilitava a comunicacéo da pesquisadora com os aunos.
Segundo a listagem no di&rio de classe, dos 41 alunos matriculados, apenas 39

freqUentariam as aulas (2 transferéncias).

A avaliagdo do desempenho dos alunos foi feita a partir do trabalho dos grupos
e, a0 fina, individuamente por meio do teste. A pedido da Escola, tabelas
correspondentes a essas avaliagfes forem entregues a direcéo e ao professor titular da

turma.

A primeira sessdo realizou-se no dia 13 de setembro de 1999 com a participagéo

de 36 alunos, originando 18 duplas. No primeiro dia, o professor titular da classe ndo se
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encontrava presente. Primeiramente, apds a apresentagdo inicial, foi dito aos aunos que as
atividades que lhes seriam propostas faziam parte de uma pesquisa e tinham como objetivo
“testar” um jeito diferente de ensinar e aprender Matemética. A seguir, foram colocadas as
clausulas explicitas do contrato didético. Cada duno discutiria e resolveria as atividades
com o colega de dupla, mas as duplas ndo deveriam se comunicar entres. A avaliagéo seria
de dois tipos: por atividade redlizada pela dupla e, ao find da aplicacéo da sequiéncia, por
meio de um teste a ser resolvido individualmente, ficando a critério do professor titular
incorporar ou ndo esses resultados a média bimestral. Os alunos teriam ampla liberdade
parasolicitar esclarecimentos sobre suas davidas e, auxilio quando necess&rio.

Atividade O

Cada dupla recebeu as duas primeiras folhas impressas. Recomendou-se que ndo
apagassem cdculos e eventuais rascunhos. A principio, a classe apresentava aguma
agitacdo e indicios de resisténcia ao novo contrato didatico. Mas aos poucos 0s aunos

foram se envolvendo natarefa, que abrangia os seguintes topicos:
o caculo de poténcias,
o comparagdo de expressdes numéricas simples,
o produtos notaveis e fatoracéo;

0 noc¢do de radiciacéo;

0 equacBesincompletas daforma x? =a, a= 0;

o classificacdo de triangulos quanto a natureza dos angulos;

o perimetro e areade retangulo e triangulo;

0 nogao deraio e didmetro de circunferéncia;

o construcdo de tridngulos, com régua e compasso, dadas as medidas dos lados,

Constatou-se gque 0 topico produtos notaveis ndo se constituia em conhecimento
disponivel para muitos alunos. Sugeriu-se, entdo, como aternativa, a utilizacdo da
propriedade distributiva. O item classificagdo de tridngulos quanto & natureza dos
angul os também provocou muitas dividas, sendo necessario apresentar varios exemplos

de tridngulos acutangul os, retangul os e obtusangul os.

No dia seguinte, 14 de setembro, foi concluida a Atividade O (folhas 3 e 4).

Compareceram 38 alunos, resultando 19 duplas. O problema da “grade na janela
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retangular”, item 8, ocasionou muito questionamento, e a primeira tentativa dos alunos
foi utilizar a nocéo de perimetro, que constava do item 6. Argumentou-se que, dessa
maneira, a janela ficaria desprotegida, pois a grade funcionaria apenas como uma
moldura, sem as barras verticais. A observagdo parece ter contribuido para a

compreensdo do problema.

Apesar do didogo constante com a classe e da necessidade de intervencdes
freqlentes visando esclarecer as duvidas, optou-se por distribuir posteriormente aos
alunos um gabarito resolvido da Atividade O, quando da devolugdo do trabalho
corrigido e comentado de cada dupla. O horario de aplicagdo dos exercicios na terca-
feira (com uma “janela’ de mais de 60 minutos entre a 2° e 4% aula, devido ao recreio)
permitiu que se fizesse uma verificacdo do desempenho dos alunos antes da aplicacéo
da atividade seguinte. Entretanto, a janela também se constituia num entrave,

prejudicando por outro lado a continuidade da aplicacéo.

Atividade 1 (composta de trés etapas)
Objetivo: estabelecer a condicdo de existéncia de triangulo.

(I) SAo dadas as varetas:

3 LUnidade
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a) Usando trés delas de cada vez, tente construir triangulos.

b) Descreva, por meio de uma terna, as medidas dos lados dos triangulos que

vocé conseguiu formar. Assm: (..., ..., ...)

c) Sempre que vocé pegou 3 varetas foi possivel construir um tridngulo?

Explique o que aconteceu.

Objetivo neste item: fazer com que o0 aluno perceba que, dadas trés medidas, nem

sempre € possivel construir um triangulo cujos lados tenham essas medidas.
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Analise do ponto de vista didatico

Com sete varetas existem 35 combinagdes possiveis (de 7 objetos 3 a 3), de que
resultar&o 3 tridngulos retangulos, 10 obtusangulos e 3 acutangulos; 19 ndo formarédo

triangulo.

N&0 se espera que o aluno tente todas as combinacbes, mas sim que, da
experimentacao, resultem elementos para obtencéo das respostas solicitadas.

Material didatico empregado (fotos no anexo V)

o Conjuntos de varetas confeccionadas a partir de palitos de madeira (usados para

algodéo-doce), graduados com unidade de aproximadamente 2 cm.

o Conjunto de varetas com dimensbes ampliadas para uso eventual na aplicagdo da

sequéncia, se necessario, a fim de esclarecer possiveis dividas.
(1) a) Escreva asternas com as gquais VOcé nao conseguiu formar triangulo.

b) Vocé é capaz de escrever, com suas palavras, 0 que precisa acontecer para
que exista triangulo? Que relacéo deve haver entre essas trés medidas?

Objetivo neste item: chegar a forma da condicdo de existéncia de triangulo.
Andlise do ponto de vista didético
O auno podera apresentar algumas das 19 possibilidades para as quais ndo existe
triangulo e, a partir disso, perceber a condicao de existéncia de tridngulo.
(111) Agora, sdo dadas as ternas, sem as varetas:
(8, 10, 8), (5,5,5), (0,8; 1,5; 2,3), (2,5; 4,5; 3,5) e(4,3; 5,2; 9,8)
a) Com quais dessas ternas é possivel construir triangulos?

b) Agora é sua vezl Invente trés ternas com as quais vocé pode construir

triangulos e trésternas “ que ndo vao dar certo” .

Objetivo neste item: descontextualizagdo da condicdo de existéncia de triangulo.

Andlise do ponto de vista didatico

Algumas das ternas dadas apresentam numeros decimais, para permitir ao aluno
entender que a condicdo de existéncia de tridngulo vale também para medidas expressas
por esse tipo de numero. Neste estagio sera feita a institucionalizagdo da condicéo de
existéncia de triangulo.
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Aplicacdo e andlise dos resultados relativos a Atividade 1

Para a Atividade 1-1, cada dupla recebeu a folha de questdes e um jogo de sete
varetas graduadas, acondicionadas em canudo de PVC rigido. Os aunos deveriam
formar tridngulos e, a seguir, escrever as ternas correspondentes. A primeira divida
referiaase a0 significado de “ternd’; apds o esclarecimento da mesma, os aunos
iniciaram o trabalho. Observou-se iniciamente a seguinte estratégia das duplas. a
utilizacdo de trés varetas maiores e, depois, de trés menores, resultando em apenas dois
triangulos. Um aluno observou que, usando uma mesma vareta poderiam ser formados
“muitos’ triangulos e um outro indagou sobre o nimero total de tridngulos. Para ndo
comprometer o resultado da atividade a resposta dada foi a seguinte: “Existem 35
maneiras diferentes de combinar essas varetas’. As duplas empenharam-se, a partir dai,

em conseguir algumas dessas combinagoes.

Levando-se em conta que, das 35 combinagdes, 16 resultariam em triangulo,
elaborou-se 0 seguinte quadro, parailustrar o desempenho dos alunos (Nt representa o

numero de ternas obtidas, formando triangul os):

O<Nt<5 5<Nt<10 10<Nt<16

N° de duplas 2 10 7

Quanto a possibilidade de sempre existir tridngulo, quinze duplas concluiram que
nem sempre isso € possivel, trés duplas responderam que “sim, sempre é possivel” e
apenas uma dupla deixou o item em branco.

Para agilizar a realizagéo da atividade, quando se verificou que a maioria das
duplas ja havia terminado, distribuiu-se a segunda folha, contendo os itens Il e I11. Os
alunos completaram ent&o o item lla, e as trés duplas que haviam respondido “sim”
perceberam o erro e tentaram novas combinagoes.

Quanto as ternas que ndo permitiam a formagao de triangulos, solicitadas no item

Ila, o resultado foi 0 seguinte (Nnt indica o nimero de ternas para este caso):

O<Nnt<5 5<Nnt<10 10< Nnt< 19

N° de duplas 8 7 4
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A partir da anadlise é possivel concluir que o objetivo da Atividade 1-1 foi
satisfatoriamente atingido, isto €, os alunos perceberam que, com trés medidas dadas,

nem sempre € possivel construir um trigngulo cujos lados tenham essas medidas.

Na sessio realizada em 15 de setembro de 1999, 4° feira, deu-se prosseguimento
aAtividade 1-11, com a presenca de 39 alunos. Formaram-se 18 duplas e um trio.

Houve muita dificuldade na redacéo das respostas para o item Ilb. Construiu-se
uma tabela no quadro-negro com duas colunas, com os dizeres: “triangulo” e “nédo
triangulo”. Solicitou-se aos grupos que descrevessem as ternas encontradas para cada
caso; desse modo, a tabela foi preenchida com vérias ternas. A atencdo dos alunos
voltou-se, entdo, para asternas (3, 12, 15) e (4, 5, 9). Perceberam que o maior nimero €
a soma dos outros dois. Pediu-se que observassem as outras ternas do tipo ndo triangulo
para decidir se, também para elas, a mesma relacdo permanecia verdadeira. A seguir,
discutiram-se os resultados. Alguns alunos chegaram a conclusdo que, “se 0 maior lado
for igual ou maior a soma dos outros dois, ndo havera tridangulo”. Contra-argumentou-se
dizendo aos alunos. “No caso de umaterna do tipo (5, 5, 5) ndo existe maior lado”. Os
alunos reformularam a resposta, substituindo “maior lado” por “base’. Replicou-se,
fazendo uma rotagéo do tridngulo, de modo que outro lado se tornasse base. A partir dai
ndo houve mais intervencao; os alunos prosseguiram discutindo em grupo e passaram ao

item I11. Analisando-se sua producéo, obteve-se o seguinte:

a) Oito grupos apresentaram respostas satisfatérias, demonstrando compreender
a condicéo. Exemplos de respostas:

Grupo F: “Para exigtir trigangulo a soma das medidas de dois dos trés lados deve

ser maior que a medida do outro lado”.

Grupo G: “Quando houver triangulo, 0 maior lado sera menor do que 0s outros
dois somados e quando ndo houver tridngulo o maior lado serdigual ou maior do que os
outros dois somados”.

b) Quatro grupos redigiram de modo menos rigoroso. Exemplos:

Grupo C: “Quando somadas, as duas partes menores devem resultar em um

niimero maior que a 3% parte”.

Grupo L: “Porgue sempre tem de ficar 2 varetas somadas maior que uma, como

(15, 10, 7), se a soma de duas fica menor ou igual, ndo da para formar triangulo.”
C) Sete grupos Ndo conseguiram expressar-se adequadamente. Exemplos:
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Grupo B: “Paracriar triangulo tem de dar asoma’.
Grupo K: “Quando 0 niUmero maior € menor que 0s outros nUmeros”.

Grupo P: “Para cada triangulo tem que haver medidas certas. Como se as ternas
‘for menor’ em seus nimeros serdo sempre triangulos supondo (3, 4,5) 5<3+ 40
nimero tem de ser menor que 3 + 4 e assim por adiante / se 0s NUMeros iguais ou

maiores nunca’.

Grupo Q: “Para existir triangulo tem de usar a soma, porque cada lado é menor

do que o outro”.

No item Illa, a escolha de nUmeros decimais em algumas ternas provocou erros
no resultado da soma, 0 que criou uma oportunidade para reinvestir nesse tipo de
célculo. Como foi comentado anteriormente, a utilizag&o freguente de nUmeros inteiros
pode provocar “obstéculo didatico”, pois 0 aluno se habitua a trabalhar somente com

esse tipo de nimero.

Embora a redagdo da condi¢cdo de existéncia de triangulo tenha ocasionado
dificuldade para os alunos no item I11b, em que € solicitada a criagdo de ternas, apenas a
dupla B apresentou a questédo em branco. Doze grupos exemplificaram corretamente os
dois casos. Seis duplas exemplificaram corretamente o caso da existéncia de triangulo,

mas N&o conseguiram exibir ternas n&o correspondentes a triangul os.

Em resumo, apesar de a maioria ter conjeturado a condicdo de existéncia de
triangulo, apenas oito duplas conseguiram redigi-la satisfatoriamente, resultado que
parece estar mais relacionado a conversao para o registro discursivo e ndo ao raciocinio

efetuado. A ingtitucionaizag&o ocorreu na sessdo seguinte, conforme relato na pagina 120.

Atividade 2 (composta de duas etapas, | ell)
Objetivo: preparacdo para evidenciar o cardter necessario e suficiente do
Teorema de Pitagoras.
(I Considerando as varetas da Atividade 1.
a) Voceé construiu que tipo de triangulo? Acutangulo, retangulo, obtusangul 0?

b) Quais as ternas correspondentes aos triangulos retangulos que vocé

construiu?
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¢) Comquais varetas se pode fazer umtriangulo retangulo de hipotenusa GH?

d) Com quais varetas se pode fazer um triangulo retangulo de catetos AB e
CD?

e) Usando a condicdo de existéncia de tridngulo, vocé consegue “ prever” se o

tridngulo sera retangulo ou ndo?

Objetivo neste item: Fazer o aluno perceber que a condicdo de existéncia de

triangulo é insuficiente para garantir a possibilidade de construgdo de um triangulo

retangulo.

(1) Os antigos egipcios, para construir angulos retos, utilizavam cordas com

nos, da seguinte maneira:

E o chamado “esquadro egipcio”. Eles ja sabiam que o triangulo de lados
medindo 3, 4 e 5 éretangulo.

a) Sera que o angulo reto surge do fato de a terna ser formada por nimeros
naturais consecutivos? Para verificar isso, desenhe, utilizando régua e compasso,
triangul os cujos lados tenham como medidas namer os consecutivos. Por exemplo: (2 ,3,
4),(4,5,6),(6,7,8),(1,273).

b) A que conclusio vocé chegou?

c) Desenhe, agora, tridngulos a partir das terna (6, 8, 10), (5, 12, 13), (9, 12,

15). Esses triangulos sdo retangul os?
d) Resuma as conclusdes a que vocé chegou emb) e c).

~

Objetivo neste item: Salientar a necessidade de uma relagcdo “mais forte” que a

condic¢do de existéncia de triangulo.

Analise do ponto de vista didatico

Aqui se utiliza a histéria da Matemética como contribui¢cdo ao processo ensino-

aprendizagem.
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O item la pressupde como conhecimento disponivel a “classificacdo de
triangulos quanto aos angulos’, e o item llc, a construcéo de triangulos com régua e

compasso, dadas as medidas dos trés lados.

No item lla, a inclusdo da terna (1, 2, 3) devera reforcar a importancia da
condic¢do de existéncia de triangulo.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 2

No dia 16 de setembro del999, quinta-feira, pensava-se iniciar a aplicacéo da
Atividade 2, entretanto a escola havia programado para a data uma atividade optativa
extraclasse. Em vista disso, catorze alunos faltaram as aulas (cerca de 35%), apesar da
previsdo fornecida pela secretaria de somente trés auséncias. Iniciamente, os alunos
receberam as atividades anteriores comentadas, argliiram sobre dividas quanto a
correcdo efetuada no trabalho e, a seguir, foi feita a institucionalizagéo da condicéo de
existéncia de triangulo. Esta seria reapresentada na aula seguinte, para que nenhum

aluno ficasse prejudicado.

Na segunda-feira 20 de setembro, apds a retomada da institucionalizagdo, os 33
alunos presentes receberam a folha correspondente a Atividade 2 (item ). A dupla do
Grupo | estava ausente e os Grupos B, G, H e L contavam apenas com um dos
elementos, os quais discutiram as questfes em duplas mas entregaram as conclusdes em
nome dos grupos originais. Desse modo, os 18 grupos iniciais permaneciam
representados, uma vez que estava sendo feita uma avaliagdo por grupo, a qual poderia

servir dereferencia para anota bimestral dos alunos.

Alguns alunos apresentaram dificuldade em decidir sobre a classificagdo dos
tridngulos em acutangul os, reténgul os ou obtusangulos, apesar de esse topico constar da
Atividade 0. Percebeu-se que o ponto fraco era a classificacdo dos angulos, retos,
agudos ou obtusos. Ap6s uma analogia, ndo rigorosa, com angulos formados pelos
ponteiros de um reldgio, respectivamente as 9h, 8h50 e 9h05, as duvidas aparentemente

se dissiparam.

Como ja comentado anteriormente, o item Ic: “Com quais varetas se pode fazer
um triangulo retangulo de hipotenusa GH?" foi alterado para “Com quais varetas se
pode fazer um triangulo retangulo de hipotenusa GH e um cateto 1J?”. Foi ainda

inserido outro item “ E se for: hipotenusa MN e um cateto 1J?” Essas modificacOes
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foram feitas com o objetivo de enfatizar que, no triangulo reténgulo, dadas duas

medidas, a do terceiro lado fica univocamente determinada.

As folhas relativas a primeira parte foram recolhidas, pois se desgava
examinar as respostas dadas anteriormente a interferéncia docente. Utilizando-se as
varetas, foi feita a discussdo e, diante de exemplos (ternas obedecendo a condicéo de
existéncia de tridngulos e resultando em triangulos retangulos) e contra-exemplos
(ternas obedecendo a referida condicéo, porém resultando em triangul os acutangul os ou
obtusangulos), os alunos concluiram que somente com a condi¢do de existéncia de

tridngulo ndo é possivel prever se 0 mesmo serd reténgulo.

Solicitava-se, no item Il, a construcdo de triangulos com régua e compasso.
Detectou-se que a dificuldade de alguns alunos para resolver as questdes ndo se situava
na construgdo propriamente dita e, sim, no uso da régua para medir segmentos. Foi
necessario explicar detalhadamente o manuseio da mesma. A direcéo da escola colocou
a disposicdo dos aunos vinte compassos, pois somente uma minoria possuia o

instrumento. Os resultados obtidos ser&o relatados a seguir:

No item la, oito grupos apresentaram trés exemplos, um de tridngulo retangulo,
um de acutangulo e um de obtusangulo; os outros dez grupos exibiram corretamente
exemplos de ternas correspondentes a triangulos acutangulos, porém, destes, sete ndo
apresentaram exemplos corretos para triangulo obtusangulo. Talvez a dificuldade no
reconhecimento desse tipo de tridngulo se deva ao fato de, na maioria das vezes, o
objeto tridngulo vir representado por um tridngulo acuténgulo. Essa € apenas uma
hipétese, que precisaria ser apurada com rigor. Quanto a questdo Ib, 17 grupos
apresentaram exemplos de ternas relativas a tridngulos retangulos, sendo que em 11

grupos figurou aterna (3, 4, 5).

O quadro resume os resultados para as demais questes desse item:

Atividade 2 Acertos Erros Em branco
Questéo Ic 10 8 -
Questso Id 16 1 1
Questdo le 15 2 1
Questéo If 8 (resposta N&o) 7 (resposta Sim) 3
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Como se pode observar, apenas oito grupos concluiram que a condicéo de
existéncia de triangulo seria insuficiente para garantir o trigngulo retangulo. A causa
paraisso pode ter sido a falta de significado para o aluno da classificagdo de tridngulos
ou o desconhecimento do sentido da palavra“ prever”.

Exemplos de respostas incorretas:

Grupo J. “Sim (consegue prever) porgque (9, 13, 15) 15 < 9 + 13. Em todo

triangulo, a medida de cada lado € menor que a soma das outras duas’.

Grupo R: “Sim, porque dada as medidas vocé ja perceberd. Porque a medida

maior tem de ser menor do que as outras duas medidas somadas juntas’.

Somente durante posterior discussao 0s alunos conseguiram chegar a conclusio

correta.

No que se refere as questdes do item 11, sobre arelacdo entre ternas de nimeros

consecutivos e triangul o retangul o, a distribuicdo de respostas dos alunos foi a seguinte:

Respostas Respostas Em branco
corretas incorretas
N° de duplas 13 2 3

Sete duplas observaram que a terna (1, 2, 3) ndo obedece a condicdo de
existéncia de tridngulo.Analisando o quadro acima, € possivel concluir que este item

ndo ofereceu dificuldade para os alunos.

Atividade 3
Objetivo: chegar aformado Teorema de Pitagoras.

Nao sendo a condicdo de existéncia de triangulo suficiente para garantir que o
triangulo segja retangulo, entdo qual relacdo deve existir entre as medidas dos lados

para que isso acontega?

Voltando a terna egipcia (3, 4, 5), construa quadrados sobre os catetos e sobre

a hipotenusa do triangulo, como mostra a figura:
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a) Calcule a area de cada quadrado.

b) Faca 0 mesmo para as ternas do
item c) da Atividade 2, isto &, (6 8,10), (5, 12,
13) e (9, 12, 15).

c) Preencha atabela seguinte:

Area dos quadrados
Catetob Catetoc Hipot. a Q1 Q2 Q3
3 4 5 9 16 25
6 8 10 36 64 100
5 12 13 25 144 169
9 12 15 8l 144 225

(A tabela encontra-se, neste trabalho, preenchida paramelhor ilustrar a
escolha das variaveis didéticas.)
d) Compare as areas de Q1 e Q2 com a de Q3. O que vocé observou? Tente
escrever uma relacéo entre elas. Deduza uma relacgéo entre os lados do triangulo.

€) Serd que essa relacdo vale para qualquer tridangulo? Experimente usa-la

para ternas correspondentes a triangul os acutangul os ou obtusangul os.

Analise do ponto de vista didatico

Evitou-se solicitar o calculo da soma das éreas de Q1 e Q2, pois neste caso seria

subtraida do auno a oportunidade de exercitar a capacidade de observagdo e reflexao.

Aplicacdo e andlise dos resultados relativos a Atividade 3

No dia 21 de setembro de 1999, contou-se com 38 alunos, formando 19 duplas.
Foi feita, primeiramente, a discusséo de algumas respostas apresentadas pelos alunos na

Atividade 2 e uma sintese da mesma. Iniciou-se, entdo, a aplicagdo da Atividade 3. Foi
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preciso fazer uma revisao do célculo de area de quadrado, pois muitos alunos ndo mais

se lembravam como efetué-1o, apesar de esse tépico constar da Atividade 0.

Surgiram muitas perguntas a respeito do preenchimento da tabela. Esclareceu-se
que, na primeira coluna, Q1, deveria ser colocado o valor da area do quadrado de lado
3; abaixo, a érea do quadrado de lado 6 e assim por diante. Analogamente para as
colunas Q2 e Q3. Observando-se as duplas, foi possivel perceber que chegavam com
relativa facilidade & seguinte conclusio: “Area de Q1 somada com a de Q2 resulta em
Q3”, isto é, aformado Teorema de Pitadgoras no quadro geométrico. O horério da classe
na terca-feira, 2% e 4° aulas, possibilitou efetuar a andlise das respostas apresentadas
pelos alunos (no horério da 32 aula) antes da aplicacdo da Atividade 4. Verificou-se que,
apesar de a conclusdo sobre as &reas dos quadrados estar correta, os alunos nao
obtiveram éxito quando solicitados a deduzir uma relagdo entre os lados do triangulo. O

quadro ilustra a constatagao:

Resp. correta Resp. incorreta Em branco

Atividade 3d 18 1 -
Q1+Q2=Q3 14 4 1
Hipot.? = cat.? + cat.? 4 - 15

A partir do quadro numérico (tabela), os alunos concluiram, com éxito, a forma
do Teorema de Pitagoras no quadro geométrico. Entretanto, na passagem para o quadro
algébrico o indice de sucesso foi bastante baixo. Tudo indica que, a partir da area, é
mais dificil para o estudante chegar ao valor do lado do quadrado, fato que se observou
também na Atividade 11, como seré visto mais adiante.

Julgou-se conveniente ndo efetuar a sintese dos principais resultados da
Atividade 3 para os alunos antes da aplicacéo da Atividade 4. Desgjava-se investigar se
eles conseguiriam chegar a forma agébrica apds a operacéo de reconfiguracdo. A

segunda parte da sess3o realizou-se, apds ajanela, na4® aula.

Atividade 4

Objetivo: descontextualizacdo do Teorema de Pitégoras.
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Verificamos para alguns triangulos cujos lados tinham como medidas nimeros
inteiros que, para dar origem a um triangulo retangulo, uma relacdo deveria ocorrer
entre essas medidas. Mas, no caso de medidas quaisquer dadas por nUmeros nao

inteiros, seré que ela vai continuar valendo?

a) Desenhe e recorte um triangulo retangulo qualquer. A seguir, recorte

mais 7 triangulos “ idénticos” a esse. Nao se preocupe em medir os lados.

b) Desenhe e recorte agora:
. um gquadrado de lado a (pinte de amarelo); .
b
. um gquadrado de lado b (pinte de verde);
i I

. um quadrado de lado ¢ (pinte de azul) c

C) Como se fosse um quebra-cabecas, monte:

. um “ quadraddo” usando 4 triangulos e o quadrado amarelo, isto &, o
quadrado de lado a.

. outro “ quadraddo” usando 4 triangulos e os quadrados verde e azul,
respectivamente de lados b e c.

d) Se retirarmos de cada “ quadradéo” os 4 triangulos, qual a area da
figura que sobra?

€) Que se pode dizer, entdo, das areas das figuras restantes em cada

“guadraddo” ? Isto &, que relacéo existe entre elas? Que relacéo existe entre os lados

do triangulo?

Andlise do ponto de vista didatico

A opcéo pela demonstragdo hindu (de n° 8 neste trabalho) se deve a andise
cognitiva das demonstracdes, previamente efetuada. Trata-se de uma demonstracéo com
visibilidade favoravel para a aplicacéo da operacdo de reconfiguracdo. Além disso, ela
permite, posteriormente, justificativas mais rigorosas, por meio da mudanca para o

quadro a gébrico e da utilizagdo da congruéncia de triangul os.

Material didatico (fotosno anexo V)

. Cartolina e tesoura para o recorte das figuras, na realizacéo da atividade.
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. Para a institucionalizagdo do Teorema, as figuras coloridas foram feitas
de plastico, com ima no verso, 0 que as permitiria aderir a uma placa metdlica de f&cil
transporte. A idéiafoi inspirada nos antigos flanel 6grafos.

Aplicacdo e andlise dos resultados relativos a Atividade 4

Ao ser criada a Atividade 4, aintencéo era deixar a cargo dos alunos o desenho e
recorte das figuras a partir de cartolinas coloridas, que seriam distribuidas em sala.
Porém, a escassez de tesouras seria um impedimento para o éxito da atividade. A
solugdo encontrada para contornar essa realidade foi confeccionar 20 kits (né&o
idénticos), cada um contendo oito tridngulos retangulos congruentes, de cartolina
branca, um guadrado de cartolina amarela, um verde e um azul, obedecendo aos

requisitos estipulados nos itens 4a e 4b.

Entretanto, apresentando para 0 aluno os kits prontos, corria-se o risco de que ele
ndo percebesse os detahes de construcdo das referidas figuras. Uma solugéo
intermedidria foi encontrada. Pediu-se aos alunos que lessem atentamente 4a e 4b. A
seguir, em sala de aula foi recortado um triangulo reténgulo de cartolina branca e foram
confeccionados os quadrados de cores respectivamente amarela, verde e azul. A classe
participava respondendo a perguntas do tipo: “Como deve ser o tamanho do lado do
guadrado amarel0?... do verde?... do azul ?’

Foram distribuidos os kits, e as duplas passaram a realizar as reconfiguragoes.
Observou-se que algumas duplas efetuavam as reconfiguracdes com bastante rapidez e,

0 mais interessante, apareceram reconfiguracbes de dois tipos, para a fig.2 da

demonstracao.
Para facilitar a leitura dos
resultados, serd adotada a seguinte
/ convengdo: tipo V — o0s quadrados
apresentam um veértice comum; e tipo L —
— — os quadrados apresentam lados contiguos.

A reconfiguragdo tipo L, lembrando Padilla, apresenta o obstéculo do
desdobramento de objetos no que se refere aos lados dos quadrados, portanto, mais

dificil de ser percebida.
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Percorreu-se a sala de aula assinalando no canto superior de cada folha impressa
o tipo de reconfiguracdo (V ou L) usado pela dupla, sugerindo-se que, a seguir, 0s
alunos desmanchassem a reconfiguracdo. Desse modo, o0 reagrupamento de uma dupla

nado interferiria nas decisdes das duplas vizinhas.

Para comentar o item 4c foram utilizadas as figuras com imas, que aderiam ao
quadro metdlico, conforme descricdo feita na andlise a priori da atividade no item
Material didético. O material se mostrou bastante atil e prético, facilitando uma

visualizagdo mais dinamica da operacdo de reconfiguracao.

A questdo 4d gerou muitas dividas. Foi necessario intervir perguntando aos
alunos: “O que se pode dizer das éreas dos ‘quadraddes ?’ (resposta dos alunos: “As
areas sdo iguais’). Reiterou-se: “Observem que os quatro triangulos, retirados de cada

‘quadraddo’, sdo idénticos. Entéo, estamos retirando &reasiguais de éreas iguais.”

A partir disso, as duplas concluiram que: “A area do quadrado amarelo éigua a
soma da area do quadrado verde com a do quadrado azul”. Chamou-se a atencéo dos
alunos que, por se tratar de tridngulo retangulo, apesar de os kits ndo serem idénticos
quanto as medidas dos catetos e da hipotenusa, a relacdo entre as medidas continua
vélida, independentemente de serem nimeros inteiros ou ndo.

Entretanto, persistiu a dificuldade detectada por ocasido da Atividade 3. o
estabelecimento da relacdo entre os lados do triangulo. As tabelas traduzem os

resultados obtidos:

Tipo L Tipo V N&o efetuaram
5 10 4
Resposta Respostas Em branco
corretas incorretas
Atividade 4d 16 3 —
Atividade 4e 7 7 5

Comparando-se os resultados obtidos na Atividade 3 e na 4, relativamente ao
estabel ecimento da igualdade pitagoérica, observa-se um aumento no nimero de acertos
(de 4 para 7) e uma diminuicéo consideravel de questbes em branco (de 15 para 5), o

gue atesta alguma motivagdo em tentar uma resposta.
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O erro mais frequente encontrado no item 4e foi: a = b + ¢ (cinco duplas).
Poderiater sido decorrente da necessidade de “conversdo” do registro discursivo para o
registro algébrico? Ou o desconhecimento do conceito de area? Segundo Duval (1995),
0 ensino tradicional da Matematica privilegia a aprendizagem dos algoritmos, porém da
pouca ou nenhuma importancia a conversdo das representagdes de um registro para

outro.
Algumas respostas encontradas parecem confirmar essas interpretacoes.
Grupo G: “a=b + c=aareado quadrado amarelo éigual asomadebec.”

Grupo L: “Setirarmos aéreade a, b e c e somarmos b e ¢, que s& menores, vai
ficarigual a0 a”

A previsdo expressa na andlise a priori, quanto a visibilidade para a operagéo de
reconfiguracdo, confirmou-se. Os alunos perceberam que, para formar os “cantos’ do
guadradao, deveriam usar 0 angulo reto de cada triangulo. Desse modo, apesar de a
figura 1 ser um reagrupamento ndo convexo dos quatro triangul os, o contorno favoravel
compensou a modificacdo posicional (rotacdo), facilitando “ver” alocalizagdo adequada
do quadrado.

Atividade5
Objetivo: comprovar o resultado anterior, al gebricamente, com mais rigor.

a) Escreva a &rea do “quadraddo” da Fig. 1 em fungdo das areas do

quadrado nele contido e dos 4 triangul os.
b) Faca o mesmo para a Fig. 2.

C) Que relacdo matematica existe entre as areas dos “ quadradbes’ das

figuras 1 e 2? Deduza umarelacéo entrea, b ec.
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Andlise do ponto de vista didatico

Como enfatizam os PCNs, € necessario que as observacdes do material
concreto sejam elementos desencadeadores de conjeturas e processos que levem
asjustificativas mais formais. Com esta atividade torna-se possivel reinvestir em
topicos que deveriam fazer parte dos conhecimentos disponiveis do aluno e, ao

mesmo tempo, evidenciar aimportancia de um tratamento mais rigoroso.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 5

Compareceram, no dia 22 de setembro de 1999, quarta-feira, 35 aunos. O
mesmo procedimento usado em sessdes anteriores foi mantido: quatro alunos, cujos
parceiros haviam faltado, discutiram em dupla, porém efetuaram as conclusdes

representando 0s grupos originais.

Em primeiro lugar, foram feitas discusséo e sintese das Atividades 3 e 4. Por
meio de intenso didlogo, os alunos foram paulatinamente percebendo os erros na
resolucdo das referidas atividades. Observou-se, entdo, que a maior dificuldade
localizava-se no célculo das areas dos quadrados, a partir dos dados literais a, b e c. Os
alunos respondiam prontamente, por exemplo, que a area de um quadrado de lado
medindo 5 vale 25, mas ndo conseguiam concluir que a area de um quadrado de lado, a,

é a’. Esse fato deixa transparecer que os alunos ndo percebem a potenciagdo como
multiplicagdo de fatores iguais entre si, pelo menos quando um ndmero esti

representado literalmente, isto &, na passagem da Aritmética paraa Algebra.

Iniciou-se, apos essas preliminares, a aplicacdo da Atividade 5. Notou-se grande
dificuldade da turma relativamente a compreensdo do enunciado. Normalmente, o
ensino ndo favorece a interpretacdo e a compreensdo de enunciados matematicos,
possivelmente em consequéncia de os problemas oferecerem os dados, freqlientemente,
apenas no registro de figuras. Foi preciso fazer com gue os alunos percebessem que o
primeiro “quadraddo” é formado de quatro tridangulos mais o quadrado de lado a.
Arguidos sobre a area de cada triangulo, a principio, muitos ndo mais se lembravam da
formula. Apds ser retomado o mesmo exercicio da Atividade 0, responderam

prontamente % . Mas, como representar al gebricamente as areas dos quatro triangulos?

A idéa inicia dos aunos foi escrever uma soma de quatro parcelas iguas a E

Utilizando-se exemplos numeéricos, os aunos chegaram a conclusao de que seriamais fécil
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transformar a adicdo em multiplicacdo por meio de %bc Evitou-se interferir na

resolucdo do item b, que foi deixado inteiramente a cargo dos alunos. Em contrapartida,
o0 item ¢ provocou muitas davidas quanto a interpretacdo do enunciado. Lembrou-se a
eles que seria preciso utilizar os itens a e b para estabelecer a relagdo matematica
solicitada. Em decorréncia do contrato usual mente utilizado, o aluno ndo parece estar
habituado a traba har com itens concatenados entre si.

Como mostra a tabelaa, dez grupos chegaram & igualdade:
2bc+a? = 2bc+b? +¢? (*). Destes, apenas cinco perceberam a possibilidade de
simplificacdo dos termos semelhantes, o que evidencia a dificuldade em efetuarem
tratamentos al gébricos. Trés grupos expressaram a igual dade acima discursivamente.

GruposA elL: “Aséreassdoiguas’.

Grupo T: “O item a é matematicamente igual ao b”.

(Pode parecer estranho que tenha existido um grupo com a denominagéo T,

vigésimaletra, umavez que o nimero de grupos era dezenove; € que os alunos do grupo

M solicitaram mudanca de letra.)

Acertos Erros Em branco
Atividade 5b 15 4 -
Igualdade (*) 10 3 3

No dia 23 de setembro de 1999, quinta-feira, com a presenca de 36 alunos, apds
0s comentarios sobre os resultados observados na Atividade 5, foi feita a sintese da
mesma. Aproveitou-se 0 ensgjo para introduzir o reciproco do Teorema de Pitagoras,

embora a demonstragdo do mesmo ndo tenha sido feita.

Para utilizar o tempo restante da aula e complementar os comentarios anteriores,
foi distribuida a folha correspondente a Atividade 6, para que os alunos iniciassem

imediatamente a discussdo da mesma.

A partir da Atividade 6 e subseglientes, por meio de variaveis didaticas
adegquadamente escolhidas, esperava-se testar as hipoteses desta pesquisa e, também,

tentar suprir as falhas detectadas no questionario.
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Atividade 6

Objetivo: levar o auno a perceber que dados relativos a dois lados de um

triangul o retangul o sdo suficientes para obter o terceiro.

Agora vocé ja sabe que, em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da
medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Esse
teorema ja era conhecido pelos babilonios e egipcios, mas foram os pitagoricos 0s

primeiros a demonstréa-lo rigorosamente. Dai 0 nome Teorema de Pitagoras.

a) Expligque, com suas palavras, qual a vantagem de saber o Teorema de
Pitagoras no que se refere a resolucéo de problemas envolvendo triangul os retéangulos.
Em outras palavras, o que ele permite calcular e o que deve ser dado, para isso, no

problema.

b) Invente quatro exemplos de problemas em cujas resolucdes vocé utiliza o
Teorema de Pitagoras.

Analise do ponto de vista didatico

Nesta etapa, 0 Teorema € ingtitucionalizado e se almeja que passe a fazer parte
das ferramentas explicitas disponiveis para a resolucéo de problemas, visando uma
recontextualizacdo do saber.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 6

Prosseguindo com a Atividade 6 em 27 de setembro de 1999, contou-se com a
presenca de 36 alunos. As duplas trabalharam sem interferéncia, pois se desgava

averiguar em gue nivel os objetivos seriam ou ndo atingidos.

Examinando as respostas, foi possivel constatar que sete duplas conseguiram
perceber alguma vantagem em saber o Teorema de Pitégoras; destas, quatro se referiram
na verdade ao reciproco. Sete grupos deixaram a questdo em branco e trés apenas

enunciaram o Teorema. Algumas respostas a essa pergunta:

Grupo E: “Permite calcular se um tridngulo é retangulo ou ndo, sua vantagem é
saber qual o valor do lado desconhecido de um triéngulo retangulo. Para isso devemos

saber o valor de doislados do triangulo”.

Grupo G: “Serve para determinar se o triangulo é retangulo e achar o valor de x

quando sb se tem umaincognita’.
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Grupo O: “Permite determinar se o tridngulo é retngulo ou ndo. Com o teorema

apenas dois dados sdo suficientes para formar triangul os.”

Grupo R: “Ele prevé claramente quando vai dar trigngulo retangulo. Devem ser

dadas as medidas da hipotenusa e dos catetos’.
Outras duplas ainda tentaram se expressar, sem muito éxito. Exemplo:

Grupo L: “Podemos calcular 0s numeros corretos para saber o valor da

hipotenusa’.

A fim de facilitar a andise dos resultados obtidos no item b, estabeleceu-se a
seguinte convencdo: H — problemas criados pelos alunos, nos quais eram dadas as
medidas dos catetos e solicitada a medida da hipotenusa; C — problemas pedindo a

medida de um cateto dadas as medidas da hipotenusa e do outro cateto.

Enunciados Resolucdes
Corretas | Incorretas | Em branco
TipoH 41 problemas 34 4 3
Tipo C 22 problemas 11 7 4
Reciproco | 2 problemas 1 - 1

Do total de 65 problemas criados pelos aunos, 63% correspondem ao tipo H,
22% a0 tipo C e apenas 2% utilizam o reciproco. Exemplos:

Grupo G: “Quanto vale a hipotenusa, sendo que os catetos medem 15 e 10”.

Grupo N: “Descubra o valor de x” (nafigura dada, x aparece como hipotenusa e

as medidas dos catetos sdo respectivamente 23 e 24).

Grupo K: (usando somente o registro de figuras) Medida da hipotenusa = 16 e de
um cateto = 10.

Grupo F: “Ache o valor desconhecido do cateto” (no registro de figuras: medida

da hipotenusa = 11 e medida de um cateto = 10).
Grupo H: “Dadas as medidas 9, 12 e 15, descubra se é tridngul o retangulo”.

O Grupo | apresentou quatro exemplos de resolucdo nos quais a incognita se

situa no primeiro membro da equagdo, mas sem 0s enunciados correspondentes.
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O desempenho dos adunos por meio dos problemas criados permite supor boa
compreensdo no que se refere ao NUmero minimo de dados para a aplicacd do Teorema,

entretanto, novamente se evidenciou a dificuldade em redigir uma conclusao.
Atividade 7

Objetivo: utilizar a demonstracdo de Euclides para chegar, no quadro

geométrico, a duas relagdes métricas no triangul o retangulo.

Em sua obra Elementos, considerada por muitos historiadores a mais
importante da Geometria de toda a histéria da Matematica, Euclides (300 a.C.)
demonstrou o Teorema de Pitagoras de modo muito diferente. Ele provou que:

l. O quadrado (1), ABFG, tem a mesma area do retangulo BPLD.
. O quadrado (2), AHKC, tem a mesma area do retangulo PCEL.

Como a érea do quadrado BCED é a soma das areas desses retangulos, ele
concluiu que a area de BCED éigual a soma das areas dos quadrados (1) e (2).

H

[2]

a) Chamando: AB = ¢, BC = a, AC = b, BP = m, CP = n, vocé consegue
“traduzir” matematicamente os resultados (1) e (1) acima?
b) “Quando, de um ponto A, se traca a perpendicular a uma reta r, o

ponto A’, interseccao dessa perpendicular com r, € denominado projecéo ortogonal

de A sobre r; para obter a projecdo ortogonal de um segmento sobre uma reta basta
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projetar sobre ela os extremos do segmento.”

C) ‘Usando essa nomenclatura, o gue se pode dizer dos segmentos BP e
CP emrelacdo a reta BC?
C) Como ficam, levando em conta o item c), osresultados (1) e (11)?

Andlise do ponto de vista didatico

Como ja foi analisado no capitulo referente as demonstracdes, a de Euclides
pertence a categoria daquelas pouco visiveis e muito complexas. Apesar disso, esta
atividade, além de colocar 0 aluno em contato com a histéria da Matematica, serve para
introduzir uma proposi¢do importante: “A medida de cada cateto ao quadrado é igua ao
produto da medida da hipotenusa, pela medida da projecdo do cateto sobre a reta

suporte da hipotenusa’.

Assim, parte dessa demonstragdo do Teorema de Pitagoras seria utilizada ou
como primeira abordagem das referidas propriedades (72 série) ou para reinvestir em

topico ja estudado por meio de semelhanga de tridngul os (8° série).

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 7

Em 27 de setembro de 1999, segunda-feira, foram efetuadas discussio e sintese
da Atividade 6, com 33 aunos presentes. Os componentes da dupla C nédo

compareceram; desse modo 18 duplas se encontravam representadas.

Iniciou-se a Atividade 7, que, na integra, provocou duvidas e discussdes. Foi
necessario, em primeiro lugar, ler pausadamente o enunciado. Instigou-se, a seguir, 0s
alunos aidentificar as subfiguras citadasem | e Il. Alguns ndo mais se lembravam como
calcular a area de um retangulo; tornou-se entdo necessario reinvestir nesse topico,
evocando a Atividade 0. Sugeriu-se, entéo, que tentassem colocar, nafigura, os dados c,

am,n.

Percorreu-se a classe para verificar quantas duplas haviam tido sucesso no item
a. Foram dez. Retomou-se a discussdo até que os alunos conseguissem efetuar a
“traducdo” correta de | e Il. Sugeriu-se que lessem com atencéo o enunciado de b. A
principio, era possivel observar que pareciam intimidados com a nomenclatura utilizada.
Explicou-se, no quadro-negro, cada detalhe do enunciado: “Perpendicular a uma reta
dada’, “ ponto de intersecdo de duas retas’, “ projecao ortogona de um ponto sobre uma

reta’, “projecdo ortogonal de um segmento’, por meio de exemplos variados,
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modificando-se a posi¢do de cada figura envolvida. A analogia feita de projegdo com

sombra parece ter auxiliado um pouco na compreensdo do significado da mesma.

Foi concedido, a partir dessas consideragOes, tempo para que as duplas
finalizassem a atividade, respondendo aos itens ¢ e d. Na segunda aula desse dia,
retomou-se o trabalho, agora, para sintese dos resultados. Aproveitou-se a oportunidade
para enfatizar que a mesma propriedade poderia ser demonstrada por outro “caminho”,

por meio de semelhanca de tridngul os, assunto que os alunos ainda desconheciam.

Resumindo-se a andlise dos resultados obtidos, tem-se:

Respostas Respostas | Incompleta Em
corretas incorretas S branco
Atividade 7a 10 4 1 3
Atividade 7c 1 11
Atividade 7d 5 10 2 1

Exemplos de respostas consideradas incompl etas ou parcialmente corretas para o

item c:
Grupo O: “BP e CP sdo a proje¢ado ortogonal sobre a hipotenusaa’.
Grupo S: “BP é aprojecdo do cateto ¢ sobre a hipotenusa’.
Exemplos de respostas incorretas ou ndo pertinentes para o item d:
Grupo F: “m é aprojecéo de ¢ sobre a hipotenusa e n a de b sobre a hipotenusa’.
Grupo I: “A medida do cateto ao quadrado éigual a hipotenusa x cateto”.
Grupo J: “A projecéo do cateto sobre a hipotenusa’.

Como se pode observar, apesar de todos os esforcos empreendidos no sentido de
minimizar as dificuldades por meio de questionamentos com a classe, a taxa de
Insucesso, principalmente nositens c e d, foi muito alta. Evidenciou-se, com frequéncia,
a confusdo entre segmento e medida de segmento. Além disso, muitos alunos ndo
conseguiram, devido a complexidade da reconfiguragcdo, conforme comentério na
analise a priori, destacar as subfiguras pertinentes. Uma interpretacdo para o alto indice

de insucesso poderia ser a quebra de contrato, ocasionada pelo tipo de problema ndo
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habitual, causando nos alunos algum blogqueio e o fato de a quest&o ser muito abstrata

para o nivel dos alunos, envolvendo ainda o conceito de projecéo

Atividade 8

Objetivo: verificar se 0 aluno sabe utilizar o Teorema de Pitagoras dadas as

medidas dos catetos. (utilizagdo da congruéncia enunciado —~ Teorema de Pitagoras).

Calcule MN, no triangulo retangulo em R, dados. MR = 2,4cmeNR = 3,2 cm

E

NQ

I

Analise do ponto de vista matematico

Apesar dos dados do problema serem nimeros decimais, o resultado é

inteiro.

MN =+/16 , assim MN = 4cm

Analise do ponto de vista didatico

As variaveis didéticas escolhidas, ou sgja, denominagéo dos vértices com letras
N0 muito usuais, rotagdo no triangulo e dados em decimais, poderdo eventua mente
trazer dificuldade aos alunos. A congruéncia entre dados do problema e enunciado do
Teorema de Pitagoras devera se constituir num fator favorével para a correta solucéo do

problema.

Aplicacdo e Andlise dos resultados relativos a Atividade 8

A atividade foi aplicada ainda no dia 27 de setembro. Sugeriu-se aos alunos que
traduzissem para a figura os dados contidos no enunciado do problema. Observou-se
uma dupla com a seguinte resolucéo: x? =322 +24% entdo x° =562. Apés a
indagacao: “ Sera que a soma dos quadrados de dois niUmeros € igual ao quadrado de sua
soma? Recordando a Atividade 0, comparem 5° com 22 + 32" 0s alunos constataram o

erro erefizeram a atividade.
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Respostas incorretas

Respostas corretas

2 grupos

Atividade 8 16 grupos
JA se previa um ato indice de acertos para esta atividade, decorrente da

congruéncia entre enunciado e relagdo pitagorica.

Atividade 9

Objetivos:
proporcionar a0 auno exercicio envolvendo o fendbmeno da néo

congruéncia entre o enunciado do problema e o enunciado do Teorema de Pitagoras;
até gue ponto a escolha dos valores inteiros 3 e 4 pode levar a uma

conclusdo falsa, influenciada pelaterna egipcia (3, 4, 5).
Dados YZ = 3cme ZX = 4 cm, calcule XY, sendo o triangulo XYZ retangulo em

Andlise do ponto de vista matematico

Denominando XY =z, tem-se XY = \/7

Andlise do ponto de vista didatico
Os valores 3 e 4 foram escolhidos em fungdo do objetivo visado.

Aplicacdo e anélise dos resultados relativos a Atividade 9
Fez parte da sessdo realizada em 27 de setembro. Para a atividade o resultado

obtido foi o0 seguinte:

Respostas Resposta=5 x2 =7
corretas
Atividade 9 6 10 2
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O efeito da ndo congruéncia e a influéncia da terna egipcia fizeram-se notar,

comprovando as consideracdes feitas na analise apriori.

Atividade 10

Objetivo: colocar 0 aluno numa situagdo que exija descontextualizar o Teorema

de Pitagoras, aplicando-o num problema pratico.

No Papiro do Cairo, que data de 300 a.C., foram encontrados 40 problemas de
Matematica. Um deles é o seguinte: “ Uma escada de 10 cubitos esta com seus pés a 6
cubitos da parede. Que altura a escada alcanca?” (cubito € uma medida antiga de

comprimento; hoje ha o metro, o centimetro etc.)

Andlise do ponto de vista matematico

h* +6° =10
h = 8cm

Andlise do ponto de vista didatico

"Foi utilizada a histéria da Matematica por meio de um problema com dados
numericos simples, 6 e 10, mas cuja resolucdo depende dainterpretacéo do enunciado, a

fim de identificar o Teorema de Pitédgoras como ferramenta de resolucéo.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 10

Em 28 de setembro de 1999, terca-feira, compareceram 33 aunos; a dupla D
ficou sem representante na sessdo. Desse modo, 18 grupos entregaram as resolucoes,
mantendo-se 0 esquema usado nas outras vezes. Apds 0s comentérios sobre os erros
detectados durante a correcdo da Atividades 8 e da 9, passou-se a Atividade 10. A
primeira reacdo dos alunos foi relativa & compreensdo do enunciado; ndo conseguiam

converter o registro discursivo parao registro de figura.
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Por ocasido do teste piloto, essa dificuldade havia sido observada. Como
consequéncia, algumas providéncias foram tomadas. Com auxilio de uma escada em
miniatura, parte de um brinquedo infantil e de dois semiplanos perpendiculares entre si,
formados pelas capas de um caderno, foi possivel fazer com que os aunos
visualizassem a situacdo, percebendo o tridngulo retangulo-chave. A unidade “cubito”
parece ndo ter causado estranheza a maioria dos estudantes. Apenas uma auna fez

perguntas a esse respeito.

Os resultados relativos as Atividades 10, 11 e 12 serdo apresentados em uma
mesma tabela para facilitar eventuais comparacoes.

Caixa de Ferramentas (trata-se de um resumo impresso entregue aos alunos
antes do inicio da Atividade 11)

Quando um mecanico precisa consertar uma maquina ou um marceneiro quer
construir um movel, eles necessitam de algumas ferramentas. Algo semelhante ocorre
quando resolvemos um problema. Mas, as vezes, nem lembramos de algumas

ferramentas que estédo sem uso ha muito tempo.

Vamos abrir esta “ caixa de ferramentas’ e verificar o que existe dentro dela.

Talvez sgja Util para a resolucéo de nossos problemas.
Observacéo

A idéia da caixa de ferramentas (“boite a outils’) foi extraida do manual francés
Pythagore (1992). A caixa tem por objetivo reinvestir em topicos anteriores, que se
constituam em pré-requisitos para determinado assunto. No referido manual, elas
antecedem geralmente um bloco de exercicios, desacompanhadas de qualquer redacéo

explicando seu aparecimento.

Uma sugestéo explicita em cada atividade poderia provocar no auno certa
dependéncia de uma constante ajuda, ocasionando o “efeito Topaze’. Ao contrério
disso, o procedimento da caixa de ferramentas poderia ser justificado por meio do

conceito de “zona de desenvolvimento proximal” (Vygotsky, 1994).
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F1) Asdiagonais de um retangulo tém mesmo comprimento:
D C

AC=DB

A B

Tridngulo equilétero: os trés lados tém mesma medida
Triangulo isosceles: dois lados tém mesma medida.
Tridngulo escaleno: dois lados quaisquer ndo tém mesma medida.

F3)  Areaderetangulo: basexaltura Areadetriangulo; 2o atura

F4)  Num tridngulo isbsceles, mediana, altura
e bissetriz rel ativas a base coincidem.

F5)  Mediatriz de um segmento € a perpendicular ao segmento,
passando pelo ponto meédio.

Se um ponto pertence am, entdo ele €

m .y
equidistante dos extremos do
segmento e, reciprocamente, se é
A T B equidistante dos extremos, entdo esta |

namediatriz.

Atividade 11

a) Umguadrado tem 1 cm de lado. Sua diagonal pode ter como medida um ndmero

inteiro? Justifique sua resposta.

Objetivo neste item: colocar 0 aluno diante do problema da incomensurabilidade

da diagonal em relacéo ao lado do quadrado.
b) Determine a area do quadrado citado no item a).

c) Qual deve ser a medida do lado de um outro quadrado para que sua area sgja o

dobro da area que voceé calculou no item b)?
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Objetivo nos itens b e c: fazer o aluno perceber a relagdo que existe entre o

Teorema de Pitégoras e o problema da duplicacdo do quadrado.

Andlise do ponto de vista matematico

d=+/2cm No quadro geométrico:

Andlise do ponto de vista didatico

E pouco provavel que o aluno mude para 0 quadro geométrico, pois de acordo
com a andlise cognitiva, apesar de a diagonal fazer parte da figura de partida, séo
necessarios cinco tracados suplementares para formar o quadrado sobre a hipotenusa do

triangul o retangul o, que funciona como subfigura.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 11

Usando a caixa de ferramentas, os alunos desenharam uma das diagonais do
quadrado. Entretanto foi preciso intervir, aertando-os de que as repostas a questdo (o
fato de a medida da diagona ser ou ndo nimero inteiro) deveriam ser fundamentadas
matematicamente. Alguns grupos se mostraram inseguros quanto a possibilidade de
aplicacéo do Teorema de Pitagoras na subfigura (tridngulo retangulo). Foi Ihes dito que

“estavam no caminho certo”.

Durante a resolucédo do item b, alguns alunos se surpreenderam com o fato de a
“&rea de um quadrado de lado 1 ser também igua a 1”. Pediu-se que pensassem no

significado da érea e na respectiva unidade de medida. Deste modo perceberam a

diferencaentre 1 cm e 1cm?. Oitemc provocou muitas duvidas e agitacdo na classe.
Os alunos néo tiveram dificuldade em concluir que a nova area deveria ser 2. Porém,
com raras excegdes, Ndo conseguiam prosseguir. Optou-se pela ndo interferéncia, com o

intuito de melhor avaliar-lhes o desempenho.
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Atividade 12

Objetivo: fazer com que o aluno tome conhecimento de uma aplicagdo muito

difundida do Teorema de Pitégoras.

Um pedreiro, quando precisa de um angulo reto, na demarcacéo de um terreno,
utiliza barbante e estacas da seguinte maneira:

80cm
E
F
60 cm
Im
G
a) Como se pode garantir que o triangulo assim construido € retangulo?

Justifique sua resposta matemati camente.

b) Se o0 pedreiro modificar as medidas dos barbantes para: EF = 90cm e
EG = 1,20m, qual deve ser a distancia entre as estacas F e G para que ele tenha a

certeza de haver construido um angulo reto?

Analise do ponto de vista matematico

a) 1m=100cm e 100° =602 +80% logo, o triangulo é retangulo.

b) FG? =90% +120° entio FG=150cmou1l,5m

Analise do ponto de vista didatico

As varidveis didaticas relativas aos dados numéricos e posi¢do do tridngulo ndo
deverdo oferecer grande dificuldade ao aluno, nem de célculo, nem de apreenséo.

Para o0 aluno é interessante saber justificar matematicamente o Teorema em agéo
citado, uma vez que o mesmo € bastante utilizado na prética. Assim, talvez, o Teorema

ganhe maior significado paraele.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 12

As dulvidas restringiram-se a conversdo de metro para centimetro. Durante a
resolucdo do item b, algumas duplas pediram auxilio e constatou-se que, ao colocar 0s
dados na calculadora, esses alunos ou omitiam ou acrescentavam zeros. Pediu-se que

refizessem os calcul os.
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Dois dos quatro erros detectados na 12 b, ocorreram em célculo de poténcias e

dois situaram-se na conversao de unidades de comprimento. A dupla K ndo completou a

resolucdo deste item: X 2 = 22500.

A tabelailustra os resultados obtidos nas Atividades 10, 11 e 12:

Acertos Erros Em branco Incompletas
Atividade 10 13 4 1 —
Atividade 11a 17 1 - -
Atividade 11b 16 1 1 —
Atividade 11c 7 5 6 -
Atividade 12a 15 2 1 -
Atividade 12b 8 4 5 1

Como se pode observar, a 11 c¢ foi a questdo que provocou maior dificuldade.
Uma possivel interpretacdo para o fato, baseada em Duval, seria a ndo congruéncia
entre enunciado do problema e férmula para cdlculo da area de quadrado. Para o aluno,
conforme atesta o indice de sucesso no item b, € mais facil calcular o valor da &rea dada

amedida do lado do que o problemainverso.

Atividade 13

Objetivo: verificar a iniciativa do aluno e desenvolver sua capacidade de
reconhecer a aplicabilidade do Teorema de Pitagoras como ferramenta para resolver o

problema.

a) Num triangulo isdsceles, a base mede 6 cm e cada um dos lados, “iguais’,

mede 5 cm. Calcule a area desse triangulo.

Analise do ponto de vista matematico

5
h =4cm érea:4_'26

area =12cm?
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Andlise do ponto de vista didatico

O problema pode apresentar para o aluno dificuldades quanto a conversao do
enunciado paraafigura, isto &, do registro discursivo para o registro das figuras, devido
a ndo congruéncia, e quanto a apreensdo operatdria, uma vez que ele proprio devera
tracar aalturarelativa a base do tridngulo.

Os dados numeéricos foram escolhidos em fungdo do objetivo colocado, de modo
afacilitar o calculo. A formula da area também ndo devera ser um empecilho para a boa

resolucdo do problema, pois consta da caixa de ferramentas.

b) O retdngulo abaixo tem largura igual a 80 cm e diagonal 100 cm. Quanto
mede 0 seu perimetro?

Objetivo neste item: |dem ao anterior.

Andlise do ponto de vista matematico

Comprimento = 60 cm; perimetro = 280 cm.

Analise do ponto de vista didatico

Valem as consideracOes feitas para o item anterior. Talvez arotagdo do retangulo
sgjaum fator interferindo na visibilidade da apreensdo operatéria.

Aplicacio e andlise dos resultados relativos a Atividade 13

No dia 29 de setembro, quarta-feira, compareceram 35 alunos. A dupla C ficou
sem nenhum representante. Alunos de duas duplas, cujos parceiros estavam ausentes,
formaram nova dupla mas entregaram os trabal hos individualmente, pois nem sempre as
solugdes coincidiam. Assim, o procedimento estabelecido nas sessdes anteriores foi
mantido.
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No decorrer da sintese da Atividade 11, julgou-se conveniente mostrar, no
quadro geométrico, o problema da duplicagcdo do quadrado. Os alunos interessaram-se

bastante durante a discussao.

Os comentarios sobre a Atividade 12, referentes a conversao de unidades, foram
feitos por escrito para cada grupo que apresentou essa duvida.

Iniciou-se a aplicacdo da Atividade 13, item a, que provocou muita indagacéo em
classe. A férmula para o célculo da area de tridngulo constava da caixa de ferramentas,
e a utilizacdo da mesma fazia parte da Atividade 0. Entretanto, alguns alunos, ao notar
gue a medida da altura ndo era dada, ou a substituiam pela medida do lado, ou a
tracavam e comentavam que “faltavam medidas’ no enunciado. Quando solicitados a
observar as ferramentas da caixa, encontraram em F4 a propriedade do tridngulo
isosceles, adequada para solucionar o problema. Perceberam que a altura “cai bem no
meio dabase’ e, a partir disso, conseguiram visualizar o triangulo retangulo, aplicando,

aseguir, o Teoremade Pitégoras.

Embora o calculo de “perimetro” aparecesse na Atividade 0, foi ele a causa de
insucesso para algumas duplas na questdo 13b. Apenas um grupo apresentou erro na
resolucéo da equagdo incompleta do 2° grau. Como houvesse ainda tempo suficiente, os

alunos solicitaram a Atividade 14.
Atividade 14

Objetivo: criar condigdes para que o0 aluno perceba aplicacdo do Teorema de
Pitagoras no calculo da distancia entre dois pontos dados.

A figura representa 0 chdo do péatio de uma escola recoberto por placas
quadradas de 1 m de lado. Renata e Sylvia estdo nos pontos R e S respectivamente.

Quanto mede a “ menor” distancia entre as duas colegas?

® -
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Analise do ponto de vista mateméatico

Resp.: adistanciaé 15 m X
12

Andlise do ponto de vista didatico

Conforme constatagdo feita por meio do questiondrio aplicado
anteriormente, a malha reticulada pode se constituir numa grande dificuldade para
o auno no que se refere a interpretacdo dos dados do problema. Com esta

atividade sera possivel reforcar/confirmar, ou ndo, a hipétese.

Aplicacio e andlise dos resultados relativos a Atividade 14

A primeira providéncia tomada pela maioria das duplas foi ligar os pontosR e S.
Entretanto, ap0s a construcdo, ndo houve progresso. Pediu-se aos alunos que lessem
novamente o enunciado, pois ali se encontravam as informagfes indispensaveis a
solugdo do problema. Perceberam que, “contando quadradinhos na vertical e na
horizontal”, teriam as medidas dos catetos. Oito duplas ndo conseguiram terminar a

atividade. Permitiu-se que o fizessem na sessio seguinte.

A tabela mostra o alto indice de sucesso nas questes, apesar da dificuldade
inicial em identificar a subfigura pertinente. Para melhor compreensdo, seréo adotadas

as seguintes convencdes:

Para a Atividade 13a: T.C. — resolucdes totalmente corretas; A.C. — corretas, até

amedida da altura.

Atividade 13a T.C. A.C. Incorretas Em branco

N° de duplas 15 1 1 1
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Para a 13b: E.P. — erro no célculo do perimetro; E.E. — erro na resolucéo da

equacao.

Atividade 13b T.C. E.P. E.E. Em branco

N° de duplas 14 3 1 1

Para a Atividade 14: C.T.R. — constru¢cdo do triangulo retangulo; M.C. —

determinac&o das medidas dos catetos, M.H. — determinacdo da medida da hipotenusa.

Atividade 14 CT.R. M.C. | M.H. Incorretas | Em branco
N° de duplas 17 12 10 — 1

O sucesso dos alunos na resolucéo da Atividade 13 parece mostrar uma evolugdo
em termos de agilidade para aplicar o Teorema adequadamente, superando o fator
desfavoravel da ndo congruéncia entre enunciado e relagéo pitagérica. Na Atividade 14,
de fato, aleitura dos dados do problema com a utilizacdo da malha reticulada constituiu

dificuldade para os alunos.

Atividade 15

Objetivo: provocar ruptura do contrato didético.
a) Dados os segmentos de medidas a e b, descreva um modo de determinar
geometricamente um segmento x, tal que:  x=+/a” +b?
b) Construa agora, usando o0s segmentos a e b do item anterior, um segmento y
tal que y=+a® -b?
Isto é sempre possivel ? Justifique a resposta.

Analise do ponto de vista matematico

a) Os segmentos dados constituiréo os catetos de um tridngulo reténgulo, cuja

hipotenusa é a solucéo do problema, pois, pelo Teorema de Pitagoras: x? =a? +b?

Sempre existira solucao, isto é para a= b ou para a<b;
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b) a hipotenusa deve ser um segmento de medida a e um dos catetos tera

medidab. A solugdo sera o outro cateto.

Discussdo: o0 problema sO admitira solugdo se b < a Esse fato pode ser
interpretado em dois quadros:

No algébrico, seb>aentdo y = va? —b? n3o seranimero real. Seb = aentdo
y =0, 0 que ndo é possivel, poisy representa a medida de um segmento.

. No geométrico, se b > a, 0 arco de centro em P e raio ando interceptara a
semi-reta r@ deorigemem A. Seb = a, ndo haveratriangulo, pois A e Q coincidirdo.

Analise do ponto de vista didatico

k-::\\-f@

A mudanca de quadros ocorre em sentido inverso, ou seja, do algébrico para o
geométrico. No item b, além da ruptura do contrato, ha a possibilidade da inexisténcia

de solucéo.

Como se trata praticamente de um problema de Desenho Geométrico, € dada ao
aluno a oportunidade de refletir, conjeturar e descobrir mais uma aplicacéo do Teorema
de Pitagoras, desta vez no “registro de desenho”.

Aplicacio e andlise dos resultados relativos a Atividade 15

Da sessdo do dia 30 de setembro de 1999, quinta-feira, participaram 37 alunos.
Os dezenove grupos achavam-se, portanto, devidamente representados. Diante do ato
indice de acertos relativos a Atividade 13, as correcOes necessarias foram feitas por
escrito para agumas duplas no proprio trabalho dos alunos. Alids, € importante
esclarecer, esse procedimento foi adotado em todas as atividades. Cada grupo possuia
uma pasta improvisada de cartolina identificada com a letra correspondente. Todas as
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atividades incorretas foram corrigidas e comentadas, pois as vezes alguns grupos
apresentavam peculiaridades tais como erros nos caculos, ndo compreensdo do
significado de “perimetro”, dificuldades na conversdo de unidades etc., que
demandavam tratamento mais personalizado. Além disso, todos os alunos receberam
folhas impressas com resumo e resolugéo das atividades ja realizadas.

Das oito duplas que ndo haviam ainda concluido a resolucéo da Atividade 14 e 0
fizeram nesta sessdo, sete obtiveram sucesso total e um grupo apresentou a atividade
apenas com o triangulo retangul o desenhado. Esses resultados ndo foram computados na
elaboracdo da tabela correspondente, pois, caso 0s alunos tivessem obtido auxilio de

colegas, os indices ndo retratariam o que realmente ocorreu.

Ao tomar conhecimento da Atividade 15, alguns alunos manifestaram surpresa
pelo fato de ndo haver “nimeros’ no enunciado. Pediu-se que imaginassem dois
segmentos, um de medida a e outro de medida b, sem a preocupagdo com o valor

numérico das medidas.

Observou-se que algumas duplas tentavam simplificar o expoente 2 das parcelas
do radicando com o indice do radical. Foi-lhes apresentado, para contestar esse
procedimento incorreto, 0 seguinte argumento: “Sera que, por exemplo,

V3% + 4% =3+47 Os aunos verificaram que se tratava de uma igualdade falsa Na

verdade, estavam realizando uma generalizacdo indevida.

Os grupos discutiam, mas os alunos pareciam bloqueados, sem saber como
prosseguir. Foi necessério reinvestir no significado da radiciagdo como operagéo inversa
da potenciacdo. Assim, chegaram a igualdade: x2=a?+b?. Da em diante,
conseguiram converter para o tridngulo retangulo e identificar o Teorema de Pitagoras
como ferramenta de resolugdo. A dificuldade, quanto ao item b, localizou-se no sinal de
subtracéo. Voltou-se a uma atividade anterior (n° 13), a fim de que entendessem como
esse sinal algébrico havia aparecido, no caso do calculo da medida de um dos catetos,

dadas as medidas da hipotenusa e do outro cateto. Perceberam, entdo, que bastava

transpor o termo b2 para 0 outro membro da igualdade e aplicar o Teorema de

Pitagoras.

O quadro resume os resultados obtidos:
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Fig. correta Fig. incorreta Em branco

Atividade 15a 16 1 2

Atividade 15b 15 2 2

Relativamente ao item b, apesar de quinze grupos terem apresentado a figura
correta, apenas dez chegaram a alguma conclusdo sobre a possibilidade de haver sempre
solugdo. A maioria apresentou respostas do tipo: “A hipotenusa tem de ser o maior lado,
ja que ndo se sabe o valor de a e b”, ou “N&o é sempre possivel porque 0 maior lado
serd sempre a hipotenusa’. Entretanto, quatro grupos afirmaram a possibilidade: “Sim

(sempre é possivel). A hipotenusatem de ser o maior lado”.

Tais respostas levam a crer que os alunos perceberam qual a condigdo para que 0
problema admita solugdo, porém n&o conseguiram separar 0s diversos casos, isto é, ndo

conseguiram discutir astréspossibilidades. b<a b>a eb=a

Deve-se ressaltar que as figuras foram construidas a mao livre ou, na melhor das
hipéteses, com auxilio de régua; ndo foi utilizado compasso, ja que a maioria ndo

possuia o instrumento.

Atividade 16

Objetivo: proporcionar a0 aluno oportunidade de exercitar a “apreensido
operatoria” em um problema que exige a aplicacdo do Teorema de Pitagoras numa

Situagéo da vida cotidiana. Verificar se ele consegue concluir o problema.

Qual a area do telhado desse galpéo?
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Andlise do ponto de vista matematico

« Para o triangulo situado a direita
T-4=3 L\ no plano frontal: x =5m &ea(1l) = 40m?*

Para o tridngul o situado a esquerda:

¥
/J 3 y =3410m &rea(2) = 24/10m>

9

Areatotal = (40 + 24y/10)m? ou 8(5 + 34/10)m? para +/10 =316 tem-se

Areatotal =115,84m?

Andlise do ponto de vista didatico

Podem ocorrer dificuldades de doistipos:

. quanto a perspectiva da figura espacia. Segundo Duval, uma
representac@o em perspectiva, ao contrario de uma maquete, ndo € uma representacao
heuristica, pois privilegia um Unico ponto de vista (visdo frontal, lateral etc.), podendo

provocar leitura ambigua;

. quanto as modificagdes mereoldgicas (relagdo todo-parte) necessarias
para a resolucéo do problema. As subfiguras pertinentes, dois trigngulos retangulos,
possuem um cateto comum, cujamedida é adiferenca7 —4 = 3.

Aplicacio e andlise dos resultados relativos a Atividade 16

Na segunda-feira 4 de outubro de 1999, compareceram 34 alunos. Todos 0s
grupos estavam representados. Depois de rapida sintese da Atividade 15, pois a mesma
havia sido exaustivamente discutida na sesséo anterior, iniciou-se a Atividade 16. No

fim de semana anterior a esta atividade, foi confeccionada uma correspondente maguete
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rudimentar, de papel-cartdo, em escala aproximada. A inten¢éo era mostré-la caso fosse

estritamente necessario, 0 que realmente aconteceu.

A principio, os alunos ndo conseguiam identificar quais as figuras geométricas
componentes do telhado. Apds a apresentacdo da maquete, com telhado removivel,
perceberam tratar-se da reunido de dois retangulos. Sabiam como calcular a area de um
retangulo, mas observaram que “faltavam” medidas. Sugeriu-se que examinassem com
atencdo os dados do problema, tentando visualizé1os na maquete. Os grupos pareciam
motivados, e alguns alunos aproximaram-se da maguete para “ver melhor”. Uma vez
interpretada a perspectiva, com a gjuda do modelo de papel-cartdo, o reconhecimento do

Teorema da Pitdgoras como ferramenta a ser usada ocorreu natural mente.
Para atabela a seguir, valem as convencgoes:

T.C. — resolucdes totalmente corretas; H(5) — cllculo correto até a hipotenusa de

medida 5; H(@) — célculo correto até a hipotenusa com esta medida; A1 — calculo

correto até a &rea do retangulo de dimensdes 5 m e 8 m; A2 — célculo correto até a area

do retdngulo de dimensdes8 m e V90 m.

Atividadel6 | T.C Em Incompletas
branco
H(5) H(@ ) Al A2
N°degrupos | 13 - 19 15 17 13

A apreensdo operatéria, quanto as modificagdes mereoldgicas (relagdo todo-
parte), conforme previsto, constituiu-se de fato numa dificuldade para os aunos,
minimizada com a utilizacdo da maquete. Observa-se, também, que o indice de sucesso
caiu nos calculos envolvendo nimeros irracionais, apesar de ser permitido o uso da

calculadora para a obtencdo dos valores aproximados.

Atividade 17

Objetivo: verificar se 0 aluno, numa situagdo mais complexa, consegue perceber
as subfiguras pertinentes para a aplicacéo do Teorema de Pitagoras.
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A figura representa a entrada de um tlinel, com mé&o Unica. A semicircunferéncia
interior tem diametro de 8 m. Um caminh&o de 2,40 m de largura precisa passar por

esse tunel. Qual é “em teoria’, a altura maxima do caminhdo para que isto sga
possivel ?

Andlise do ponto de vista matematico

x? +(12)% =16
x? =14,56
X =38

O cateto horizontal mede 1,2 m (metade da largura do caminhdo) e a hipotenusa
4 m (metade da medida do diametro).

dm

Se 0 aluno pensar em outra configuragdo, isto &, situando o “corte” do caminhdo
num so quadrante, entao:

y? =16-5,76
y? =10,24
y=32
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pu—

2,40

Neste caso, a altura encontrada ndo sera maxima.

Analise do ponto de vista didatico

A ndo congruéncia entre 0 enunciado do problema e o Teorema de Pitagoras
podera acarretar alguma dificuldade para o aluno, no que se refere a identificacdo do

caminho de resolucéo do problema.

O fato dos tracados auxiliares ndo serem dados na figura de partida, segundo
Padilla, constitui-se num fator que devera prejudicar a visibilidade da subfigura

pertinente.

Aplicacio e andlise dos resultados relativos a Atividade 17

Inicialmente, foi necessario rever as nogdes de didmetro e raio de circunferéncia
Solicitou-se, a seguir, que os alunos identificassem quais os dados e qual a questéo. A
primeira divida, foi referente a conversdo do registro discursivo para o registro de

figura. “Como representar o caminh&o no tunel?”

(fig. 1) P N I )
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Fez-se uma representacao estilizada, em corte, do caminh&o fora do tanel (fig.1),

solicitando-se a colocagéo dessa figura, no semicircul o representativo do tunel.

Percorrendo-se a classe, foi possivel observar que os grupos efetuavam a
inscricdo corretamente (fig.2). Entretanto, ao colocar os dados, alguns usavam a largura
do caminhdo como cateto. Perguntou-se aos alunos. “Quanto vale a medida da
hipotenusa do tridngulo que vocés construiram?’ Resposta: “N&o € o raio?’ Reéplica

“ Sera gue esse segmento liga o centro a um ponto da circunferéncia?’

A partir dai, perceberam a falha e ndo houve dificuldade na mudanca para o
quadro algébrico, por meio daigualdade pitagorica.

A tabela mostra os resultados obtidos;

Acertos Erros Em branco

Atividade 17 18 1 -

O aparente sucesso na resolucéo ndo deve ser levado em consideracdo, pois foi
necessdria constante intervencdo, sem 0 que, provavelmente, muitas duplas ndo
chegariam a perceber o caminho de resolucédo. Os dois fatores apontados na andlise a
priori, a ndo congruéncia entre o enunciado do problema ~ Teorema de Pitagoras e 0
fato de os tragados auxiliares ndo constarem da figura de partida parecem ter sido os

responsaveis pelas dificuldades dos alunos.

Atividade 18

Objetivo: 0 mesmo da anterior, havendo um acréscimo da complexidade da

resolugdo.

Sete barras equidistantes fecham este portal em semicirculo. Calcule o

comprimento total das barras utilizando as indicagdes da figura. (Nao considere a

A
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espessura das barras).

Andlise do ponto de vista matematico

Formam-se trés triangulos retangulos, conforme figura da direita, cujas

hipotenusas, respectivamente OA, OB e OC, tém como medida metade do diametro,
ou sgja 1,6 cm. Os catetos horizontais medem respectivamente 0,4 m; 0,8 m; e 1,2 m,

pois as barras distam entre s, iguamente, de 3,2+ 8 = 0,4 cm.

x% =(1,6)% - (0,4)?
y*=@16)°-(08)°

2?2 =(16)* - (12)°
comprimento =1,6 + 2x + 2y + 2z

com aproximagao a menos de 0,01, tem-se:
x=154 y=138 z=105

comprimento =1,6 + 2.(3,97)
comprimento = 9,54 m

Andlise do ponto de vista didatico

O uso de dados numeéricos, ocasionando como resultado um ndmero irracional,
visa evitar o obstéculo didético dos nimeros inteiros. E interessante para o auno
perceber gque os problemas praticos normalmente ndo chegam a produzir, como
resposta, quadrados perfeitos. Na aplicacdo da sequéncia, seria permitido o uso da
calculadora.

Aplicacdo e anadlise dos resultados relativos a Atividade 18

Pelo fato de apresentar alguma analogia com a anterior, notou-se maior

desembaraco dos alunos no que se refere a percepcdo da primeira subfigura a ser

considerada (triangulo retangulo de hipotenusa OA. Os aunos argumentaram gue a
hipotenusa seria 0 raio, mas “fatavam” dois catetos. Explicou-se, entdo, o significado
do termo “equidistante’. A seguir, concluiram com facilidade que a distancia entre duas
barras vizinhas vale 0,4 m. O Teorema de Pitagoras foi utilizado corretamente, porém
para 0 caculo do comprimento da barra seguinte, alguns grupos apresentavam a

Seguinte configurago:
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) 1/ |1 Quando se questionou que a hipotenusa, ndo seria o raio,
conseguiram identificar o tridngulo retangul o pertinente, o
mesmo ocorrendo para a barra menor.

Analisando-se, posteriormente, as resolucdes, constatou-se que duas duplas, ao
multiplicar 0,4 por 3, obtiveram o resultado 0,12. Trés grupos ndo conseguiram concluir

a resolucdo, apresentando como resposta o quadrado do comprimento da barra, isto €,
k?=112. Talvez o zero depois da virgula, no resultado aproximado 1,05, tenha
causado, para esses alunos, alguma inseguranga quanto ao resultado.

Serdo adotadas as convengdes: T.C. — resolugdo totalmente correta; C.B1. —

resultado correto para a primeira barra citada; C.B2. — resultado correto para a segunda

barra citada; C.B3. — resultado correto para aterceira barra citada).

Atividade18 | T.C. | C.B.1| C.B.2 | C.B.3 | Incorretas | Em branco

Resolucbes | 2 17 17 12 1 -

Apesar de haver tempo suficiente, apenas duas duplas concluiram corretamente o
problema. Duas duplas somaram os comprimentos de trés barras, correspondendo aos
trés valores calculados. Os demais alunos parecem ter se concentrado nos célculos,

esguecendo-se de retornar a perguntainicial, colocada no enunciado da questéo.

Atividade 19 (problema extraido do boletim do Irem de Orléans)
Objetivos:.
. interpretacéo e conversao do registro discursivo para o registro de figura;

. identificacdo do Teorema de Pitagoras como caminho para a solucéo do

problema.

AB é um segmento de comprimento 8cm e de ponto médio O. Aretad [J ABem

O. Sobre d, toma-se um ponto M a 5cm de B. Sgja N um ponto tal que:

. N pertence areta d.
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. N ndo estegja na semi-reta oM
. NO = 3cm
O que se pode afirmar sobre o quadrilatero ANBM?

Andlise do ponto de vista matematico

xZ +47% =5°
X=3
y=>

Uma estratégia de resolucdo seria, observar que OM = ON = 3, entdo, as
diagonais de ANBM se cortam perpendicularmente no ponto médio. Portanto, ANBM é
um losango. Ou ainda, utilizando o triangulo BON, retangulo em O, resultay = 5. Mas d
é mediatriz de AB, logo: MA = MB =5 e NA = NB = 5. Portanto o quadrilétero

ANBM é um losango.

Analise do ponto de vista didatico

Apesar de muito Obvios, foram conservados os dados numeéricos do enunciado
original. Corre-se o risco de o aluno medir a figura e concluir a resposta. Talvez fosse

preferivel utilizar respectivamente 80 cm, 50 cm e 30 cm.

Provavelmente a maior dificuldade para o aluno sera a interpretacdo do
enunciado e sua posterior conversdo. Definicdo e propriedade da mediatriz constam na

caixa de ferramentas.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 19

A conversdo enunciado - figura constituiu-se, como era esperado, no fator de
maior dificuldade para os alunos. Apos dez minutos, a contar da distribuicdo das folhas,
constatou-se que apenas uma dupla conseguira construir a configuracéo correta. Sentiu-
se um blogueio, um desénimo, apoderando-se dos aunos, motivado pela néo
compreensdo do enunciado, conforme declararam. Havia duas alternativas: interferir ou
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ndo, na medida do necessario, correndo-se o risco de ficar sem parametros para analisar
a atividade. Optou-se pela segunda, acreditando-se que seria mais proveitoso, para o
aluno, ter a oportunidade de aprender nogdes basicas e importantes de Geometria, tais

como semi-reta, retas perpendiculares entre si e classificagdo de quadril ateros.

A figurafoi construida no quadro-negro a partir de um didlogo com a classe: as
sugestdes pertinentes eram aceitas e as demais corrigidas por meio de argumentagéo. Os
dados do problema, no que se refere a medidas, foram colocados na figura.
Imediatamente os alunos reconheceram a terna egipcia (3, 4, 5) e foram concluindo os
valores dos lados do quadrilétero. Classificaram-no como sendo um quadrado, quando
perceberam que todos os lados mediam 5 cm. Desenhou-se um losango, ilustrando
assim o fato de que um quadrilatero pode ter os lados congruentes sem ser um quadrado.
Perguntou-se qual sua denominagdo; aguns alunos responderam corretamente.
Aproveitou-se a situagcdo para questionar: “Todo quadrado € losango? Todo losango é
quadrado?’ O passo seguinte referiu-se a propriedade das diagonais. Tracando-se
diagonais de paralelogramo, reténgulo e losango, permitiu-se aos alunos observar que as
diagonais do losango séo perpendiculares entre si, cortando-se no ponto médio. Teria
sido preferivel colocar essas propriedades na caixa de ferramentas, em lugar da

propriedade de mediatriz de segmento.

Pediu-se aos grupos gue escrevessem as proprias resolucdes. Os resultados
obtidos ndo devem ser levados em conta, pois, como ja se imaginava, foi necessario
intervir durante todo o tempo de resolugdo. Entretanto, examinando-se os trabalhos dos

alunos, foi elaborada, atitulo de curiosidade, a seguinte tabela:

Atividade 19 | Lados=5cm | “Elosango” | Em branco | “N&o é quadrado”

N° de grupos 5 8 5 1

Qual seria a interpretacdo para o numero de respostas em branco? Escassez de
tempo? Contrato didético? “ A professora explicou a resolugdo, 10go ndo vai examinar o

que os alunos fizeram?’ Apesar das explicagdes, ndo conseguiram entender o problema?

Uma entrevista provavelmente poderia ter esclarecido essas questdes, mas ndo
foi possivel realizala em virtude da exiglidade do tempo disponivel. As atividades

deveriam encerrar-se 0 mais breve possivel para que se pudesse aplicar 0 questionério
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avaliatério, j& que a escola havia reservado a semana seguinte para comemoracfes do

Diada Crianca.

Em resumo, as suposicoes feitas na analise a priori, sobre as provaveis causas de

dificuldade, foram aqui confirmadas.

Atividade 20

(baseada em uma atividade elaborada pelo professor-doutor Saddo Ag
Almouloud para o curso de Didética do Programa de Estudos Pos-Graduados no Ensino
da Matematica— PUC-SP, 1997)

Objetivo: evocando a Historia da Matematica, fazer um retorno ao quadro
numerico para fechar o ciclo das atividades, utilizando o reciproco do Teorema de
Pitdgoras. Relacionar as ternas pitagbricas a triangulos reténgulos, e as ternas
proporcionais a triangul os retangul os semel hantes.

Quando uma terna de nameros naturais ndo nulos (X, vy, 2) verifica a relacdo
x> +y? = 7%, éla é chamada “terna pitagérica’ . Vamos agora ver como podem ser

“fabricadas’ ternas desse tipo.

Diophante (século Ill, d.C.) utilizou o seguinte método para obter ternas

pitagodricas (ja conhecido por Euclides):

o Escolha dois nimeros naturais ndo nulos m e n tais que m sgja maior gque n,

istoém>n.
o Calcule
X=m?-n?

y =2mn Segundo Diophante, a terna formada por (x, y, 2) é
z=n’+n?

pitagorica.

a) Escolha alguns valores para m e n, por exemploo m=2 e n= 1,

depoism= 3 en = 2, everifique que esse método de fato produz ternas pitagoricas.

b) Escolha agora vocé umvalor para m e outro para n, lembrando que m >

n. O método “ funcionou” ?
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c) Tente provar que este méodo, que chamaremos de método D (em
homenagem a Diophante), € geral; quer dizer, ele vale para quaisquer naturais m e

n, comm >n.

d) Aterna (9, 12, 15) é pitagérica? Seréa que ela pode ser obtida, usando-se

0 método D? Tente demonstrar sua resposta.

€) Com o méodo D ¢é possivel fabricar uma infinidade de ternas
pitagoricas, mas nao todas. Vamos ver, entdo, outro método para a obtencédo de
ternas pitagoricas por “proporcionalidade’”. Chamaremos este de método P.
Voltando a terna (3, 4, 5), experimente multiplicar todos seus elementos por um
mesmo numero. Por exemplo: (3.2, 4.2, 5.2), (3.3, 4.3, 5.3). Serd o resultado ainda

uma terna pitagorica? Faca o “ teste” . O que vocé concluiu?

f)  Mostre que, se (X, Y, 2) € uma terna pitagorica e k um nimero natural

ndo nulo, entdo a terna (kx, ky, kz) também é pitagorica.

g) Vocé consegue prever 0 que acontece, se construirmos triangulos cujos

lados tenham ternas pitagoricas como medidas? Explique por qué.

h) Construa triangulo, usando a terna (3, 4, 5) e as ternas obtidas a partir

desta pelo método P. O que vocé observa a respeito desses triangul os?

Andlise do ponto de vista matematico

a) Param=2en=1:
x =m? —n? z=m? -n?
—_ y=2mn — 2 _n2 2 = 4
Xx=4-1 z=4+1 como 5°=3"+4° entdo (3, 4, 5) €
y=4
X=3 z=5
pitagorica.

Param=3en=2:

X=9-4 y=232 z=9+4

como 13% = 5% +12% entdo (5, 12, 13) é pitagorica.
X=5 y=12 z=13

b) Seracriado pelo aluno.

C) Deve-se provar que x2 + y2 =z2. Uma estratégia poderia ser, partir do

1° membro da equacdo e chegar ao 2° membro:
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x* +y? = (m®-n?) +(2mn)®
x2+y?=m*+2m?n’+n* mas m? +n? =z,logo x? +y? =72

X2 +y2 — (m2 + n2)2

d) Supondo possivel que:

m? -n? =9
2mn =12 forma-se um sistema que resolvido fornece valores néo inteiros
m? +n? =15

paamen, isto & m=+2J3 e n=++3. Logo, esta terna n3o pode ser obtida pelo
método de Diophante.

€) Como 10° =6 +8* e 15* = 9% +12* conclui-se que (6, 8, 10) e (9, 12,

15) sdo ternas pitagoricas.
f) O auno devera demonstrar que (kx)2 + (ky)2 = (kz)2. Partindo-se do 1°

) s oo . MES x2+y2=22poissesup6e(x,y,z)
(kx)= +(ky)® =k“(x" +y~)

membro:

pitagérica, logo: (kx)? +(ky)? = (kz)? e, portanto, a terna (kx, ky, kz) é também
pitagorica.
g) Espera-se que o0 auno associe as ternas pitagéricas a0 Teorema de

Pitagoras.

Analise do ponto de vista didatico

Os itens a, b, e e ndo deveréo oferecer grande dificuldade para o aluno, pois
subentendem como conhecimento disponivel o calculo de valores numéricos. O auno
precisard ainda usar o reciproco do Teorema de Pitégoras, que, alias, consta da definicéo
de ternas pitagdricas dada no enunciado da atividade. Entretanto, ositens c, d, e f, que
dependem de tratamentos no registro algébrico, por envolver recursos mais sofisticados

de cllculo algébrico e exigir maior abstracéo, talvez ndo sejam resolvidos a contento.

Supde-se que, neste estégio, o auno consiga sucesso na resolugdo do item g,
porém a resolucdo do h dependerd do conhecimento disponivel sobre semelhanca de

triangul os.
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Desta forma, acredita-se ser possivel por meio da mudanca de quadros fazer com
que o aluno perceba que o quadro geométrico e 0 numeérico, também no caso do

Teorema de Pitagoras, se inter-relacionam.

Aplicacdo e analise dos resultados relativos a Atividade 20

Naterca-feira5 de outubro de 1999, com a presenca de 30 alunos, foi redlizada a
Ultima atividade da seqiiéncia didatica. A dupla D estava ausente e os demais dezoito
grupos eram representados por pelo menos um auno. Foram distribuidos,
primeiramente, 0s resumos impressos das conclusdes relativas as atividades anteriores e,

aseguir, asduasfolhasiniciais, relativas a esta.

Na analise a priori da atividade 20, foi conjeturado que o item a, bem como 0s
itens b e e, ndo deveria oferecer grande dificuldade. Entretanto, a principio, algumas
duplas ndo perceberam que as questdes se reduzem a simples calculo de valor numérico.
Numerosas pesquisas apontam as dificuldades encontradas pelos alunos ao depararem
com a Algebra. Segundo Nobre (1996), para que se possa influir no desempenho
matemético do aluno fazendo com que a situagdo de fracasso atual se reverta, é
necessario propiciar, desde o inicio, uma aprendizagem consistente da Algebra que leve

em consideracao as dificuldades detectadas nas pesquisas, como, por exemplo:

. dificuldade em dar sentido a uma expressao algébrica;
. dificuldade em considerar expressdes algébricas como respostas

legitimas, relacionada a distingéo entre adicdo aritmética e adicdo algébrica;

. falta de referencial numérico no uso das letras, pois, na maioria dos
casos, 0 auno ndo vé a letra como representando um nudmero. Em consequiéncia, as

operacoes aritméticas feitas com elas sdo tarefas sem sentido;

. atribuicdo de significado concreto asletras;
. dificuldade de interpretacéo da variavel como significando um ndmero
qualquer;

. passagem da linguagem natural paraa agébrica;

. sentido diferente das letras na aritmética: a letra m, por exemplo, pode

ser usada para representar metros e n&o o niimero de metros como na Algebra.
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Explicou-se que seria preciso trocar as letras pelos nimeros sugeridos, para
fabricar as componentes x, y, z daterna. Os alunos iniciaram o trabalho e resolveram o

item b, sem apresentar mais duvidas.

O item ¢ mostrou-se bastante problematico. A principio, mesmo as duplas com
maior sucesso nas atividades anteriores, ndo conseguiam dar inicio a resolucéo.
Sugeriu-se, uma vez que m e n representam numeros “desconhecidos’, que “testassem”

2 2mn, m?+ n2) usando a definicéo de terna pitagorica. O entrave

aterna(m? -n
seguinte foi o calculo dos quadrados dos componentes da terna, apesar de o tépico
produtos notéveis ter sido explorado na atividade 0. Observou-se o empenho da maioria
em efetuar os calculos algébricos. O tempo de aula esgotava-se, e agumas duplas ja
testavam a terna (9, 12, 15) do item d. As folhas foram recolhidas, e a atividade teve
prosseguimento, na quarta aula, 1ogo apés o recreio. As folhas correspondentes foram

devolvidas aos alunos, ja com a corregdo e comentarios.

A pergunta feita na segunda parte do item d sobre a possibilidade de obter aterna
(9, 12, 15) usando o método de Diophante constitui-se numa dificuldade para os alunos.
Se nédo fosse a preméncia do tempo, ter-se-ia permitido que, por tentativa, chegassem a
alguma conclusdo. Tratava-se, porém, naguele momento, de um recurso impraticavel.
Optou-se por sugerir que imaginassem possivel obter a referida terna pelo método D,
isto é, supondo a existénciade m e n taisque 9= m? -n2, 12=2mn e 15=m? +n2.
Alguns perceberam tratar-se de um sistema. Mas como resolvé-10? Retomou-se o tpico
resolucdo de sistemas pelo método da adicdo por meio de um exemplo: a-b=1 e

a+b=5. A partir dai, os aunos passaram a trabalhar na resolugcdo do sistemainicial.

O item e foi resolvido, aparentemente, sem dificuldade, entretanto o tratamento

algébrico a ser efetuado no item f provocou, novamente, muitas davidas.

Pelo fato de os alunos nédo terem semelhanca de triangulos como conhecimento
disponivel, aresolucdo do item h ndo teve o éxito esperado. Foi preciso exemplificar de
maneira bastante intuitiva o que seriam figuras semelhantes, com comentérios do tipo
“um mapa do Brasil pode ser feito em véarios tamanhos, uma foto 3 por 4 pode ser
ampliada para fazer um poster de 30 por 40 cm sem que a forma da figura sga

modificada”.
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Atividade20 | Resp. correta | Resp. incorreta|  Incompletas Em branco
Atividade 20a 18 - - -
Atividade 20b 15 2 (errodecdlc.) 1 -
Atividade 20c 7 8 (prod. notavel) | 3 (até prod. not.) —
Atividade 20d 10 - 5 3
Atividade 20e 14 - - 4
Atividade 20f 4 8 1 5
Atividade 20g 2 - 8
Atividade 20h 8 - 2 8

Parece gque os ultimos cinco minutos de aula foram insuficientes para o término
da atividade, como atestam os numeros referentes a ocorréncia Em branco. Cada grupo,
a0 entregar a pasta de trabalhos, recebeu o resumo relativo a Atividade 20, com o

objetivo de dirimir davidas remanescentes.

Comentériosfinais sobre a aplicacdo da sequiéncia didatica

Apesar da duragdo de cada aula ser, teoricamente, de 50 minutos, descontando-se
0 tempo gasto em distribuir e recolher as pastas (com as atividades anteriores
comentadas), folhas relativas as novas atividades, além das calculadoras, que foram
cedidas aos alunos por empréstimo e a eles doadas apds a Avaliacéo final, restavam em
média 40 minutos. O fato de os alunos precisarem locomover-se para a sala ambiente de
cada professor, embora fossem destinados para isso cinco minutos, também representou

diminuicéo no tempo disponivel para aaplicacéo da seqliéncia.

Entretanto, ndo se pode negar que a sequéncia didatica elaborada foi longa,
exigindo constantes interrupgdes para gque conhecimentos estudados em séries anteriores
fossem resgatados.

O quadro resume de que maneira as aulas foram empregadas na aplicagdo da
sequéncia didética:

164



2%feira |13 setembro | 20 setembro | 27 setembro| 4 outubro | 2x 4 =8 aulas
3Pfeira |14 setembro | 21 setembro | 28 setembro| 5outubro | 2x 4 =8 aulas
4feira |15 setembro | 22 setembro | 29 setembro — 1x3=3aulas
5%feira |16 setembro | 23 setembro | 30 setembro — 1x3=3aulas
Total 22 aulas

Se por um lado o prazo de experimentacéo imaginado a priori tenha se dilatado
consideravelmente, por outro foi possivel observar um ganho para os alunos, em
conhecimento e experiéncia. Constatou-se, no inicio da aplicagdo das atividades, um
certo tipo de resisténcia, que ocasionava maior lentiddo nas resolugdes. Pouco a pouco,

percebeu-se mais desembaraco e rapidez, exceto nas questdes mais complexas.

Na 4®feira 6 de Outubro de 1999, foi realizada a avaliagdo final, durante a quarta
e a quinta aula, cedida pela professora de Portugués. Essa fase da experimentacéo seré
objeto da analise que se segue.

Testede Avaliacao: analise do questionario para a amostra de 1999

O questionério foi aplicado com o intuito de avaliar o desempenho dos alunos
finda a sequiéncia didética e, também, comparar os resultados obtidos com os da amostra
de 35 alunos ja analisada anteriormente. Especificamente, desgjava-se detectar se 0s
alunos conseguiam aplicar o Teorema de Pitagoras, como ferramenta, em problemas
propostos.

Seguindo 0 mesmo critério utilizado para a amostra de 1° colegial (35 aunos,
em1998), aresolucdo deveria ser individual. A aplicacéo realizou-se no dia 6 de outubro
de 1999, 4% feira, com a participagdo de trinta alunos, durante a quarta aula, que seria de

Matematica, e a quinta aula, cedida pela professora de Portugués.

As duas folhas referentes as questdes 1, 2 e 3 foram distribuidas. A primeira
reacdo de alguns alunos foi de protesto. Na verdade, muitos ndo se lembravam do

contrato estabelecido no primeiro dia de atividades sobre a avaliagdo individual que

165



ocorreria na aula seguinte, ao término da aplicacdo da sequéncia didatica. Como,
propositadamente, isso ndo foi confirmado na véspera da avaliacéo, provavelmente se
constituiu numa quebra do contrato didético vigente no decorrer do ano letivo. A

medida que tomavam conhecimento das questdes, aos poucos, conseguiram acalmar-se.

Referindo-se a0 item ¢ da Questdo 1, alguns alunos indagaram se nada fora
esquecido, em alusdo a auséncia de sinalizacdo para 0 angulo aparentemente reto.
Respondeu-se que ndo. Ao fim desta primeira parte, as folhas foram recolhidas para que
se fizesse uma pausa de cinco minutos, segundo as regras da escola. Apos esse tempo,
os alunos retornaram a sala de aula e teve inicio a segunda parte do teste, relativa as
questdes 4, 5 e 6. Estas provocaram duvidas que, na medida do possivel, foram
esclarecidas, de um modo bem geral, sem utilizar os dados do problema: transformacéo
centimetro ~ metro; classificacdo de tridngulos, quanto a natureza dos lados;
propriedades do retangulo (lados opostos paralelos e congruentes, todos os angulos
retos), pois uma auna havia interpretado o dado “ABCD retangulo” como sendo
“ABCD triangulo retéangulo”.

Para facilitar a codificagdo, as provas foram renumeradas. Assim, a designacéo
constante deste trabalho néo corresponde a que se encontrava no diario de classe. Os
resultados serdo, a seguir, explicitados e comparados com os obtidos relativamente a
amostra de 35 aunos de 1° colegial, analisada no capitulo relativo ao estudo do

Teorema de Pitédgoras no ensino.
Questéo 1

Iltem @) Foi a que deteve o maior indice de acertos do teste, fato ja observado na
amostra de 1998. A congruéncia entre problema e relacdo pitagérica certamente foi

responsavel pelo alto porcentual de sucesso.

Item b) O nimero de resolugdes corretas caiu consideravelmente, como se pode
observar natabela. Alguns erros observados:

0 quanto a relagdo pitagdrica  x2+52=482 (um auno);

(5)2 = (4,8)2.(x)2 (um auno); x? =52 + 4,82 (cinco aunos). Este ultimo foi, também,
apontado por Berté e por ela designado Erro n° 3: “Ao calcular um dos catetos, certos
alunos escrevem que o quadrado desse lado é a soma dos quadrados da hipotenusa e do
outro cateto” (p. 88). Berté afirma que, neste caso, “0 Teorema se resume a uma
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formula, c=+a? +b? , lida como um programa de célculo, impossivel de modificar
algebricamente, e ndo como uma relacdo necessaria entre os trés lados, permitindo
calcular um deles quando se conhecem os outros dois, quaisquer que sejam” (idem).
Porém, por que, para esses alunos, 0 Teorema se resumiria a uma férmula? Poder-se-ia
acrescentar a tais ponderagbes o fato de ndo haver congruéncia entre os dados do
problema e arelacdo pitagorica;

o na resolucdo da equagio incompleta do 2° grau (quatro alunos).

Item ¢) Dezesseis alunos assumiram implicitamente que se tratava de um
triangulo retangulo; apenas seis (20%) reconheceram o triangulo qualquer e
apresentaram respostas do tipo “N&o se pode usar o Teorema de Pitédgoras porque ndo
sabemos se o tridngulo € reténgulo” (aluno n° 14). Uma aluna tentou aplicar a condi¢éo
de existéncia de triangulo, porém de maneira incompleta, concluindo que x < 9. Berté
designa isso como Erro n°1: “Utilizar o Teorema de Pitégoras para calcular o terceiro
lado de um tridngulo que ndo € retdngulo”. Entretanto, a autora ndo explica a causa do

erro.

Segundo Duval, a apreensdo discursiva desempenha um papel de neutralizacdo
da apreensdo perceptiva, pois a figura pode se tornar uma armadilha, acarretando falsas
conclusdes. Esta poderia ser uma explicagdo para a ocorréncia do Erro n° 1. A
interpretacdo da figura com aparéncia de triangulo retangulo, pelo fato de ser mais
imediata e espontanea, fez com que aproximadamente 53% dos alunos ignorassem o
enunciado e a snalizacdo inexistente de angulo reto. Em resumo, seria uma
generalizagao abusiva, baseada na apreensdo perceptiva.

Os resultados serdo a seguir explicitados e comparados com os referentes a
amostra de 35 alunos, obtida em 1998.

Amostra 8% série 1° Colegial

Total 30 alunos 35 aunos

Acertos | Questdo 1A 24 80% 17 48,5%

Acertos | Questdo 1B 14 46,6% 7 20%

Acertos | Questdo 1C 0 0% 0 0%
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Para os histogramas de barras foi adotada a mesma codificagéo ja utilizada na

analise da amostra anterior (35 alunos do 1° colegial, 1998).

Questédo 1
30
25 +—
»n 20 1
o
c
35 15
©
T 10 H
5 1 N ~
O Questéo 1A
O - i T - ~
Q1s 1ET K o ow cmr  oicr |BQuestdo 1B
codificagéo OQuestdo 1C
Questéo 2

Item @ A maha quadriculada parece ndo ter gerado dificuldade para os
dezenove alunos, bem-sucedidos aqui. Dois alunos determinaram apenas as medidas dos
catetos. A aluna n° 30 determinou corretamente os catetos, fez a conversdo para a
relacdo pitagorica, porém errou na resolucdo da equagdo incompleta do 2° grau:
42 +4% =x?, 16+16=x entdo x =32. Aliés, examinando-se a prova da n° 30,
constatou-se falha analoga também em outros itens. O aluno n° 20 chegou ao resultado
irracional X =+/32, mas ndo colocou virgula no resultado aproximado, x =565,

incorrendo N0 MesmMo erro eém outros itens.

Item b) Também aqui foi bom o indice de acertos. Os erros detectados foram

anal 0gos aos encontrados no item a, citados acima.

Item ¢) Cinco alunos interpretaram corretamente a malha reticulada, aplicaram o

Teorema de Pitégoras, mas cometeram erros durante a resolucdo da equacéo do 2° grau.

Exemplos:

1. (n°2) x2=1+36, x2=36 (foi usado 0 1 como elemento neutro na
adicao);

2. (°8) x2 =12 + 62, x2 =2+ 36 (erro no cdculo da poténcia);

3. (n° 10) 6% +12 =x?, x? = 7 (ignorou os expoentes da parte NUMErica);
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4, (n°20) x = V37 x =608 (mesmo erro citado no item anterior);

5. (n°30) 12 +62 =x? x =37 (mesmo erro citado no item anterior).

Item d) Oito alunos que haviam interpretado corretamente os dados nos itens
anteriores fizeram, neste item, uma leitura errdbnea da maha quadriculada
Consideraram os pontos de interseccdo dos lados do trigngulo dado com as linhas
verticais e horizontais da malha como sendo pontos de divisdo dos lados. Desse modo,
trés alunos consideraram dois lados com medidas, respectivamente 4 e 5, e usaram 0
Teorema de Pitdgoras para determinar a medida do terceiro lado. Quatro aunos
aplicaram estratégia analoga, com as medidas 4 e 2. Um auno usou para os lados as
medidas 3 e 2.

Dos trés alunos que acertaram parcialmente este item, um deles (n° 9)

determinou corretamente a medida XY, construindo para isso o triangulo retangulo de
hipotenusa XY e catetos de medidas, respectivamente, 3 e 4. O aluno n° 14 desenhou o

triangulo retangulo de hipotenusa XZ e catetos medindo 4 e 2. O aluno n° 18, por meio
de tridngulos retangulos convenientemente escolhidos, calculou corretamente as
medidas XY e XR, porém ao calcular ZY cometeu engano ao tomar para medidas dos
catetos 1 e 3.

Este item provocou um dos maiores indices da ocorréncias Em branco de todo o
teste. Poder-se-ia interpretar a dificuldade dos alunos, com base em Padilla, uma vez
que os tragados suplementares necessarios a construcdo das subfiguras ndo constam da
figura de partida; precisavam ser encontrados. Além disso, citando ainda Padilla (pag.
6), “a existéncia de um fundo quadriculado pode também ter um efeito perturbador,
como mostra o estudo de D. Grenier... (apud), o papel quadriculado induz a tomada em
conta de pontos particulares dafigura...”

Amostra 8% série 1° colegial
Total 30 35
Acertos Questéo 2A 19 63% 3 8,5%
Questdo 2B 21 70% 2 5,7%
Questéo 2C 15 50% 3 8,5%
Questdo 2D 5 16,6% 2 5,7%
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O Questao 2A

Questéo 2
25 W Questdo 2B
O Questao 2C
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c
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©
o 10
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Q2P Q2S Q2E 2EH 2EK 2BV Q2W Q2U D2NX
codificacao
Questéo 3

Dez alunos conseguiram sucesso nesta questdo. Dois alunos tragaram por A 0
segmento perpendicular a CD, um auno tracou por C a perpendicular ao

prolongamento de AB, porém nenhum destes percebeu que um dos catetos seria obtido
efetuando-se 37 — 13 = 24. Trés aunos determinaram corretamente a subfigura,
triangulo retangulo, aplicaram o Teorema de Pitégoras, mas apresentaram erros,

aparentemente, causados por distracéo:

1 (n° 28) ao escrever no verso da folha, trocou a medida 37 m por 30 m,

ocasionando 17 m como medida de um dos catetos, em lugar de 24 m;

2. (n® 29) a aluna chegou corretamente até este ponto da resolucdo:
x? = 4900 + 576, entretanto, na linha seguinte, ao fazer alguma corregdo, apagou parte

do nimero 4900, obtendo x2?=5809 a0 efetuar 576+49. Sua resposta foi:
X =2410;

3. (n°30) repetiu o erro assinalado em questdes anteriores (esguecimento do
expoente de x: 576 + 4900 =x ).

E interessante ponderar que os alunos, a0 término da resolugdo, ndo tém por
habito verificar se a ordem de grandeza da resposta € compativel com os dados. No
pendltimo caso acima mencionado, o valor 24,10 m ndo poderia ser a medida da
hipotenusa, uma vez que um dos catetos mede 70 m. Em contrapartida, o valor

encontrado pela aluna n° 30, x =5476 m, € muito grande em comparagdo com as

medidas dos catetos; 24 m €70 m.
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Por outro lado, alguns alunos parecem tentar, a todo custo, algum tipo de

resolucdo, embora ndo haja o minimo de sentido para a mesma. Exemplos:

Usando afigura

x2 =13% +37° (aluno n 5)

x? =352 +37° (aluno n° 10)

Note-se que 35 € 70+ 2.

Por meio dessas resolugdes, 0s aunos deixam transparecer a preocupagdo em
utilizar os dados iniciais do problema, mesmo que este procedimento leve a conclusdes

falsas. Ainda outros exemplos podem ser apresentados.

x? =13% + 70° x? =13% + 70° 702 -132 + 702
(aluno n° 8) (aluno n° 3) (aluno re 16)

A tabela seguinte mostra os resultados, relativamente a Questéo 3:

Amostra 8% série 1° Colegial

Total 30 35

Acertos 10 | 33,3% 3 8,5%

Dois fatores, provavelmente, contribuiram para o insucesso dos alunos aqui: 0
fracionamento do trapézio, por meio do segmento AE perpendicular a CD,
indispensavel para a subfigura tridngulo reténgulo, ndo constava da figura de partida.

Além disso, a presenca do obstaculo do desdobramento de objetos dificultava perceber a
medida do cateto vertical, obtida por 37 —13 = 24.
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O gréfico evidencia detalhes do desempenho dos alunos:

Questao 3

12
10

n° alunos

O N b~ OO 0

QU3S QU3R Q3EK QuU3wW QU3U

codificacao

Ao contrario do que se verificou na primeira amostra, o indice de acertos (coluna
QU3YS) foi superior ao referente a questdes Em branco (coluna QU3W), que por sua vez

seiguaou ao indice de resolugdes Sem sentido (QU3U).

Questéo 4

Foi possivel, pela producdo dos aunos, novamente observar a preocupacéo de
muitos com a utilizagdo indiscriminada das medidas relativas aos dados iniciais do

problema. Sete alunos apresentaram uma soluco a partir de x2 =352 + 72 . Trésaunos, a
partir de 72 =35 + x2. Uma aluna usou esta iguadade e ainda 62 +x? =72. Outro

auno, x2 =62 +352 e como consequéncia x? =48,25- 7, obtendo x = 6,4 (note-se a
subtracéo por 7, isto € pea medida que ndo havia sdo utilizada). Em todos os casos
citados, ndo se notava nenhuma indicagdo na figura sobre o significado do x. Apenas trés
alunos responderam tratar-se de tridngul o isdsceles; sob influéncia da apreensdo perceptiva,

concluiram queED =BD =7.

Como mostra 0 quadro a seguir, 0 nimero de acertos foi baixo:

Amostra 8% série 1° colegial

Acertos 7 23,3% 1 2,8%
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Tratando-se de uma configuragdo composta de vérias subfiguras, a dificuldade
dos alunos parece ter sido relativamente a identificacdo dos tridngulos retangulos
pertinentes ABD e ADE.

A presenca do obstéculo do desdobramento de objetos, ocasionada pelo fato de o
triagngulo ABD ser parte comum ao tridngulo EBD e ao retangulo ABCD,

provavelmente contribuiu para aumentar a complexidade quanto a apreensao operatoria.

O gréfico evidencia o ato indice, 13 casos, da ocorréncia QU4U, isto €,

resolugdes sem sentido, “absurdas’, algumas das quais exemplificadas anteriormente

Questao 4
14
12 —
»n 10 —
S g .
>
T 6 -
o
c 4 |
2 I
0 (—
QU4P QU4S Q4EF Q4EK QuU4W QuU4Uu
codificacéo
Questao 5

Os sete aunos que acertaram parcidmente a questéo determinaram o valor
correto da hipotenusa AC, relativa ao triangulo ABC: J72 ou =848. Entretanto, ao
utilizar esse resultado como medida do cateto AC referente a0 triangulo ACD,
consideraram o valor aproximado 8,48. Em outras paavras, assumiram o vaor
aproximado como sendo valor exato. Consequentemente, encontraram para AD
x? =8,482 +32, ou sgja, em vez de 9, obtiveram o valor aproximado 8,99. Né&o

perceberam que apenas o quadrado da medida da hipotenusa do primeiro triangulo seria
importante para o calculo da do segundo.
Quatro alunos, para efetuar o calculo de AD, substituiran AC n3o por /72 mas,

por 72, resultando (AD)2 =72%+32, Algumas resolucdes parecem confirmar as

afirmagOes feitas nas andlises de questes anteriores sobre o uso indiscriminado dos

dados explicitos no problema. Exemplos: Quatro alunos utilizaram x2 =62 + 32, isto &
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medidas de catetos de triangulos retangulos distintos. O aluno n° 5 iniciou com uma
expressao que se transformou em equacao: x?+3%2 5 x2+9.,x2=9. x=3.
Uma outra constatacdo refere-se a dificuldade de aguns alunos quanto a

apreensdo discursiva. Muitos ndo atentaram para o fato que AB = BC = 6, tavez

ficando com aimpresséo errdnea de que faltariam dados para o triangulo ABC.

O indice de acertos foi 0 mesmo encontrado para a Questéo 4, relativamente a

amostra atual:

Amostra 8% série 1° colegial

Acertos 7 23,3% 2 5,7%

Nota-se, pelo gréfico, que ndo houve acerto total paraa questdo, ou sgja, nenhum
aluno conseguiu concluir que os dois caminhos tém 0 mesmo comprimento. O indice de

ocorréncias Em branco também foi alto, igualando-se aos obtidos para a Questdo 2d e

para a Questéo 6.
12 Questdo 5
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3 6
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QU5P 5E1H Q5EK QU5W QU5U
codificacao
Questao 6

Oito aunos encontraram corretamente a solucdo, um errou a igualdade
pitagérica, dois fizeram a conversdo de unidades incorretamente e quatro tiveram

dificuldade em comparar o nimero irracional obtido com a altura do pé-direito.

Como provaveis causas para 0 embarago nesta questdo, destacam-se a

representacdo em corte de uma figura espacial (armério), a ndo congruéncia entre
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enunciado e relacdo pitagdrica e o fato de a diagona do reténgulo ndo vir tragada na

figura de partida.

Entretanto, em comparacdo com a amostra anterior, o resultado pode ser

considerado bom:

Amostra 8 série 1° colegial
Acertos 8 26,6% 0 0%
Questao 6
12
10
8 8
c
S5 61
[
* 41
2 1] B
0 — [ 1 [

QU6ES QBET QBEK QBED QBEV QUBW QU6U

codificacéao

De acordo com o controle de presenca efetuado, dos 39 alunos, teoricamente
assiduos, apenas dez participaram de todas as atividades aplicadas. As auséncias
distribuiram-se da seguinte maneira: quatro alunos faltaram a somente uma aula;, onze
alunos a duas aulas; dois alunos a trés aulas; sete alunos a quatro aulas; e cinco alunos a
mais de cinco aulas. Vale notar que as auséncias ocorridas no dia da atividade optativa

extraclasse ndo foram computadas.

Tencionava-se, iniciadlmente, ndo contabilizar resultados do questionario
referentes a alunos com mais de duas auséncias. Entretanto, tal procedimento ndo
retrataria o cotidiano de uma escola publica. Para ficar mais proximo da realidade,
optou-se por elaborar os histogramas de barras com base no total dos 30 alunos

participantes da avaliagdo individual.
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Amostra de 30 alunos da 8% série, 1999

Acerto % Erro % Branco % N&o acerto %
Questdo 1 A 24 80 4 13 2 7 6 20
Questéo 1B 14 47 14 47 2 7 16 53
Questédo 1C 0 0 26 87 4 13 30 100
Questdo 2 A 19 63 9 30 2 7 11 37
Questéo 2B 21 70 5 17 4 13 9 30
Questédo 2C 15 50 9 30 6 20 15 50
Questéo 2D 5 17 15 50 10 33 25 83
Questéo 3 10 33 13 43 7 23 20 67
Questéo 4 7 23 17 57 6 20 23 77
Questdo 5 7 23 13 43 10 33 23 77
Questéo 6 8 27 12 40 10 33 22 73

Acertos x Nao acertos

O Acerto
B Nao acerto

3 I

Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo

1A 1B 1C 2A 2B 2C 2D 3 4 5 6 _
Questdes

Acertos x Erros X Brancos

30

O Acerto
251 EErro
OBranco

20

15

5 1| ||
0,_JZL E ‘ ‘
Questao Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo Questdo

1A 1B 1C 2A 2B 2C 2D 3 4 5 6
Questdes

n°alunos
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Amostra de 35 alunos 1° colegial , 1998

Acerto % Erro % Branco % Nao Acerto %
QuestaolA 17 49 7 20 11 31 18 51
QuestadolB 7 20 16 46 12 34 28 80
QuestaolC 0 0 21 60 14 40 35 100
Questédo2A 3 9 20 57 12 34 32 91
Questdo2B 2 6 20 57 13 37 33 94
Questao2C 3 9 18 51 14 40 32 91
Questao2D 2 6 17 49 16 46 33 94
Questao 3 3 9 16 46 16 46 32 91
Questéo 4 1 3 14 40 20 57 34 97
Questéo 5 2 6 15 43 18 51 33 94
Questédo 6 0 0 17 49 18 51 35 100
Acertos x N&o acertos
40
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8 25
T% 20
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10 |
5 |
o0 |
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Embora as condi¢des de aplicacdo do questionario e o perfil da populagdo
examinada sgjam completamente distintos, julgou-se interessante efetuar a comparacéo
entre os resultados obtidos com as duas amostras, do 1° colegial em 1998, 35 alunos de
colégio particular, e da 8% série em 1999, 30 alunos de escola estadual. Com base na
experiéncia da amostra descartada do 1° colegial em 1998, com 42 alunos de uma escola
estadual, pbde-se concluir que os alunos do colégio particular possuiam melhores
conhecimentos de Geometria. Outro dado importante, que deve ser citado, refere-se a
época em que foi aplicado o questionario. No primeiro caso, foi abril de 1998,
possivelmente alguns meses apds 0 ensino-aprendizagem do Teorema de Pitagoras na
série anterior. No segundo, foi efetuado imediatamente apos o0 término da sequéncia
didética, em outubro de 1999 — o ideal seriafazer a experimentacdo em abril de 2000, a

fim de garantir condi¢fes andlogas para as duas amostras, o que ndo foi possivel.
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CAPITULO VI: CONCLUSOES

No decorrer da andlise a posteriori das atividades da segiiéncia didatica, jaforam
feitas consideracdes sobre a aplicacéo desta e sobre os resultados relativos a cada uma

delas. Assim, apenas se fard um complemento aos comentarios anteriores.

As questdes 1A, 2A, 2B e 2C apresentaram os maiores indices de acerto de todo
0 questionario (igual ou superior a 50%). Em todas €elas esta presente o fenébmeno da

congruéncia entre relacéo pitagérica — enunciado €/ou figurainicial.

As questdes 1C e 2D possuem uma caracteristica comum: ambas tratam de
triangulo ndo retangulo. Entretanto, o tipo de erro observado na resolucdo de 1C é
diverso daguele constatado em 2D. No primeiro caso, dezesseis alunos (53,3% do total),
levados pela apreensdo perceptiva, assumiram o trigngulo como triangulo retangulo e
aplicaram o Teorema de Pitagoras para calcular a medida do cateto desconhecido. Dos
seis alunos (20% do total) que reconheceram o triangulo ndo retangulo nenhum tentou a
aplicacdo indevida da relacdo pitagorica. No que se refere a Questdo 2D, oito aunos
utilizaram o Teorema de Pitagoras num triangulo evidentemente ndo retangulo,
incorrendo no que Berté (1995) designa como Erro n° 1, agravado pela falsa

interpretacdo dos dados contidos na malha quadriculada.

O fato de apenas uma aluna tentar aplicar em 1C a condicéo de existéncia de
triangulo leva a crer que a condicdo, apesar de ter sido explorada na atividade 1 da
sequéncia, ndo foi incorporada aos conhecimentos disponiveis dos estudantes.
Entretanto, como jacitado na andlise relativa a atividade, foi possivel constatar, ao final,
gue os alunos a haviam conjeturado corretamente. Em face disso, julgou-se que seria
conveniente 0 acréscimo de um item a atividade, com a utilizagcdo de uma terna na qual
nem todas as componentes fossem dadas numericamente. Por exemplo: “ Utilizando
duas outras varetas de medidas respectivamente 5 unidades e 8 unidades, como devera
ser a medida de uma terceira vareta para que se consiga formar triangulo?” Desse
modo, mediante a condicdo 3< x < 13, poderiam ser discutidos vérios tipos de resposta,

restringindo-os ou N&o a nimeros inteiros.

Das questbes que exigiam melhor capacidade de apreensdo operatoria,
decorrentes da necessidade de construcéo de tragados suplementares ou identificacdo
das subfiguras pertinentes, a 3 e a 6 apresentaram, embora baixos, 0s melhores indices
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de acerto. Ambas possuem configuragBes menos complexas, respectivamente trapézio e
retangulo. Neste Ultimo, o caminho de resolucdo tornava-se mais visivel, exigindo
apenas o tracado da diagonal. Na verdade, 14 alunos perceberam o tridngulo reténgul o-
chave, porém ndo conseguiram chegar a resposta em virtude de incorrecBes na
transformac&o de unidades de comprimento ou ha comparagdo entre o resultado obtido e
a distancia entre teto e chdo. As questbes 4 e 5, que exibiam configuragdes mais

complexas, apresentaram menor indice de acerto (23% para ambas).

Algumas ateragBes, por acréscimo ou por supressdo, poderiam ser feitas na
sequéncia didética. Do primeiro tipo, citaria-se a caixa de ferramentas, a qual poderia
conter um nuimero maior de itens, tais como propriedades de quadrilateros (retangul os,
paralelogramos, losangos) e nogcdo de semelhanca de triangulos. A inclusdo desses
topicos auxiliaria alunos com pouco conhecimento de Geometria. Por outro lado,
dependendo do nivel de conhecimento matemético da classe e do tempo disponivel,
agumas atividades, apesar de interessantes, poderiam ser suprimidas. E o caso da
Atividade 7 (utilizacdo da demonstracéo de Euclides para chegar a umarelacdo métrica
no tridngulo reténgulo) e da Atividade 20C (demonstracdo da generalidade do método
de Diophante para a obtencéo de ternas pitagoricas), da Atividade 20F (provar que se
“X,y,Z" € pitagorica, entdo, para k natural ndo nulo, “kx,ky,kz” também o sera). Quanto
ao item D da Questéo 20, o enunciado poderia ser reformulado: em lugar de solicitar a
demonstracdo de que “9,12,15” ndo pode ser obtida pelo método D, pediria-se ao aluno
gue tentasse encontrar m e n naturais ndo nulos para construir a referida terna pelo
método D.

Diante das constatacOes feitas no decorrer da experimentacéo e, posteriormente,
por meio da avaliagdo individual, chegase a algumas conclusdes relacionadas as
indagacdes iniciais. O fato de o auno trabalhar previamente com a condi¢do de
existéncia de tridngulo o auxilia a perceber que deve existir “algo mais’, isto é, aguma
propriedade especifica, no caso do triangulo retéangulo. Assim, em vez de tomar
conhecimento da igualdade pitagorica por meio de sua forma, como se observou nos
livros didaticos analisados, o estudante tem a possibilidade de perceber sua utilidade e
importancia. Tudo leva a crer que o tipo de abordagem apresentado na seqiéncia
didatica imprime ao Teorema de Pitagoras maior significado, confirmando a primeira
hipétese desta pesquisa. Além disso, as atividades constitutivas da segliéncia parecem
ter contribuido para desenvolver nos alunos algumas capacidades, relativamente a
aplicagdo do mesmo como ferramenta para a resolugdo de problemas. A escolha
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intencional de determinadas varidveis didaticas tais como posi¢éo das figuras, utilizacdo
de figuras mais complexas contendo triangul os retangulos como subfiguras, enunciados
no registro de discurso, figuras de partida sem os tracados auxiliares, dados ocasionando
resultados decimais exatos ou aproximados, emprego de notacéo literal etc. provocou
resolucdes por parte dos alunos que confirmaram o que havia sido apontado nas andlises
apriori da seqiiéncia e do questionario. Os efeitos causados pelas variaveis empregadas
puderam ser previstos em parte com fundamento na analise cognitiva, segundo Duval e
Padilla, mas também como provavel decorréncia de obstaculos didaticos criados em
series anteriores. Em outras palavras, os erros cometidos pelos alunos na aplicagéo do
Teorema de Pitagoras podem ser explicados como consequiéncia da abordagem utilizada
Nno processo de ensino-aprendizagem, porém sem esquecer 0s fendmenos concernentes a
apreensdo operatoria, reafirmando, assim, a segunda hipo6tese desta pesquisa. Surgiram
também algumas variaveis de contexto de dificil administracdo, como, por exemplo, a
falta ou escassez de conhecimentos disponiveis dos aunos, a dificuldade na
interpretacdo e conversdo dos enunciados, a falta de habito em resolver questdes
encadeadas por V&rios itens e 0 despreparo no trato com a representacdo algébrica
Outro fator que, para alguns alunos, prejudicou a continuidade dos trabalhos e
conseqlentemente 0 aproveitamento obtido residiu na irregularidade do

comparecimento as aulas.

Por outro lado, verificou-se que a sequéncia elaborada pode ser aplicada em
alunos com parcos conhecimentos de Geometria, mas também em estudantes
possuidores de melhor bagagem matemética. Em relacdo ao primeiro caso, foram
proporcionadas oportunidades para colocar o aluno em contato com itens fundamentais
da Matematica. No segundo, reinvestindo em conceitos e retomando técnicas, foi
possivel mostrar ao aluno por meio da mudanca de quadros que os conhecimentos
matematicos ndo se situam em “gavetas’ isoladas, mas, sim, se completam ap ser

usados como ferramentas na resolucéo de novos problemas.

Pelo fato de a época atual representar um periodo de transicdo e adaptacéo dos
programas, bem como dos livros didéaticos de 7% série e 8% série em relagdo aos PCNSs,
alguns entraves institucionais poderdo surgir. Para abordar o Teorema de Pitagoras na 7%
série é necessario trabalhar antes com raiz quadrada, entretanto, sem usar o rétulo de
numeros reais. A calculadora torna-se Util para mostrar que, elevados ao quadrado,
valores aproximados de raizes quadradas ndo “devolvem” o niimero inicial. Na 8° série,

se 0 aluno jativer como conhecimento disponivel o conceito de nimero real e a pratica
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de operaghes com radicais, as respostas poderdo ser dadas ou em forma de radical ou
por valores aproximados. Caso contrério, podera ser empregada a mesma estratégia

exposta para a 7% série.

A mudanga, dentro da mesma escola ou em escolas diferentes, da 8* série para o
1° colegial (ensino fundamental para o médio) é outro entrave significativo, pois
dificilmente alunos para os quais 0 Teorema de Pitagoras foi introduzido por meio de
determinada abordagem estudar&o sob essa mesma orientacdo. Aliés, obviamente, isso
ocorre em relagdo a qualquer outro tépico no ensino-aprendizagem da Matematica e
provavelmente das outras disciplinas. Como consequéncia, seria interessante, nesse
caso, a utilizagdo, mesmo em 1" série do ensino médio (1° colegial), da segiiéncia

didética apresentada neste trabalho ou de suas idé as basicas.

A utilizagdo da sequéncia como parte integrante de um trabalho a ser
desenvolvido durante o ano letivo pelo professor titular daturma, dando prosseguimento
aum curso baseado em principios analogos aos aqui empregados, com este tipo de visdo
desde as sériesiniciais, pode apresentar resultados mais expressivos que aquel es obtidos
neste trabalho; visto que ndo haveria uma ruptura tdo brusca do contrato didético e o
consequiente impacto sobre a classe.

Apesar de os indices apresentados indicarem que a abordagem do Teorema de
Pitégoras por meio da segiiéncia didatica exposta parece ter produzidos bons resultados
em comparagao com os originados por meio da abordagem convencional, admite-se que
ndo se trata de um trabalho encerrado. A referida seqliéncia poderia ser aperfeicoada a
medida que fosse sendo aplicada em outras turmas com caracteristicas diferentes
daguelas relativas as amostras desta pesquisa. A manipulagdo de material concreto

poderia, por exemplo, ser substituida pela utilizacéo do software Cabri — Geometre.

Quanto a possibilidade de desenvolvimento da apreensdo operatéria nos alunos,
vae lembrar as afirmagdes de Duva (1995, p.198): “...uma condicdo necess&ria €
propor exercicios, cujas resolucdes possam ser obtidas por um tratamento figural”.
Entretanto, essa ndo € uma condicdo suficiente. “Trés outras devem ser levadas em
conta: a resolucdo do exercicio proposto ndo deve implicar nenhum apelo a passos de
raciocinio que exigiriam a utilizagdo de definicdes ou teoremas; a resolucdo do
exercicio ndo deve implicar nenhuma mudanca de dimensdo na sequéncia de subfiguras;
0 exercicio proposto deve se situar em uma sequéncia organizada em funcéo de uma
variagdo sistemética dos fatores de visibilidade facilitando ou retardando a apreensdo

operatéria’ (p. 198). Duva acrescenta ainda que “0s exercicios, cujas resolucdes
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possam ser obtidas por meio da operacdo de reconfiguracdo, satisfazem plenamente as
duas primeiras condicdes’ (idem). A criagdo de atividades com esse objetivo e sujeitas a
essas condi¢oes seria ainda um vasto campo a explorar.

Os esforgos empenhados na realizacéo deste trabalho e a dedicagdo com que foi
elaborado estardo plenamente recompensados se 0 mesmo tiver alguma utilidade, por

menor que sgja, para a melhor compreensdo do Teorema de Pitagoras por parte de

NOSS0S estudantes.
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(32 PARTE: ANEXOYS)
ANEXO |: QUESTIONARIO

Colégio : Data: __/__ /98.
Nome N.O: Série:
Cursou a 82 sérieem Escola : ( ) Estadual

( ) Municipal

( ) Particular

~ Questdo 1) Nas figuras abaixo o que se pode dizer do comprimento x do lado do triangulo,
sabendo-se que as medidas estdo na mesma unidade?

a,
) f _ B o
3
X
A
C
A
b)
R 48
H
Fi




Nome N.C: Srie:

Questdo 2 ) Para cada um dos triangulos abaixo, dé a medida dos trés lados. Esses
tridngul os foram construidos sobre quadriculado de malhas quadradas de lado 1.

a) Medidas dos lados do triangulo ABC

b) Medidas dos lados do tridngulo PQR

¢) Medidas dos lados do tridangulo LMN

d) Medidas dos lados do triangulo XY Z

Questao 3) AB e CD representam duas torres. A primeiratem 13 m de altura e a segunda,
37m. A distanciaentre elas € de 70m. Qual a distancia entre seus extremos A e C ?

C
A
37m
13m
B D

T
I

Z0m



Nome N.C: Srie:

Questdo 4) Sendo ABCD um retangulo, é verdade que o triangulo EBD é isosceles?
Justifique matemati camente.

E 3A A, B
7 B
] C

Questdo 5) Nafigura, AB=BC,AB=6eCD = 3. Parair de A até C o caminho AB+BC
€ mais curto que o caminho AD + DC ? Justifique sua resposta.

Questdo 6 ) Seraque é possivel colocar este armario em pé, isto é, navertical? Suas
dimensdes sdo : atura= 2,10m e profundidade = 0,70m. Justifique sua resposta.

] o]

i

"
210 4

2,20m

S
-

(=g 1]



ANEXO |1: CODIFICACAO RELATIVA AO QUESTIONARIO

Questdo 1-a)

Q1AP - acerto até /45

Q1AS - acerto total (sucesso)

A1ET - errou naigualdade Pitagorica
A1EV - errou no cdculo com o radical
A1EK - errou em contas

Q1AW- em branco

Q1AU - consideracdes absurdas ou ndo pertinentes

Questaol-b)

Q1BP - acerto parcia, até \/@
Q1BS - acerto total

B1ET - errou naigualdade Pitagorica
B1EV - errou no cdculo com o radical
B1EK - errou em contas

Q1BW- em branco

Q1BU - consideractes absurdas

Questdol-c)

QI1CS - acertou usando a condicéo de existéncia de triangulo

Q1CI - acertou tentando desenhar intuitivamente

C1EK - errou nos calculos

QILCT - usou Pitagoras, admitindo implicitamente tridngulo retangulo
Q1CW- em branco

Q1CU - consideragOes absurdas

C1NR - reconheceu que o triangulo ndo € retangulo, mas ndo soube continuar

Questdo 2-a)

Q2AP - acerto parcia até /32



Q2AS - acerto totd

Q2AE - errou tudo

AZ2EH - determinou somente 0s catetos
AZ2EK - errou nos célculos

A2EV - errou no cdlculo com o radical
Q2AW- em branco

Q2AU - consideracdes absurdas

Questao 2-b)

Q2BP - acerto parcial até /20

Q2BS - acerto total

Q2BE - errou tudo

B2EH - determinou somente os catetos
B2EK - errou nos calculos

B2EV - errou no cdculo com o radical
Q2BW- em branco

Q2BU - consideragOes absurdas

Questao 2-c)

Q2CS - acerto total

Q2CE - errou tudo

C2EH - determinou somente 0s catetos
C2EK - errou em contas

Q2CW:- em branco

Q2CU - consideragdes absurdas

Questéo 2-d)
Q2DP - acerto parcia (determinou um ou dois lados)
Q2DS - acerto tota
D2NX - ndo fez os tracados auxiliares

Q2DX - fez ostragados auxiliares, mas ndo conseguiu prosseguir
D2EK - aplicou o teorema,mas errou nos calculos



Q2DW- em branco
Q2DU - consideracdes absurdas

Questédo 3)

QU3P - acerto parcial /5476

QU3S - acerto total x=74m

QUSR - tragou a perpendicular, mas ndo conseguiu prosseguir
QU3X - identificou a subfigura pertinente, determinando EC=24m
Q3EK - errou nos calculos

QU3W - em branco

QU3U - consideracdes absurdas

Questao 4)

QUA4P - acertou parcialmente (testou somente um ou dois lados como base)
QU4S - acerto total

Q4EF - respondeu baseando-se nafigura e errou

QA4ET - identificou as subfiguras pertinentes e errou na aplicagéo do teorema
Q4EK - errou em contas

Q4EV - errou no calculo (ou nha comparacdo) dosradicais

QU4W- em branco

QUA4U - consideracgOes absurdas

Questao 5)

QUS5P - acerto parcia ( calculou as hipotenusas e errou ha conclusdo)
QUS5S - acerto total

5E1H - calculou sb uma hipotenusa

Q5EK - errou em contas

Q5ET - errou na aplicacéo do teorema

QU5SW- em branco

QUS5U- consideragOes absurdas

Questao 6)

QUGBS - acerto total

\



QO6ET - errou aigualdade pitagorica
Q6EK - errou em contas
QG6ED - errou na conversao de unidades

Q6EV - errou no cdculo (ou na comparagdo) de radicais
QU6W- em branco

QUG6U - consideracdes absurdas

As variaveis, com numero de ocorréncias igual a zero, foram eliminadas nos
histogramas de barras.
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ANEXO I11: SEQUENCIA DIDATICA

Colégio : Data: [/ /99.
Nome N.o: Série:
Nome N.O: Série:
Cursou a 72 sérieem Escola : ( ) Estadual

( ) Municipal

() Particular

Atividade—1 Duracao: minutos.

() “ SAo dadas as varetas:

= Ui mde
H

a) Usando trés delas de cada vez, tente construir triangulos.

b) Descreva, por meio de uma terna, as medidas dos lados dos triangulos que vocé

conseguiu formar. Assim: (..., ..., ...)

c) Sempre gque vocé pegou 3 varetas foi possivel construir um triangulo? Explique o que

aconteceu.

VIII



Data: _/__ /99. Duracdo: minutos.

Nome : N.°: Srie:
Nome : N.C: Série:

(I

a) Escreva asternas com as quais vocé ndo conseguiu formar triangulo.

b) Vocé é capaz de escrever, com suas palavras, 0 que precisa acontecer para que
exista triangulo? Que relacdo deve haver entre essas trés medidas?

(1) Agora, sdo dadas as ternas, sem as varetas.
(8, 10, 8), (5,5,5), (0,8; 1,5; 2,3),(2,5; 4,5; 3,5), (4,3; 5,2; 9,8)

a) Comquais dessasternas e possivel construir triangulos?

b) Agora € a sua vez! Invente trés ternas com as quais vocé pode construir triangulos e,

trésternas“ que ndo vao dar certo” .



Data: __/ /__ Duragao: minutos.

Nome : N.O: Série:
Nome N.O: Série:
Atividade —2

0] Considerando as varetas da Atividade — 1.

a) Vocé construiu que tipo de triangulo? Acutangul os, retangul os, obtusangul os?

b) Quais as ternas correspondentes aos triangulos retangul os que vocé construiu?

c) Com quais varetas se pode fazer umtriangulo retangulo de hipotenusa GH?

d) Comquais varetas se pode fazer umtriangulo retangulo de catetos AB e CD?

e) E, sefor: hipotenusa MN e um cateto 1J?

f) Usando a condicéo de existéncia de triangulo, vocé consegue “ prever” se o triangulo

seré retangulo ou nao?



Data: _/ / _ Duragao: minutos.

Nome : N.°: Srie:
Nome : N.C: Série:

(I1)  Os antigos egipcios, para construir_angulos retos, utilizavam cordas com nés, da

seguinte maneira:

E o chamado “ esquadro egipcio” . Eles ja sabiam que o triangulo de lados medindo (3,4,5)

éretangulo.

a) Serd que o angulo reto surge do fato desta “ terna” ser formada por nameros naturais
consecutivos? Para verificar isso, desenhe, utilizando régua e compasso, triangulos
cujos lados tenham como medidas nimeros consecutivos. Por exemplo: (2, 3, 4) (4, 5,
6) (6,7,8) (1,2,3).

b) A gue concluséo vocé chegou?

X1



Data: _/ / _ Duragao: minutos.

Nome : N.°: Srie:
Nome : N.O: Série:

c) Desenhe, agora, triangulos a partir das ternas. (6, 8, 10), (5, 12, 13), (9, 12, 15).
Esses triangul os so retangul 0s?

d) Resuma as conclusdes a que vocé chegou emb) e c).

X1l



Data: __/ /__ Duragao: minutos.

Nome N.C: Srie:
Nome : N.°: Série:
Atividade—3

Nao sendo a “ Condicdo de Existéncia de Triangulo” suficiente para garantir que o
triangulo sga retangulo, entdo qual relacdo deve existir entre as medidas dos lados para

que isso acontega?

Voltando a terna egipcia (3, 4, 5), construa quadrados sobre os catetos e sobre a

hipotenusa do triangulo, como mostra a figura:

a) Calcule a area de

cada quadrado.

F | b) Faca o mesmo para as
ternas do item c) da
Atividade — 2, isto €,
(6, 8, 10), (5, 12, 13),

(9, 12, 15).
c) Preencha atabela seguinte:
Area dos quadrados
Catetob Catetoc Hipot. a Q1 Q2 Q3

3 4 5

6 8 10
5 12 13
9 12 15

X1



Data: __/ /__ Duragao: minutos.

Nome N.C: Srie:
Nome : N.°: Série:

d) Compare as areas de Q1 e Q2 com a de Q3. O que vocé observou? Tente escrever uma

relacdo entre elas. Deduza uma relacéo entre os lados do triangulo.

€) Sera que essa relacdo vale para qualquer tridngulo? Experimente usa-la para ternas
correspondentes a triangul os acutangul os ou obtusangul os.

Atividade—4

Verificamos para alguns triangulos, cujos lados tinham como medidas numeros
inteiros, que, para dar origem a um triangulo retangulo, uma relacdo deveria ocorrer
entre essas medidas. Mas, no caso de medidas quaisquer dadas por nimeros ndo inteiros,

sera que ela vai continuar valendo?

a) Desenhe e recorte umtriangulo retangulo qualquer. A seguir, recorte mais 7 triangulos

“idénticos’ a esse. Nao se preocupe em medir os lados.

b) Desenhe erecorte agora:
e umgquadrado de lado a (pinte de amarel0)
* umquadrado de lado b (pinte de verde)

* umquadrado de lado ¢ (pinte de azul)

X1V



Data: __/ /__ Duragao: minutos.

Nome N.C: Srie:
Nome : N.°: Série:

c) Como se fosse um*“ quebra-cabecas’ monte:

e um “quadradao” usando 4 triangulos e o quadrado amarelo, isto €, o

guadrado de lado a.

e outro “quadradao” usando 4 triangulos e os quadrados verde e azul,

respectivamente de lados b e c.

d) Se retirarmos de cada “ quadradao” os 4 triangulos, qual a area da figura que

sobra?

€) Que se pode dizer, entdo, das areas das figuras restantes em cada “ quadradao” ? Isto

€, que relacdo existe entre elas? Que relacao existe entre os lados do triangul0?

Atividade—5

a) Escreva a &rea do “quadraddo” da fig.1, em fungdo das areas do quadrado nele

contido e dos 4 triangul os.

b) Faca o mesmo paraafig.2.

c) Que relacdo matemdtica existe entre as areas dos “ quadraddes’ das figuras 1 e 2?
Deduza uma relacéo entrea, b ec.

XV



Data: _/ / _ Duracao: minutos.

Nome : N.°: Srie:
Nome : N.C: Série:
Atividade—6

Agora vocé ja sabe que, em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da medida da
hipotenusa é igual & soma dos quadrados das medidas dos catetos. Esse teorema ja era
conhecido pelos babilénios e egipcios, mas foram os pitagdricos os primeiros a demonstr a-

lo rigorosamente. Dai 0 nome Teorema de Pitagoras.

a) Explique, com suas palavras, qual a vantagem de se saber o Teorema de Pitagoras, no
que se refere a resolucdo de problemas envolvendo triangulos retangulos. Em outras

palavras, o que ele permite calcular e o que deve ser dado, para isso, no problema.

b) Invente quatro exemplos de problemas, em cujas resolugdes vocé utiliza o teorema de

Pitagoras.
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Data: __ /__ /99. Duracio: minutos.

Nome N.C: Srie:
Nome : N.°: Série:
Atividade—7

Em sua obra “ Elementos’ , considerada por muitos historiadores a mais importante
da Geometria de toda a Histéria da Matematica, Euclides, que viveu no ano 300 antes de
Cristo (300 a.C.), demonstrou o Teorema de Pitagoras de um modo muito diferente. Ele

provou que:
l. O quadrado (1), ABFG, tem a mesma area do retangulo BPLD.
. O quadrado (2), AHKC, tem a mesma area do retangulo PCEL.

Como a éarea do quadrado BCED é a soma das areas desses retangulos, ele

concluiu que a area do BCED é a soma das areas dos quadrados (1) e (2).

a) Chamando: AB = ¢, BC= a AC = b,

a ST BP = m CP = n, vocé consegue
- A |2. :- “ 1] 1
-~ traduzr matemati camente 0s
F . .
S resultados (1) e (I1) acima?
B P C
[B) 1 E

b) Quando, de um ponto A, se traca a perpendicular a umaretar, o ponto A’, interseccéo
dessa perpendicular comr, € denominado projecdo ortogonal de A sobrer; para obter
a projecao ortogonal de um segmento, sobre uma reta, basta projetar sobre ela os

extremos do segmento.

A
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Data ]
Nome N.C: Srie:
Nome : N.°: Série:

c) Usando esta nomenclatura, o que se pode dizer dos segmentos BP e CP em relacdo a
reta BC?

d) Como ficam, levando em conta o itemc), os resultados (1) e (11)?

Atividade—-8  Duracéo: minutos.

Calcule MN, no triangulo retangulo em R, dados:

MR=2,4cmeNR=3,2cm
R
\ Q
M
Atividade—9 Duracao: minutos.
Dados YZ=3cm e ZX=4cm, calcule XY, sendo o triangulo XYZ retangulo em Y.
X
]
|
" {
|
F

Atividade—10 Duracao: minutos.

No “Papiro do Cairo”, o qual data de 300 a.C., foram encontrados quarenta
problemas de Matematica. Um deles é o0 seguinte: “ Uma escada de 10 cubitos esta com
Seus pés a 6 cubitos da parede. Que altura a escada alcanca?” (cubito € uma medida

antiga de comprimento; hoje ha o metro, o centimetro, etc.)
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Data ]
Nome N.C: Srie:
Nome : N.°: Série:

Quando um mecanico precisa consertar uma maquina ou um marceneiro quer

construir um movel, eles necessitam de algumas ferramentas. Algo semelhante ocorre

quando resolvemos um problema. Mas, as vezes, nem lembramos de algumas

“ferramentas’ que estdo sem uso ha muito tempo.

Vamos abrir esta “caixa de ferramentas’ e verificar 0 que existe dentro dela.

Talvez sgjam Uteis para a resolucéo de nossos problemas.

F1) Asdiagonais de um retangulo tém mesmo comprimento:
D C

AC=DB

A
F2) Tridngulo equilétero: os trés lados tém mesma medida.

Tridngulo isosceles. dois lados tém mesma medida.

Triadngulo escaleno: dois lados quaisquer ndo tém mesma medida.
basex altura

F3) Areaderetangulo :basex altura  Areadetriangulo :

F4) Num tridngul o isbscel es, mediana, aturae bissetriz relativas abase  coincidem.

F5) Mediatriz de um segmento: é a perpendicular a0 segmento, passando pelo ponto
médio. m

XIX



Data ]

Nome : N.O: Série:
Nome N.O: Série:
Atividade—11 Duracéo: minutos.

a) Um quadrado tem 1 cm de lado. Sua diagonal pode ter como medida um namero

inteiro? Justifigue sua resposta.

b) Determine a area do quadrado citado no item a).

c) Qual deve ser a medida do lado de um outro quadrado para que sua area seja o dobro

da area que voceé calculou no item b)?

Atividade—12 Duracéo: minutos.

Um pedreiro, quando precisa de um angulo reto, na demarcacao de um terreno,

utiliza barbante e estacas da seguinte maneira:

E 80cm .
F a) Como se pode garantir que o

triangulo assim construido €
60cm
im retangulo?  Justifigue sua

resposta matemati camente.

XX



Data: [/ /99.

Nome : N.O: Série:
Nome N.°: Serie:
b) Se o pedreiro modificar as medidas dos barbantes para : EF=90cm e EG=1,20m, qual

deve ser a distancia entre as estacas F e G para que ele tenha a certeza de haver

construido um angulo reto?

Atividade —13 Duracéo: minutos.

a) Num tridngulo isosceles, a base mede 6cm e cada um dos lados “ iguais’ mede 5cm.

Calcule a érea desse triangulo.

b) O retangulo abaixo tem largura igual a 80cm e diagonal 100cm. Quanto mede o0 seu
perimetro?

XXI



Data: [/ /99.

Nome N.O: Série:
Nome N.O: Série:
Atividade-14 Duragcao: minutos.
R
° A figura representa o chao

do patio de uma escola, recoberto

por placas quadradas de 1m de

lado. Renata e Sylvia estdo nos

pontos R e S respectivamente.

Quanto mede a menor distancia

entre as duas colegas?

Atividade -15

a) Dados os segmentos de medidas a e b, descreva um modo de determinar

geometricamente um segmento x, tal que:  x=+/a’ +b?

b) Construa agora, usando os segmentos a e b do item anterior, um segmento y, tal que:

y=+a’ —b? . Isto ésempre possivel ? Justifique sua resposta.
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Data: [/ /99.

Nome : N.O: Série:
Nome N.O: Série:
Atividade —-16 Duracéo: minutos.

Qual a area do telhado desse galpéo?

______ — 4m

gm

F 9m

XX



Data: [/ /99.

Nome : N.O: Série:
Nome N.O: Série:
Atividade -17 Duracéo: minutos.

A figura representa a entrada de um tanel, com méo Unica. A semi-circunferéncia
interior tem diametro de 8m. Um caminh&o de 2,40m de largura precisa passar por esse

tunel. Qual &, “ emteoria’, a altura maxima do caminhdo para gque isto seja possivel ?

Atividade —18 Duracéo: minutos.

Sete barras equidistantes fecham esse portal em semicirculo. Calcule o
comprimento total das barras, utilizando as indicacbes da figura. (N&o considere a

espessura das barras).
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Data: [/ /99.

Nome N.C: Srie:
Nome : N.O: Srie:
Atividade—19 Duragao: minutos.

AB é um segmento de comprimento 8cm e de ponto médio O. A reta d J ABem O.

Sobre d, toma-se um ponto M a 5cm de B. Sgja N um ponto tal que:

* Npertencearetad.
* Nnao estgja ha semi-reta oM
* NO=3cm

O que se pode afirmar sobre o quadrilatero ANBM? Justifique sua resposta.

Atividade—-20  Duracio: minutos.

Quando uma terna de nimeros naturais ndo nulos (X, y, 2) verifica a relacdo
x> +y? =7°ela é chamada “terna pitagorica’. Vamos agora ver como podem ser

“fabricadas’ ternas desse tipo.

Diophante (século 3, depois de Cristo) utilizou o seguinte método para obter ternas

pitagoricas (método ja conhecido por Euclides):

o Escolha dois nUmeros naturais ndo nulos m e n tais que m sgja maior gue n, isto é

m>n.
o Calcule

X =m’-n’
y =2mn Segundo Diophante, a terna formada por (X, y, 2) € pitagorica.
z=m’+n?
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Data: [/ /99.

Nome : N.O: Série:
Nome N.°: Serie:
a) Escolha alguns valores para m e n, por exemplo, m=2 e n=1, depois m=3 n=2, e

verifique que esse método de fato produz ternas pitagoricas.

b) Escolha agora vocé um valor para m e outro para n, lembrando que m>n. 0 método

“funcionou” ?

c) Tente provar que este método, que chamaremos de método D (em homenagem a

Diophante), é geral; quer dizer, ele vale para quaisquer naturais men, com m>n.

d) Aterna (9, 12, 15) é pitagérica? Sera que ela pode ser obtida, usando-se 0 método D?

Tente demonstrar sua resposta.

€) Com o método D é possivel “ fabricar” uma infinidade de ternas pitagoricas, mas ndao
todas. Vamos ver, entdo, um outro método para obtencéo de ternas pitagoricas por

“ proporcionalidade” . Chamaremos este método de método P.
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Data: [/ /99.

Nome : N.°: Srie:
Nome : N.C: Série:

Voltando a terna (3, 4, 5), experimente multiplicar todos os seus elementos por
um mesmo nuimero. Por exemplo: (3.2, 4.2, 5.2), (3.3, 4.3, 5.3). Sera o resultado ainda

uma terna pitagoérica? Faca o “ teste” . O que vocé concluiu?

f) Mostre que: se (X, y, 2) € uma terna pitagérica e k um nimero natural n&o nulo,

entdo a terna (kx, ky, kz) também é pitagorica.

g) Vocé consegue prever 0 que acontece, se construirmos triangulos cujos lados

tenham ter nas pitagéricas como medidas? Explique por que.

h) Construa triangulos, usando a terna (3, 4, 5) e as ternas obtidas a partir desta pelo

método P. O que vocé observa a respeito desses triangul os?
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Data: [/ /99.

Nome : N.°: Srie:
Nome : N.C: Série:

Atividade—0 (Objetivo: reinvestir em pré-requisitos)

1) Compare (usando sinaisde <, > ou =),

(a+b)? =a® +2ab+b?
corretamente: (a—b)* =a® — 2ab + b? Efetue, entdo:
(a+Db)(a—b)=a*-b?

(a+b)?#a’+b?
(a-b)? za? —b?

GG OO

e L e

LR 150 ST (2X=D@XHD) Z
s ava (Ba+b)(Ba-b)=...cccu....

(P =07 S (D% +G3)(P° = ) = o

b) Pela propriedade distributiva: a.(b+c) = ab + ac. Se quisermos “desfazer” a
operacio, devemos fatorar a expressdo. Exemplo: 2x* +10x = 2x.(X + 5) . Para fatorar um
trinbmio quadrado perfeito, a fatoracdo “desfaz” a potenciacdo. Exemplo:

x> +10x + 25=(x+5)?

Agora é a sua vez! Fatore:
4a® — 4ab +b® =(2a-b)?
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C) Efetue, ssimplificando as expressdes e fatorando o resultado, quando possivel

(x+5)* -20x =
ka(a +b) - kb(a+b) =
2ab+(a-b)? =

3) Recordando radiciacéo:

72 =490 49 =7 V36 =... J8l=... V8=..
4% =160 16 =4 complete, entd0:/9=....... J100=.. Ba=..
2° =80 3/8=2 Vi=.. 30=...... N=...

Qual o nimero gque elevado ao quadrado da como resultado 25?7 Resposta.............
V0cé ndo esqueceu de nada? Observe: (+5)2 =25 mas, também, (-5)° =25,

4) Determine o nimero real, ou 0s nimeros reais, adequado(s) para cada sentenca:

a)x* =81 X=... e)z®=-8 z=...
b)a® =16 a=.. f)r?=2 r=..
(;)m2 =0 m=.... g)32 =54 S=...
dyn? =1 n=.. h)k? =108 K=...

5) Vocéjasabe que:

Angulo reto: mede 90°

Angulo agudo: mede menos que 90°

Angulo obtuso: mede mais que 90°

Assim, os triangul os, quanto aos angul os, se classificam em:

Tridngulo acutangulo:  gquando tem os 3 angul os agudos
Triéngulo retangulo: guando tem 1 angulo reto
Tridngulo obtusangulo:  guando tem 1 angulo obtuso

l. Classifique, entdo, os tridngul os:

a) L] )
M N
B - A
'\-\..\. ) -, -"... T
.'\- i ey _'-l. =" .-\-.
x'\.x - . i L|
'I a
5 n
M
i J 2} .‘I ] .-" \
o £ ;oo
" y / \
A “n, .r.-' kY J i
Py F LY ¥ L.
- K F Y [ F
| Y £ P
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Il. Para os tridngulos dos itens @), b), ¢): Qual o maior angulo? Qual o maior lado?

6) Lembrando:

Perimetro de um poligono € a soma das medidas dos lados. Para calcular areas, usamos
formulas:

Quadrado: area = lado. lado ou (lado)?

Reténgulo: &rea = base.atura

basealtura
2

a) Calcule, vocé: &rea e perimetro, para asfiguras:

Triagngulo: &rea=

Lado: 1cm

Base: 0,12 m
Altura: 8,5cm

b) Calcule a area de cada um dos tridngul os:

b cm i cm § cm

Ag relas 1w s sao paralelas e distam enire si 5 cm.,

7) Recordando circunferéncia:

—— Didmetro é uma corda que passa pelo centro da
\ circunferéncia: XY .
e Raio é um segmento com uma extremidade no centro e a
d outra num ponto da circunferéncia: OX JOY .

a) Seodidmetro medir 20 cm, qual seraamedidado raio? .................

b) Determine x, sabendo-seque BC =5m
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c)

Se QO = 7,3cm, quanto
mede RS ?

8) Vocé se lembra como construir, com régua e compasso, um triangulo, dadas as medidas
dos trés lados? Ex.: so dadas as medidas 6 cm, 7 cm, 8 cm. Comegamos usando qual quer
um destes nimeros como medida da base, por exemplo 7 cm. Com centro em A tracamos
um arco de raio medindo 6cm e, com centro em B, um arco de raio medindo 8 cm. O ponto

de interseccéo dos arcos determina o ponto C.

- Il,h,ﬂ Construa triangul os, usando as medidas:
|' A 1) 5cm, 3cm, 6cm
i A )] 4.cm, 3cm, 4cm
! 1) 6cm,10cm, 8cm
| b
A B

9) Umajanelaretangular tem 3m de largura e 2m de altura. Desgja-se colocar grade de

protecdo, como mostra afigura:

a) Sem levar em conta a espessura do ferro, quantos metros de ferro ser&o utilizados?

b) Se quisermos colocar vidro (pelo lado de dentro), quanto gastaremos, sabendo-se
gue o metro quadrado do vidro custa R$25,00?

XXXI



ANEXO |V: MATERIAL DIDATICO

Tubos de PV C contendo jogos de varetas (para os alunos) e jogo de varetas de dimensdes
maiores, utilizados nas atividades 1 (itens |, Il elll) e 2 (item 1)

“Kits” utilizados pelos alunos na Atividade 4
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Placa metélica e figuras com im4, utilizadas na Atividade 4: reconfiguragdo tipo (L)

Placa metdlica e figuras com im4, utilizadas na Atividade 4: reconfiguracéo tipo (V)
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