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“ Apologo dos dois escudos”

“ Conhecem o apdlogo do escudo de ouro e de prata?
Eu Iho conto.
No tempo da cavalaria andante, dois cavaleiros
armados de ponto em branco (=com cuidado, com
esmero, completamente), tendo vindo de partes opostas,
encontraram-se numa encruzilhada em cujo vértice se
via erecta uma estatua da Vitéria, a qual empunhava
numa das maos uma lanca, enquanto a outra segurava
um escudo. Como tivessem estacado, cada um de seu
lado, exclamaram ao mesmo tempo:
- Querico escudo de ouro!
- Querico escudo de pratal
- Como de prata? N&o vé que é de ouro?
- Como de ouro? N&o vé que é de prata?
- O cavaleiro é cego.
- O cavaleiro é que ndo tem olhos.
Palavra puxa palavra, ei-los que arremetem um contra
0 outro, em combate singular, até cairem gravemente
feridos.
Nisto passa um dervis, que depois de os pensar com
toda a caridade, inquire deles o motivo da contenda.
- E que o cavaleiro afirma que aquele escudo é de ouro.
- E que o cavaleiro afirma que aquele escudo é de
prata.
- Pois, meus irméos, observou o dar6es, ambos tendes
razao e nenhum a tendes.
Todo esse sangue se teria poupado, se cada um de vis
se tivesse dado ao incbmodo de passar um momento ao
lado oposto. De ora em diante nunca mais entreis em
pendéncia sem haverdes considerado todas as faces da
questdo.”
José Jilio da Silva Ramos
(apud Fiorin, José Luiz, 1997, p. 15)
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RESUMO

O objetivo desta nossa pesguisa foi analisar como se processa a apreensdo do
conceito do teorema de Thales por alunos da 8° série do Ensino Fundamental, levantar
0s obstéculos didéticos e epistemol dgicos, as variaveis de situacdo e verificar até que
ponto o uso do computador favorece a superacdo dos obstacul 0s ou proporciona outros.

Para fazermos esta andlise, recorremos a0 estudo das variaveis de situacédo
didética proposto por Guy Brousseau e ao trabalho do Psiclogo Raymond Duval sobre
0s registros de representacdo semidtica e a aprendizagem intelectual que associa a
semiGtica com 0s aspectos da cogni¢ao e da percepcao.

Nossos estudos preliminares mostram que os problemas do ensino-aprendizagem
dessa propriedade estdo relacionados com sua forma de expressdo e envolvem 0s
aspectos da percepcdo, das significagbes e do contexto. Procuramos responder a
seguinte questdo “ Como produzir uma sequiéncia de ensino que proporcione ao aluno a
apreensdo do teorema de Thales observando todos esses aspectos?” baseando-nos nas

seguintes hipoteses:

1. propondo situagdes-problema em lingua natural e utilizando o software Cabri
evita-se a formagao de imagens prototipicas e trabalha-se com as variabilidades
perceptivas;

2. por meio de uma rede semantica pode-se organizar os trés pontos de vista

relacionados com as significacOes do teorema de Thales e, trabalhando-se com

situagOes-problema de aplicacdes, essa no¢ao passa a ter maior significado para

os alunos possibilitando a utilizac&o dele, do teorema, em outras situacoes afins.

Para validar nossas hipoteses, elaboramos e aplicamos uma seqliéncia didética
em alunos da 82 série e, decorridos dois meses do término dessa aplicacéo, realizamos
um pés-teste nessa turma e numa outra turma que havia estudado o teorema de Thales
sem fazer uso do computador. Para finalizar, fizemos uma andlise qualitativa e
quantitativa do pos-teste levantando algumas discussoes. Concluimos que as hipoteses
parecem pertinentes. o desenvolvimento das atividades baseadas na rede semantica
proposta e em situacOes-problema dadas em lingua natural utilizando o Cabri
propiciaram abordar o teorema de Thales na sua significacdo global, trabalhando as
variabilidades perceptivas e ndo formando imagens prototipicas. Um dos problemas que
ainda persistiram foi quanto ao calculo da medida do segmento formado na paralela
Suspeitamos que 0 ponto de vista da conservacdo das abscissas foi um conhecimento-
obstaculo em relacéo ao ponto de vista da dil atacéo.



ABSTRACT

The aim of this research was to analyse how the understanding of Thales
Theorem concept is processed by the students of the last year of the fundamental
teaching, raising the didactic and epistemological obstacles, the variants of the situation
and to check if the use of computer facilitates the overcoming of obstacles or it offers
other ones.

We based on the study of the variants of the didactic situation suggested by Guy
Brousseau and the work of the psychologist Raymond Duval about the registers of
semiotic representation and the intellectual learning which associates the semiotic with
the aspects of cognition and perception.

Our preliminary studies showed the teaching-learning problems are related to the
form of expression and they involve the perception, meanings and context concepts. We
asked the following question: “ How to elaborate a teaching sequence which could be
offered the students to their understanding of Thales Theorem, observing all those
aspects?” , and we tried to answer it based on the hypothesis below:

1. we suggested problem-situation in natural language and used Cabri software, not
allowing the pattern images formation, and we worked with perceptive
variabilities;

2. we organized three points of view through a semantic net, which is related to
Thales Theorem meanings, and when we worked with problem situations of
applications, this notion gets a greater meaning to the students, and it makes
possible the use of the theorem, in other similar situations.

To confirm our hypothesis, we elaborated and applied a didactic sequence to 8"
grade students, and after two months at the end of this application, we did a post-
evaluation at this group, and to another who had studied the theorem without using the
computer. To end, we made a qualitative and quantitative post-evaluation analysis
raising some discussions. We conclude the hypothesis seem to be pertinent: the
development of activities based on the semantic net suggested and the problem
situations given in natural language using Cabri approached Thales theorem in its global
meaning, working the perceptive variabilities, not the prototypical images. One of the
problems which still persist was related to the calculation of the measure formed in a
paralel . And we suspected that the point of view between the conservation of the
abscissas and the dilatation was a knowledge obstacle.
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APRESENTACAO

“ Unico bom ensino é o que adianta ao desenvolvimento.”
(Vygotski)

Desde quando iniciamos o mestrado, 0 nosso desgo era trabalhar com
geometria, e, se possivel, utilizando o software Cabri. Essa vontade foi se enraizando na
medida em que constatamos nos exames do SAEB e SARESP um baixo desempenho
dos alunos na area de Geometria e analisamos o resultado de pesquisas relacionadas a
formacdo de professores que mostram as dificuldades destes em trabalhar esses
conteddos. Diante disso, partimos para investir nossos estudos nessa area. Dentre esses
contedidos, um que nos chamou bastante atencéo foi o teorema de Thales devido a sua
vasta aplicabilidade desde o Ensino Fundamental até a Universidade e, principa mente,
por ser uma ferramenta de grande utilidade em construgdes geométricas inclusive
utilizando o software Cabri-géometre. Em 1998, comecamos a pesquisar os fenémenos
relacionados a0 ensino-aprendizagem dessa nogdo até que resolvemos aborda-la como
tema na dissertacdo do mestrado, aprofundando esses estudos, definindo os problemas,
as hipoteses e a metodologia para valida-las. O curso de semiética discursiva ministrado
pela professora Ana Claudia, e, depois, o curso de Duval sobre os registros de
representacdo, nos gjudaram muito a enxergar os problemas e as hipoteses da pesguisa.

O objetivo desta pesquisa foi analisar como se processa a apreensao do conceito
do teorema de Thales por alunos da 8% série do Ensino Fundamental, levantar os
obstacul os didéticos e epistemol 0gicos, as variaveis de situacdo, observando os aspectos
da percepcdo, das significacbes e do contexto, verificando até que ponto o0 uso do
computador favorece a superacdo dos obstaculos ou proporciona outros. Para fazermos
analise, recorremos ao estudo das variaveis de situacdo didatica propostas por Guy
Brousseau e ao trabaho do psicologo Raymond Duval sobre os registros de
representacdo semiotica e aprendizagem intelectual que associa a semidtica com 0s
aspectos da cogni¢ao e percepcao.

Para realizarmos pesquisa, passamos por trés fases: a primeira se refere ao
estudo preliminar, questionamento e problematica; na segunda fase, fizemos a
experimentacéo e aplicamos um pos-teste, e na terceira analisamos os resultados do pos-
teste confrontando-o com as hipodteses da pesquisa e escrevemos algumas discussdes
gerais.

A primeira parte foi desenvolvida em trés capitul os.



No capitulo 1, procuramos analisar o teorema de Thales sob dois prismas. o lado
da ciéncia matemética, estudando na histéria da Matematica sua origem, evolucéo, as
demonstragbes mais significativas e algumas aplicagdes, e o lado da didatica e da
psicologia cognitiva, explorando as variavels de situacdo propostas por Brousseau,
observando todos os conceitos implicitos e explicitos, suas formas de representacéo,
procurando fazer uma anadlise deste objeto matematico em relacdo aos registros de
representacdo semidtica definidos por Raymond Duval, das nocdes que estdo
relacionadas com ele e de suas aplicacOes, sempre visando observar os aspectos da
percepcao, dasignificagéo e do contexto.

No capitulo 2, fizemos um estudo de uma parte da transposicdo didética
observando como se processa a transformacdo do objeto da ciéncia matematica ao
objeto de ensino. Analisamos as propostas curriculares do Estado de S&o Paulo, os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), as Experiéncias Mateméticas propostas no
Estado de S&o Paulo, alguns livros didéticos, questdes propostas em avaliacdes de
sistemas de ensino brasileiro. Estudamos algumas pesqguisas ja elaboradas nessa direcéo,
destacando as de Brousseau, Cordier e Charalambos; aplicamos um teste diagndstico em
alunos do 1° ano do Ensino Médio gque estudaram essa propriedade e 0 analisamos de
forma quantitativa e qualitativa com o intuito de verificarmos a concepcéo desses alunos
e compreender as origens dos erros e dificuldades do ensino-aprendizagem.

Apoiando-se sobre os estudos preliminares, definimos nossa problemética e
formulamos nossas hipoteses. O problema central versou sobre a questédo “como
produzir uma sequéncia de ensino que proporcione ao aluno a apreensdo do teorema
de Thales, observando os aspectos da percepcéo visual, das significacdes e do
contexto?” e, sintetizando as hipéteses, colocamos:

1) propondo situaces problemas em lingua natural, utilizando o software Cabri
evita-se a formacdo de imagens prototipicas e trabalha-se com as variabilidades
per ceptivas,

2) por meio de uma rede semantica pode-se organizar os trés pontos de vista
relacionados com as significacbes do teorema de Thales e trabalhando-se com
situacdes problemas de aplicacfes esta propriedade passa a ter maior significado para
os alunos possibilitando a utilizacdo dele em outras situagdes afins.

Definido no capitulo 3 a problemaética e as hipdteses, partimos para a segunda
parte da pesquisa, a experimentacdo, relatada no capitulo 4.



Nessa fase elaboramos uma seqUéncia didética abordando os conceitos de
semelhanca e o teorema de Thales, seguindo alguns principios da Engenharia Didética,
utilizando como material de apoio pedagogico o software Cabri-géometre |, além dos
instrumentos de desenho tradicional (régua, transferidor, compasso) e da sobreposicdo
de figuras. Elaboramos também, uma ficha de observacdo cifrada, para facilitar e
direcionar o trabalho de observacéo do desempenho e atuacdo dos alunos durante a
aplicacdo dessa sequéncia. Trabalhamos com duas turmas de 82 série: naturma A, com
30 aunos, aplicamos sequéncia de ensino e, naturma B, com 31 alunos, utilizamos
o livro didético de forma tradicional. Ao todo, nessa experimentacdo, foram utilizadas,
na 82 série A, 25 aulas de 50 minutos cada, e, na 82 série B, 16 aulas.

Depois de dois meses do término da sequiéncia, aplicamos um pos-teste nas duas
turmas concomitantemente, e o analisamos de forma quantitativa e qualitativa. As
questdes desse pos-teste foram as mesmas do teste diagndstico aplicado em 1998
quando fizemos o estudos preliminares. Na analise qualitativa, utilizamos o programa
CHIC (Classificagcdo Hierarquica Implicativa e Coesitiva) para construcdo dos graficos e
arvores de similaridade e implicacéo.

A Ultima parte do trabalho foi dedicada as discussdes gerais feitas no capitulo 5.

Nesse capitulo, procuramos primeiramente destacar a importancia da
metodologia adotada. Depois analisamos os resultados da pesquisa com relacdo as
hipéteses confrontando-os com as pesquisas de Brousseau, Cordier e Charalambos.
Serviram como fontes de dados dos desempenhos iniciais dos alunos e das mudancas
ocorridas as informagdes fornecidas pela professora da classe sobre os alunos as
anotacdes do observador, as fichas de atividades dos alunos, os disquetes, as gravacoes,
depoimento de alguns alunos, entrevistas e 0 pés-teste. Para validacdo da pesquisa,
utilizamos os resultados do pés-teste e 0 desenvolvimento dos alunos observados
durante a experimentacao.

Por fim, tecemos algumas consideracdes sobre o limite do trabaho, os
prolongamentos necessarios e algumas sugestoes.



PARTE |

ESTUDO PRELIMINAR, QUESTIONAMENTO E
PROBLEMATICA

“O conhecimento ndo se da a
margem da prética social dos homens. Elaé
antes de mais nada o fundamento do
pensamento mas, para a verdadeira
compreensdo do real, é preciso que O
pensamento (que € tedrico-prético) trabalhe
0 observavel e va aém dele, concretizando-
0 através da consciéncia que é ativa, ndo
por dom sobrenatural, mas porque abstrai e
apreende 0 movimento existente na
totalidade”

(Franco, Maria Laura P. Barbosa, Pressupostos
Epistemol 6gicos da Avaliacdo Educacional, in
Cadernos de Pesguisa, PCC, Ago/90, n.° 74,
p.67 apud Matui, Jiron. 1993, p. 59)



INTRODUCAO

Nesta primeira parte da pesquisa procuramos enfocar o objeto matemético
“Teorema de Thales” estudando-o sob varios prismas. Primeiramente, no ambito da
ciéncia matematica para a qual recorremos a histéria da matemética com o intuito de
pesquisar sua origem e desenvolvimento. Nesse sentido ainda, analisamos algumas de
suas demonstragoes e aplicagbes. Depois, passamos a ver o teorema de Thaes de um
ponto de vista da Didatica observando as variaveis de situacdo (Brousseau) a luz da
Semidtica e da Psicologia Cognitiva, levando em conta os registros de representacéo
semidtica abordados por Raymond Duval. Ao fazermos essa andlise, estudamos 0s
conceitos implicitos e explicitos com o teorema de Thaes, suas formas de
representagbes observando os aspectos da percepcéo visual, das significagdes e do
contexto.

Como nossa meta € o ensino-aprendizagem, fizemos um estudo de uma parte da
transposi¢do didatica (capitulo 2) procurando observar como se da a transformagdo de
objeto da ciéncia matematica ao objeto de ensino. Para isso analisamos as Propostas
Curriculares do Estado de S&o Paulo, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
propostas didéticas para 0 ensino como as Experiéncias Mateméticas e alguns livros
didéticos, as questdes propostas em avaliagOes de sistemas de ensino brasileiras como o
SAEB e SARESP. A seguir, visando diagnosticar a origem dos erros e dificuldades dos
alunos recorremos a resultados de pesquisas e artigos e por fim, elaboramos, aplicamos
e analisamos um teste diagnostico para avaliar a concepgdo de alguns aunos que ja
haviam estudado essa nocé&o.

No decorrer de todo estudo, fomos levantando questionamentos, destacando
problemas quanto ao ensino-aprendizagem, formulando hipéteses e definindo a
metodologia para verificar, validar ou invalidar essas hipéteses. Fizemos também um
levantamento de pesquisas e artigos referentes ao estudo em questdo a fim de verificar o
gue ja foi ou estd sendo feito com o propdsito, além do citado acima, de aproveitar
alguns dados e definir melhor a problemética da pesquisa (capitulo 3).



C APITULO |I: ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO
“TEOREMA DE THALES’

Na primeira parte do estudo do objeto matematico “teorema de Thales’, cujo
objetivo é vé-lo no prisma da ciéncia matematica, utilizamos como fontes de dados além
de livros sobre a Histéria da Matemética, alguns artigos de pesquisas publicados na
Franca por meio do Bulletin Inter-IREM Commission Premier Cycle. O primeiro artigo
utilizado, de autoria de Henry Plane, Une invention francaise du XX° siecle: |e théoreme
de Thales, procura fazer uma andise do levantamento historico desse conceito nos
principais manuais franceses. O outro artigo utilizado, de autoria de Rudolf Bkouche,
Autour du Théoreme de Thalés. variations sur les liens entre le géométrique et le
numérique, apresenta as demonstragoes mais significativas do ponto de vista historico
como as de Euclides, Arnauld, Legendre e Lacroix.

Ao longo dos estudos preliminares, fomos percebendo as aplicacdes do teorema
de Thaes tanto na parte histérica como em artigos, na dissertacdo do mestrado
apresentada por Maria Célia Leme da Silva (1997-PUC-SP) e em alguns livros didaticos
de Matematica e de Desenho Geométrico. Neste trabalho iremos apresentar apenas
algumas dessas aplicagles e outras apenas citaremos. As fornecidas como exemplo séo
as que pretendemos trabalhar na sequiéncia didatica e, quanto as demais, a intencéo de
cité&las tem o objetivo de mostrar que essa nocéo pode ser utilizada em varios graus de
ensino bem como em outras éreas de conhecimento.

1.1. Origem, evolucdo e demonstracdes do teorema de Thales do
ponto de vista historico e algumas aplicagoes.

ApoGs varias leituras procurando precisar a origem da nocdo do teorema de
Thales, percebemos que ndo é tdo simples dizer exatamente quando e como surgiu.
Primeiro por ndo termos documentos suficientes que comprovem, e, segundo, por haver
vérias controvérsias quanto a autoria do teorema que hoje conhecemos como teorema de
Thales. O que iremos relatar sdo algumas conjecturas e indicios do aparecimento dessa
nocao, bem como resultados de pesquisas nessa direcao.

Iniciando o estudo pelos povos antigos, hotamos que a matemética dos Egipcios
e Babilonicos (3000 a.C.- 260 d.C.) era essencialmente empirica ou indutiva e as
informagdes que temos a esse respeito vém dos Papiros de Moscou (1850 a.C.), de
Rhind (1650 a.C.) ou de Ahmes. O papiro de Rhind tem especial interesse por conter



rudimentos de trigonometria e uma teoria de triangulos semelhantes observados nas
piramides. Um problema dos Antigos Babilénicos diz: “Um cateto de um triangulo
retangulo € 50. Uma paralela ao outro cateto e a distancia 20 dele corta o triangulo
formando um trapézio retangulo de area 5,20. Deter mine os comprimentos das bases do
trapézio” . (Eves, Howard, 1995, pag. 79). Nesse problema percebe-se implicitamente
gue além das relacbes de area, a nocdo da proporcionalidade devido a paralela a um dos
lados de um tridngulo que seria uma das estratégias de resolucdo, talvez ja fosse
conhecida nessa época por essas civilizacoes.

Com os Gregos houve a introducdo e depois 0 desenvolvimento significativo da
geometria dedutiva. A principal fonte de informagdes que temos a respeito dos
primeiros passos da matematica grega é o chamado Sumario Eudemiano de Proclo (séc.
V d.C.). Nesse sumario consta, pela tradicdo, que a geometria demonstrativa comegou
com Thales de Mileto (600 a.C.). Segundo Howard Eves (1995, p. 95), “ Thales
comecou sua vida como mercador, tornando-se rico o bastante para dedicar a parte
final de sua vida ao estudo e a algumas viagens. Diz-se que €le viveu por algum tempo
no Egito, e que despertou admiracdo ao calcular a altura de uma piramide por meio da
sombra. De volta a Mileto ganhou reputacéo....” . Por esse trecho podemos suspeitar
gue devido a sua viagem e estudo pelo Egito, ele deva ter sofrido algumas influéncias
com relacdo a matematica desse povo e que provavelmente levou esses conhecimentos
paraa Grecia.

O teorema hoje conhecido como teorema de Thales deve ter provavelmente tido
sua origem nos métodos utilizados para se medir a altura das pirdmides. A versdo mais
simples € ade Hieronymus, um aluno de Aristételes, citado por Didgenes Lagértius.

Didgenes Laércio: “Jeronimo diz que Thales mediu as piramides pela sombra,
depois de observar o tempo gque a nossa propria sombra demora a ficar igual a nossa
altura.” Vida, Doutrina e Opinides dos Filosofos llustres;, Tales, I, 27. (Serres, M,
1997, p.167).

Plutarco: “ ...gostou da tua maneira de medir a piramide limitando-te a colocar
0 bastdo no limite da sombra lancada pela piramide, gerando o raio de sol tangente
dois triangulos, demonstraste que a relacéo entre a primeira sombra e a segunda era a
mesma que entre a piramide e o bastdo. Mas também te acusaram de ndo gostares de
reis...” Sept. Sap. Conv. , 147A. (Serres, M, 1997, p.167).




Nesses dois textos vimos que Jeronimo relata um caso especial com tridngulo
isosceles e Plutarco, o caso geral, porém, em ambos, podemos perceber a origem do
teorema de Thales e uma de suas aplicagdes. Esse método implica a teoria geral de
triangul os semel hantes ou proporcgoes.

Thales deve ter observado que, na ocasido, quando a sombra de um objeto
particular € igual a suaatura, amesmarelacédo € vaida para todos 0s outros objetos que
projetam uma sombra. 1sso provavelmente ele deduziu depois de fazer medidas em um
numero consideravel de casos.

De Didgenes ou de Plutarco, 0s esguemas apresentam coisas que mudam e
outras que permanecem. Imoveis, invariaveis, seriam as piramides e, pelo contrario,
variavels, s8o0 0 movimento aparente do sol, 0 comprimento e a posi¢ao da sombra.

Thales distingue, no meio da variavel, a invariante estavel e descobre o
desconhecido.

Como foi dito, o teorema de Thales é ainda muito questionavel quanto a sua
autoria. Segundo Sr Thomas Heath (1981, p. 129 a 133) os teoremas que foram
atribuidos a Thales sdo:

1) “...que umcirculo é bissectado por seu diametro”;

2) “..a primeira afirmacdo do teorema (Eucl.l.5) que os angulos na base de

qualquer triangulo isosceles sdo iguais’;

3) “a proposicdo (Eucl.l.5) de que, se duas linhas retas cortam uma a outra, 0s
angulos verticais e opostos séo iguais foi descoberta; entretanto, ndo foi
cientificamente provada por Thales. Eudemus € citado como o autor desse
assunto”;

4) “ Eudemus, em sua Histéria da Geometria, atribui a Thales o teorema de
Eucl.l.26 que diz. se dois triangulos tém dois angulos e um lado em cada um
deles respectivamente iguais, os triangulos sdo iguais em todos os pontos de
vista” .

“ Eudemus disse que o método pelo qual Thales mostrava como achar as
distancias da praia até o navio envolve o uso desse teorema (4)” .

5) “Pamphile diz que Thales, que aprendeu geometria com os egipcios, foi o
primeiro a descobrir num circulo um triangulo com angulo reto. Outros,
porém, incluindo Apollodorus, o calculador, diz que isso era de Pythagoras’ .
“Com respeito ao teorema (4), de Eucl. 1.26, sera observado que Eudemus so
deduziu que esse teorema era de conhecimento de Thales pelo fato de que é
necessario para a determinacdo da distancia da praia ao navio de Thales. O
método usado s pode ser conjeturado”.

A seguir, citaremos algumas dessas conjecturas.



“A suposi¢cao mais comum é aquela que Thales, observando o navio do topo de
uma torre na praia, usou a equivaléncia pratica da proporcionalidade dos
lados de dois triangulos retangulos semelhantes, um pegqueno e um grande.
Supondo que a torre esta no ponto B e 0 navio no ponto C, bastava um homem
ficar de pé no topo da torre D, ter um instrumento com 2 pernas que
formassem um angulo reto, coloca-lo com uma perna DA vertical e em linha
reta com B, e a outra perna DE na direcéo do navio, pegar qualquer ponto A
na distancia DA e depois marcar em DE o ponto E, onde a linha de viséo de
A a C corta a perna DE. Depois DA (= |, digo) e DE (= m, digo) pode ser
realmente medida, como também a altura BD (= h, digo) de D ao pé da torre,
epelostriangulos similares’. Ver figura 1.

A
[I:--\E m
m BC=(h+I).—
h I
B C
Figural

“A objecdo a esta solugdo € que ela ndo depende diretamente do Eucl. 1.26,
como Eudemus fala. Tanery, entretanto, favorece a hipotese de uma solucéo
nas linhas seguidas pelo agrimensor romano Marcus Junius Nipsus, em seu
fluminus variatio. Para achar a distancia de A para um ponto inacessivel B
(figura 2), meca de A, ao longo de uma linha reta perpendicular a AB, uma
distancia AC, dividido ao meio emD. De C, no lado de AC vendo de B, trace
CE perpendicular a AC, edeforma gue E estgja alinhado comB e D”.

“Depois clareada, por Eucl. 1.26, CE é igual a AB e CE pode ser medido, de
forma que AB setorna conhecido (descoberto)”.

Figura?2

Interessante observar nessas conjecturas que, além de se usar a nogcdo da
semelhanca de tridngulos, as configuracbes estdo implicitas. Na primeira, vemos
sugeridos dois triangul os retangul os sobrepostos, e, na outra, dois triangulos retangul os
congruentes e ndo sobrepostos, com um veértice comum, visuamente dando a idéia de
uma rotacdo de 180° num dos triangul os fixado o vértice comum.



A Ultima hipotese sugerida por Tanery esta aberta a uma objecéo diferente, isto
€, que como regra, seria dificil, no caso suposto, conseguir uma quantia suficiente de
espaco livre e nivelado para a construcéo e medicoes.

Heath (1981, p. 132, 133) sugeriu um método livre ainda mais ssimples dessa
objecéo e dependendo igualmente e diretamente no Eucl.1.26. “Se o observador fosse
colocado no topo de uma torre, ele sO teria que usar um instrumento rudimentar feito
de uma vara reta e um pedaco amarrado nele como cruz, para ser capaz de girar sobre
a amarracao, de forma que ele pudesse formar qualquer angulo com a vara e, ainda
assim, permaneceria onde foi posto.  Depois, a atitude natural seria fixar a vara
vertical (por meio de um prumo) e dirigir a cruz em direcdo ao navio. Em seguida,
deixando a cruz no angulo descoberto, ele giraria a vara, enquanto manter-lhe-ia na
vertical, até que a cruz apontasse para algum objeto visivel na praia, que seria
mentalmente anotado; depois disso sO seria necessario medir a distancia do objeto do
pé da torre cuja distancia , segundo por Eucl.1.26, seria igual a distancia ao navio.
Parece que este método preciso é encontrado em tantas geometrias préaticas do
primeiro seculo de impresséo que deve se presumir que por um longo tempo foi uma
coisa comum”. Nafigura 3, representamos uma simulacéo dessaidéia.

Figura 3

Segundo pesquisa realizada por Henry Plane (1995, p. 68 a 85), o aparecimento
do nome “Teorema de Thales’ nos manuais so surgiu na Franca no final do século XIX
e meados do seculo XX, e ndo foi encontrado nos livros mais famosos.

Segundo sua pesquisa, a nogdo das linhas proporcionais € encontrada em varias
obras anteriores ao século XX e nas vérias aplicacdes em construcdes utilizando régua e
compasso. Como exemplos de aplicacdes temos. Bouelle (1509) em “Art pratique de
géométrie’ gue fornece um modo de dividir em n partes um segmento de reta. Descartes
(1637), sem demonstrar, escreve como se faz geometricamente a multiplicacdo e divisdo
de segmentos dentre outros. No entanto, nenhuma dessas obras citam Thales como autor
desse teorema, a ele sdo atribuidos outros teoremas. Na maioria dos livros, no que se
refere ao plano, sdo as figuras semelhantes que atuam importante papel para determinar
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alturas e distancias desconhecidas, em problemas praticos de construgdes geomeétricas e
outras aplicacoes.

Enfim, a data mais antiga que encontrou, “ Cours de Géométrie é émentaire”, por
E. Combette professor do Lycée Saint - Louis. Alcan editor, 1882 Théoreme de Thales:
“Estuda-se um triangulo cortado por uma paralela a um de seus lados’. (Henry Plane,
p. 79).

Segundo cita Henry Plane, existe uma obra editada junto a Mame em Tours,
tendo por nome de autores J.F. mas sem data de impresséo (nos ultimos anos do século
XIX certas editoras ndo colocavam data, a0 que parece, por razdes de impressao
fiscal...). Esta obra contém um “ Theoremade Thales” (documento 14). (Henry Plane, p.
79).

Doc. 14 - Teoremade Thales.
221- Toda paralela a um dos lados de um triangulo determina um segundo
triangulo semelhante ao primeiro:

Sga ABC um triangulo qualquer, DE uma paralela ao
lado BC . Deve-se provar que os dois triangulos ADE e
ABC tém os angulos respectivamente iguais e os lados
homologos proporcionais. 1°) O angulo A € comum, 0s
angulos D e B sdo iguais e correspondentes, como E e
C. 2° Tomemos DF paralela a AC. A figura DECF é
um paralelogramo, e assm DE = FC ( n.° 100). Devido
as paralelas, DE e BC, tem- se(n° 213):

AD _ AE

AB~ AC

Figura4

As paralelas DF e AC fornecem igualmente:

AD _FCouDE onde AD _AE _DE
AB BC AB AC BC’

logo...

Documento 14 - curso de F.J.(por volta de 1895), p.96, Editora Mame (Henry Plane, p.
79)

Relata ainda que no séc. XVII e XVIII, houve uma multiplicacdo das obras e
essas podem ser divididas em dois grupos:
1°) os fiéis a Euclides que respeitam sua ordem enfocando a relacéo das éreas e
as figuras semel hantes com o caso do tridngulo cortado por uma paralelaaum
dos lados. Dentre esses temos. Deschalles, Ozanam, Pardies e Legendre,
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2°) os senhores de Port Royal, que procuram uma nova ordem em relacéo aquela
proposta por Euclides. Nessa linha encontramos: Pascal, Arnauld (1667),
Cavalieri, Padre Lamy, Abade La Caille (1744), Rivard (1732), Mazeas
(1770), Clairaut (1743), Laplace, Bezout.

A geometria de Legendre predominou no Ensino da Matematica de 1794 a 1823
retomando a demonstracéo e a ordem Grego seguindo os principios de Euclides.

Henry Plane expdem que as obras de Catalan (1° edicdo 1843, 2° edicdo 1866) e
Meray (1° edicdo 1874 - 2° edicdo 1905) foram muito debatidas e discutidas. Esses
autores mantinham separacdo entre as propriedades das paralelas e as dos tridngulos
semelhantes. Catalan estuda primeiramente que os segmentos “de duas retas quaisquer
determinados por trés paralelas sdo proporcionais’, depois, os reciprocos, seguindo o
caso de n paraelas, e, finamente, as figuras semelhantes. Ele trata 0 espago sob o titulo:
Quadrilateros esquerdos. Meray estuda simultaneamente plano e espaco, fala de retas e
de muros paralel os, separa as rel agbes estudando entdo figuras semel hantes, invocando a
nocao de projecao e usando relacdes algébricas.

Nota-se nas obras onde figura um teorema de Thales, que este aparece de forma
diferente e em capitulos diferentes e grosseiramente podem ser divididas em duas
grandes familias, que tratam de:
1°) tridngulos cortados por uma paralela em um de seus lados no quadro de
figuras semelhantes sendo que nem sempre retomava a demonstracéo pelas
areas. NOs encontramos F.J., F.G.M., Combette (1882), Vacquant na edicdo
de 1908, Macede Lespinay na edicdo de 1917, Boucheny e Gardinet (1920),
Beche (1920) e, maistarde, Chenivier, que citam Thales;

2°) retas paralelas e secantes no quadro das linhas proporcionais com invocacao
de projecédo (familia de Arnauld). Contam ai Barbarin, Brachet e Dumarquet,
Maillard, Lebossé e Hemery, Lespinard e Pernet, etc. Nessa familia, Foulon
(1937) redliza a propriedade de um teorema fundamental de Thales e
introduz as relacdes algébricas de forma Unica e reciproca.

Na segunda metade do séc. XX foi que surgiu uma variedade de enunciados
referentes ao teorema de Thales e este passa entéo a ser citado nos programas franceses.

No capitulo 2, faremos a andlise de alguns livros didaticos do Brasil, tendo como
um dos objetivos detectar algumas variacfes quanto a forma de se enunciar o teorema
de Thales, quanto a ordem dos contetidos e quanto a forma de aborda-lo.
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1.1.1- Demonstracoes do teorema de Thales

Rudolf Bkouche (1994), na obra “Autour du Théoreme de Thalés’ — IREM de
Lille, faz um estudo histérico das diversas demonstracdes das linhas proporcionais,
chamado teorema de Thales. Esse estudo permite precisar como se construiu a relacéo
entre 0 NnUMérico e o geométrico. Iremos sintetizar mais abaixo as demonstracoes,
citadas por Bkouche, de: Euclides, Arnauld, Legendre e Lacroix.

Euclides, para responder a crise provocada pela descoberta dos irracionais,
desenvolve uma teoria das proporgdes apoiando-se sobre a nogdo de ordem, eliminando
todo recurso ao numérico (é ateoria de Eudoxo expostano livro V dos el ementos).

Arnauld desenvolve uma nocdo de aproximacdo ao estatuto de nimero mal
definido, pode ser mais proximo do calculo numérico, mesmo néo identificando uma
relacdo de comprimento para um nimero.

Legendre retoma a demonstracdo de Euclides porém tentando uma nova ordem.
Ele mistura os métodos euclidianos (areas) e as propriedades numéricas.

Lacroix marca o abandono dos tratados no ensino do método das éreas, apoia-se
algumas vezes sobre a légica de Port-Roya e sobre o empirismo dos “Lumiéres’, em
particular de Condillac.

1) A demonstracao euclidiana

A demonstracdo euclidiana se baseia no método das éreas e na teoria das
proporcoes.

a) método das areas - (exposto no livro | dos elementos):

O método das areas se apdia, de um lado, no postulado das paralelas (que
permite mostrar a igualdade dos éangulos alternos internos e dos angulos
correspondentes, definidos por uma reta secante cortando as duas retas paralelas) e de
outro, na equivaléncia de tridngulos (que legitima a operacéo de recomposi ¢&o).

Da equivaléncia de triangulos e do postulado das paralelas enuncia e demonstra
as proposicéo 36, 37 e38dolivrol:

A E D F
5, ;_’ j / “Os paralelogramos, construidos sobre duas bases
iguais e entre as mesmas paralelas, sdo iguais entre
B c si” (proposicdo 36 —livro ).
Figura5
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“Os triangulos, construidos sobre a mesma base e entre as mesmas paralelas
sdo iguais’ (proposicao 37 - livro I);

“Ostriangulos, construidos sobre duas bases iguais e entre as mesmas paralelas
sd0 equivalentes’ (proposicao 38 —livro1).

O método das areas permite afirmar a igualdade de duas superficies. O problema
surge ao comparar duas areas e exprimir essa relacéo, isto €, combinar ab mesmo tempo
cada uma dessas areas com uma cota comum, surgindo o problema das grandezas
comensuraveis e incomensuraveis. Quando as grandezas sd0 comensuraveis a
proposicdo 1 do livro VI descrita abaixo fica bem definida.

A “Os triangulos e os paralelogramos que tém a
mesma altura, estdo entre s, como suas
bases’. Melhor dizendo: i
B S D area ABC _ BC
. areaACD CD
Figura 6

Sendo A uma parte aliquota comum de BC e CD, entdo BC=m A, CD=n A,
com m e n sendo nUmeros inteiros; pode-se, assim, considerar uma divisao de BC e
CD em partes de comprimento A. A proposi¢do 38 do livro I, mostra que os triangulos
de vértice A e de base com comprimento multiplo de A tém amesma &rea. Seja o a &rea
desse tridngulo, entéo: area (ABC) = mo e &rea (ACD) = na, 0 que prova a asser¢ao.

Se BC e CD s30 incomensuraveis isso ndo é mais vaido (Se BC e CD n3o
tém cota A comum), surgindo a necessidade de se explicitar uma teoria das proporgdes
para essas grandezas.

b) A teoria das proporcoes:

A descoberta (Teorema de Pitagoras) das grandezas incomensuraveis, pos um
novo problema e tornou necessario elaborar uma teoria das proporcdes, levando em
conta a incomensurabilidade. Essa teoria das proporcdes foi desenvolvida por Eudoxo,
matematico contemporaneo a Platéo, exposto no livro V do “Elementos de Euclides’.

Citaremos abaixo as defini¢des euclidianas necessérias para a compreensao da
demonstracéo:

“Uma razao € uma certa maneira de ser de duas grandezas homogéneas entre

elas, segundo a quantidade’;

“Uma proporcao é uma identidade de razio”;

“Duas grandezas sdo ditas ter uma razdo entre elas quando estas grandezas

sendo multiplicadas, podem superar-se mutuamente’;
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“As grandezas sdo ditas ter a mesma razao, a primeira para a segunda e a
terceira para a quarta, quando os equimdltiplos quaisquer da primeira e da
terceira, e de outro lado os equimdltiplos quaisquer da segunda e da quarta,
sd0 tais que os primeiros eqlimdltiplos superam, cada um com cada um, 0s
segundos equimultiplos, ou sdo iguais aos primeiro, ou Sao menores’.

Essa definicdo nos termos de hoje poderia ser escrita: “a e b sendo duas
grandezas homogeéneas, ¢ e d duas outras grandezas homogéneas, entdo: & _ ©
b d
se, N em sendo dois nUmeros inteiros, as asser¢des seguintes sdo verificadas:
sema > nb, entdo mc > nd,
sema = nb, entdo mc = nd,
sema<nb, entdo mc < nd”.

c) A demonstracéo Euclidiana (método das areas):

Veremos, a seguir, como a nogcdo de igualdade da razdo permite

demonstrar aproposi¢éo | do livro VI.
F-1

Figura7

Sejam m e n dois nimeros inteiros e sgjam os pontos E e F sobre areta CD tais
que CE =m.CB e CF =n. A proposi¢cao 38 do livro | implica
&rea (ACE) = m. &rea (ACB) eaarea (ACF) = n. &rea (ACD).

Mostra-se facilmente que, se CE € “maior que’, “igual @' ou “menor que’ CF,
entdo, a area do tridngulo ACE ¢é “maior que’, “igua a ou “menor que’ a area do
triangulo ACF, ou sgja

mCB >nCD O m &eaACB >n &eaACD;

MCB =nCD O m &eaACB =n &eaACD;

MCB <nCD O m&eaACB <n &eaACD;
naqual arazdo de BC para CD éamesma gue adaareado tridngulo ABC pela area do
triangulo ACD.

Pode-se, entdo, mostrar o teorema de Thales (proposi¢éo 2 do livro VI):
“ Se tragarmos uma reta paralela a um dos lados de um triangulo (figura8), esta
reta cortara proporcionalmente os lados desse tridngulo, e se os lados de um
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triangulo sdo cortados proporcionalmente, a reta que une as seccdes sera
paralela ao outro lado do triangulo” .

H < -

Figura 8
Pod st igual dade: Bb_CE
e-se mostrar aigu e DA EA’

Diz-se, ap0s a proposi¢éo precedente que:

BD _ area EBD ouE _ &reaDCE o
DA 4areaEDA EA é&reaDAE

por outro lado, os triangulos BED e CED, tendo a mesma base, DE, e estando
compreendido entre as mesmas paralelas (E /IBC) si0 equivalentes, proposicéo 36 do
livrol,logo BD _ CE

DA EA

2) A demonstracao de Arnauld

Antoine Arnauld e os criticos de Port Royal criticam o modo como Euclides
demonstrou o teorema de Thales devido ao fato de que, para mostrar que as linhas sdo
proporcionais, utiliza-se de &reas que, segundo eles, s8o um dos entorses da verdadeira
ordem da natureza.

O trabaho de Arnauld, publicado em 1667, se prop0e a encontrar uma ordem
natural na exposicdo da geometria.

Na época em que Arnauld escreveu sua obra, a nogdo de numero foi ampliada,
embora 0s numeros “surdos’, que representam as razfes de grandezas incomensuraveis,
ndo tivessem um estatuto bem definido. Unificaram-se as operagdes sobre os niimeros e
as operacBes sobre grandezas, mesmo distinguindo nimeros e grandezas. E baseado
nessa aritmética que Arnauld funda a teoria das proporcoes.

a) teoria das proporcgoes

Arnauld, apds haver explicado num 1° livro as operagOes aritméticas sobre os
nUmeros e as grandezas, estuda, no 2° livro, a teoria das propor¢oes. Neste livro, definiu
razdo como: “a maneira como uma grandeza (o0 antecedente) é contida em, ou contém,
uma outra (o consequiente), distingtindo-as em duas espécies de razies.
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A primeira é quando a grandeza ou qualquer uma de suas aliquotas esta contida
tantas vezes precisamente numa outra que ele chamou “razao exata” ou “razio de
ndmero a numero”.

A segunda é quando ndo se encontra nenhuma aliquota que segja precisamente
tantas vezes contida na outra, 0 que ele chamou uma “raison sourde”’. Arnauld chamou
de razdo “surda’, talvez, as razdes inacessiveis ao pensamento daquela época, ou sgja,
grandezas incomensuraveis.

Uma proporcdo é entdo uma igualdade de razéo que Arnauld em sua segunda
definicdo diz:

“Duas razoes sdo chamadas iguais quando todas as aliquotas semelhantes de

antecedentes sdo cada uma igual mente contidas em cada consegiiente’.

De outro modo, sgjam a, b, ¢, d quatro grandezas, a e b homogéneo, c e d
homogéneo, diremos que a razéo de a para b € igua arazdo de c parad (a esta para b
como c esta para d, que Arnauld escreve (a.b::c.d)) se x e y tendo duas partes de
aliquotasiguais de a e ¢ (quer dizer que a = m.x e c=m.y, sendo m um ndmero inteiro)
uma das asser¢oes esta verificada:

1) se X tem precisamente tantas vezes em b, entdo y tem outras tantas vezes em d, caso
em gue arazéo de cada antecedente a seu conseqliente € de nimero a nUmero;
ii) se X ndo tem jamais tantas vezes em b mas sempre tem residuo, entdo y tem tantas
vezes em d mais algum residuo, caso em que arazéo € “surda’.

Nas edicoes ulteriores (1683, 1693), Arnauld da uma nova formulagdo da teoria
das proporcgoes, propondo-se a tornar mais acessivel 0 2° e 3° livros (consagrados a
teoria das proporcdes e ao calculo das razdes). Determinando que a razédo é uma
quantidade, Arnauld exprime que se pode comparar as razbes. “Como a razao é uma
quantidade, ainda que relativa, todas as propriedades da quantidade Ihe convém; isso
porque uma razao € igual, ou maior, ou menor que uma outra razao”.

O autor distingue aindarazéo de nimero a nimero e razéo “surda’; se arazéo de
nimero a nimero é representada por uma “fracdo” ou “ndmero rompido”, a razéo
“surda” “ndo pode ser marcada por nenhum nimero”. Enunciando ent&o varios axiomas
sobre as proporgdes que vao lhe permitir enunciar o seguinte teorema:

“Duas razdes sdo iguais quando todas as aliquotas comuns iguais de cada

antecedente estao igual mente contidas em seu consequente’”.

Assim, Arnauld demonstra o que Ihe serviu de definicéo de igualdade das razbes

na primeira edicéo.
O teorema € evidente no caso das razdes de nUmero a nUmero.
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No caso de razdes “surdas’, Arnauld utiliza o fato de que, as razdes sendo as
grandezas, podem ser comparadas. Ele mostra, utilizando a classica dupla reducéo ao
absurdo (0 método de exaustdo dos gedmetras gregos) que, se as aliquotas semelhantes
dos antecedentes estéo igualmente contidas nos antecedentes, portanto, as razdes séo
iguais.

Com efeito, consideremos as razdes a/b e c/d (notamos que na terceira edicéo,
Arnauld emprega a notacdo a/b para designar a raz&o entre a e b, a sendo chamado de
numerador e b de denominador) tais que as aiquotas semelhantes de a e ¢ estdo
igualmente contidas em b e d; isso significa que se a € uma parte aliquotade aey a
parte semelhante de ¢, sgjaa = n.a e c = n.y entédo b contém um mesmo numero de
vezes a aumentado eventualmente de um residuo menor que a e d contém 0 mesmo
numero de vezes y aumentado eventual mente de um residuo menor quey, sgja

b=pa+e e<a
d= py+n n<y.

Sea/b ec/d ndo sdo iguais, entdo a/b € superior ou inferior a c/d.

Supondo a/b superior a ¢/d, entdo aumentando o consequente b, diminui-se a
razdo a/b até tornar igual a c/d (o fato que a/b diminui quando b aumenta é uma
consequéncia dos axiomas enunciados por Arnauld). Pode-se, entdo, achar z tal que
a/(b+2)=c/d se se pegar uma parte aliquota de a inferior a z, chega-se a uma contradicao.
Assim, a/b ndo pode ser superior a c/d. Um raciocinio analogo mostra que a/b ndo pode
ser inferior ac/d. Ai se conclui aigualdade das duas razdes.

Aqui, ainda, Arnauld utilizou o raciocinio pelo impossivel. Esse caréter
incontornavel esta ligado a “a divisibilidade ao infinito” como observa Arnauld que
escreve:

“ Acontece que esta claro gque o que tende ao infinito ndo saberia ser incluido
(compreendido) por um espirito finito como os do homem.”

b) teoriadasparalelas

No livro VI de seus “Nouveaux Elémens de Géométrie”, Arnauld enuncia duas
maneiras de considerar as paralelas, uma negativa e outra positiva:
“A negativa é de ndo se encontrar jamais, embora prolongada ao infinito”;
“A positiva, de ser sempre igualmente distantes uma da outra, 0 que consiste em
gue todos os pontos sdo igualmente distantes do outro, isto € que as
per pendiculares de cada um dos pontos de uma linha a outra, sdo iguais’.

E o autor observa que a no¢ao negativa € uma consequiéncia da nogdo positiva.
A definicdo positiva permite a Arnauld enunciar que se duas retas séo
perpendicul ares a uma reta dada, entdo toda perpendicular a uma delas € perpendicular a
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segunda (sexto lema) e dai deduzir que essas duas retas sdo paralelas (primeira
proposicdo). Mas, para demonstrar a igualdade dos angulos alternos internos, Arnauld
necessitou da medida dos éngulos que ele associa a medida dos arcos do circulo e isso
so estano livro VI no qual enuncia a seguinte propriedade:
“Toda obligua entre duas paralelas faz angulos alternos iguais, isto €, vale dizer
gue o agudo que estd numa parte é igual ao agudo que esta na outra parte e,
por consequéncia, o obtuso éigual ao obtuso”.

Sendo dada a importancia dessa propriedade, explicamos como Arnauld a
demonstra, em primeiro lugar, a possibilidade de definir a medida dos arcos do circulo
independentemente do raio, por isso ele enuncia (oitavo teoremado livro VI I):

“Quando varias circunferéncias sdo concéntricas e do centro tiram-se linhas

indefinidas, os arcos de todas essas circunferéncias compreendidas entre essas
duas linhas estéo na mesma razéo a suas circunferéncias.”

A demonstracdo repousa sobre a teoria das proporgdes definidas anteriormente.

Nota-se, em primeiro lugar, que em um circulo ou em dois circulos iguais, a
igualdade dos arcos sustentados por cordas iguais e a igualdade das cordas sustentando
arcos iguais (contanto que esses arcos sejam menores que meio circulo), séo colocadas
em axioma (quinto axioma do livro V), consequéncia “evidentemente necessaria da
inteira uniformidade da circunferéncia”.

Arnauld define, entdo, a “sinus’ curva de um arco menor que o quarto da
circunferéncia como a perpendicular levada de uma das extremidades do arco sobre o
raio que passa pela outra extremidade e marca que a“sinus’ curva nao é sendo a metade
da corda subentendendo o dobro do arco (observa-se que a curva € uma linha), dois
arcos iguais tém, assim a, mesma curva e reciprocamente. O autor pbde, entéo,
demonstrar o oitavo teoremado livro VII.

Para a demonstracéo usa-se a idéia de que uma parte aliquota do arco da grande
circunferéncia define uma parte aliquota do arco da pequena circunferéncia e que a
primeira parte esta contida na grande circunferéncia, com talvez um residuo na mesma
propor¢ao em que a segunda parte aliquota esta contida na pequena circunferéncia. Veja
Figura 9.

Figura9
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Demonstra-se que a razéo entre o comprimento dos arcos BD e bd é igua a
razéo entre 0 comprimento das circunferéncias que os contém.

Sgja X uma parte aliquota de BD e BF igua a esta aliquota, entdo bf € a mesma
aliquota de bd; para provar isso, Arnauld construiu o arco FG igual ao arco BF e mostra
que os arcos bf efg sdo iguais.

Com efeito, os arcos iguais BF, FG, tém a mesma curva, entdo as retas pb e qg
s80 iguais (isso resulta que essas duas cordas iguais sdo equidistantes do centro, quarto
do livro VII) e por consequéncia as retas Fb e Fg séo iguais, a reta Fc € portanto a
perpendicular a bg passando por seu meio e corta 0 arco bg em seu meio (segundo
teoremado livro V1), assim os arcos bf e fg sdo iguais.

O oitavo teorema do livro VII permite, entdo, definir a medida dos arcos, a
circunferéncia ou uma parte determinada da circunferéncia estando tomada como
unidade.

O éangulo estando definido no comeco do livro VIII como uma superficie
compreendida entre duas linhas que se juntam em um ponto do lado onde elas se
aproximam mais, esse ponto estando no vértice do angulo, Arnauld pdde entdo enunciar
arelacdo usua entre angulo e arco de circulo, relacdo que permite definir a medida dos
angulos a partir da medida dos arcos. Em particular, pode-se definir a curva de um
angulo, um raio (isso é o comprimento dos lados) estando dados. Pode-se entdo enunciar
a seguinte proposi¢ao (primeiro corolario do livro VI11):

“Toda obligua entre duas paralelas faz angulos alternos sobre essas paralelas

iguais, isto é 0 angulo que esta numa parte € igual ao angulo que esta na
outra parte, e, por consequéncia, o obtuso ao obtuso”.

b z
¥

Figura 10

Para demonstrar isso, Arnauld observa que se pegar por raio alinha bc, as curvas
dos angulos alternos sdo iguais, deduz assim dois corolarios (segundo e terceiro
corolario):

“ As obliquas iguais entre as mesmas paralelas fazem angulos iguais (com as

paralelas)” .

“ As obliquas entre paralelas que fazem angulos iguais sdo iguais’ .
o que implica (sétimo corol&rio):

“Vérias paralelas, estando igualmente distantes umas das outras, isto é, a
primeira da segunda, a segunda da terceira, a terceira da quarta...., Se uma
mesma linha cortar todas, todas as por¢des dessas linhas compreendidas entre
duas dessas paralelas sdo iguais’ .
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Figura 1l

c) O teorema das linhas proporcionais

No inicio do livro X, consagrado ao estudo das linhas proporcionais, Arnauld
introduz a noc¢ao de espaco paralelo: “um espaco compreendido de um lado entre duas
retas paralelas e indefinido de outro” .

Apos ter lembrado os resultados do livro VI, Arnauld pode entdo enunciar a
proposi¢éo fundamental:

“Quando duas linhas sdo igualmente inclinadas em dois diferentes espacos
paralelos, elas sdo entre elas como as perpendiculares desses espacos e seu
alongamento da perpendicular sio assim na mesma razao” .

A P C
B
E p| ™%
b
Figura 12

Segjam, conforme figura 12, os dois espacos A e E, notar-se-d P e p as
perpendicul ares respectivas no espagos A e no espaco E, do mesmo C e c as obliquas
respectivas, B e b os alongamentos respectivos. Entéo P esta parap como C esta parac
e como B estaparab.

Dividamos P em partes iguais, X sendo a parte aliquota de P, assim definido, e
transportemos pelos pontos de divisdo das paralelas as retas definindo o espaco A 0s
quais encontram C que dividem em partes iguais, sejay a parte aliquota de C assim
definido; pelos pontos da divisdo de C, levam-se as paralelas a P, as quais encontram B
que dividem em partes iguais e observa-se z a parte aliquota de B, assim obtido; é claro
que P contém tantas vezes x que C contémy e que B contém z.

Isso feito, tomemos x para medir p do espaco E, x esta contido um certo nUmero
de vezes em p com talvez um residuo menor que X, entdo levando pelos pontos de
divisdo das paralelas as retas definindo 0 espaco E, divide-se ¢c em tantas partesiguais d
com talvez um residuo; assim, pela definicéo de grandezas proporcionais, P esta para p
como C estéa parac e como B estaparab, o que prova a proposi¢éo fundamental.

Arnauld enuncia vérias conseqiiéncias entre as quais as duas seguintes (primeiro

e segundo coroléarios):
“ Plusieurs lignes étant diversement inclinées dans le méme espace paralléle, s
elles sont toutes coupées par des paralléles a cet espace paralléle, si elles sont
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toutes coupées par des paralleles a cet espace, €les le sont
proportionnellement, cest-a-dire que chaque toute est a chacune de ses
parties, telle qu'est la premiére, ou la deuxiéme, ou la troisieme... comme
chaque autre toute a la méme partie premiére, ou deuxieme, ou troisieme...”
(Bkouche, 1994, p.16);

S plusieurs lignes sont menées dun méme point sur une méme ligne, elle sont

coupeées proportionnellement par toutes les lignes paralleles a celle Qui les
termine” .

Ou sga, se varias linhas sdo tragadas de um mesmo ponto sobre uma mesma

linha, €
[imitam.

as sdo cortadas proporcionalmente por todas as linhas paralelas aguela que as

/1 \

/| N\

/ \ /NN

/ \ [T NN

Figura 13

Comparar-se-4 0 enunciado do primeiro corolério do livro X com o do sétimo
corolario do livro V111 citado antes.

3) Os elementos da geometria de Legendre

Em sintese, a demonstracéo de Legendre segue 0 método das éreas proposto por
Euclides.

Existem vérias edi¢des de suas obras. Nas primeiras edi¢fes, no inicio de suas
obras ele lembra toda aritmética preliminar e as no¢des de razéo e proporcao.

No comeco do livro I11, intitulado “Les proportions des figures’, Legendre
destaca a respeito das proporcdes que:

Se setem a proporcao A:B::C:D (A esta para B como C esta para D), diz-se
gue o produto dos extremos AxD éigual ao produto dos meios BxC”.

Ele explica

Esta verdade é incontestavel pelos nimeros, e € também por quaisquer
grandeza, contanto que elas se exprimam ou que se as imagine exprimidas em
numero; e € o que se pode sempre supor: por exemplo, se A, B, C, D, sdo
linhas, pode-se imaginar que uma dessas quatro linhas, ou uma quinta, se se
quiser, serve a todas de medida comum e sgja tomada por unidade; entdo A, B,
C, D representam cada uma um certo nimero de unidades inteiras ou
rompidas, comensuraveis ou incomensuraveis, e a proporc¢ao entre as linhas A,
B, C, D, deriva de uma propor¢ao de nimeros’.
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Fundindo, assim, como quer a tradicdo cartesiana, calculo numérico e calculo
especial.

Nesse livro, 0 autor mostra primeiramente, a maneira de Euclides, que os
paralelogramos (respectivamente os triangulos) tendo as bases e aturas iguais sdo
equivalentes, isto €, tém a mesma &rea, pois enuncia a afirmagao (proposi¢ao 3):

“Dois retangul os de mesma altura sdo entre s como suas bases.”
ou, melhor dizendo: se dois reténgulos tém a mesma altura, a razéo da area do primeiro
pela érea do segundo éigual arazédo da base do primeiro pela base do segundo.

Quando as bases sdo comensuraveis, a afirmacdo resulta de uma decomposicéo
conveniente e quando as bases sd0 incomensuraveis, Legendre utiliza o método da
exaustdo para demonstrar (isto €, a dupla reducédo ao absurdo).

Os ingredientes da demonstracdo do teorema de Thales pelo método das areas
s80 assim colocados, mas o teorema se prende somente a proposicdo 15. Antes de
utilizar o método das areas, Legendre explica, como se pode dizer, que a &rea de um
retangulo € igual ao produto de sua base pela sua altura ao unir esta formula a escolha
das unidades. De fato, enunciou a propriedade seguinte (proposicao 4):

Dois retangulos quaisquer ABCD, AEGF estéo entre eles como os produtos das
bases multiplicadas pelas aturas, de modo que sea

area (ABCD) estaparaaarea (AEGF), como, ABx AD estapara AE x AF

Com efeito, dispostos os dois retangul os como abaixo, tem-se as proporcdes

area (ABCD) estdparaaarea (AEHD) , como, AB estapara AE

area (AEHD) estd paraaarea (AEGF) , como, AD estapara AF
onde se obtém a proporc¢édo procurada pela multiplicagdo. Veafigura 14.

H D C &ea(ABCD) _ ABAD _ AB

E . 5 aea(AEHD) AEAD AE

&ea(AEHD) _ AD.AE _ AD

G F aea(AEGF) AF.AE AF
Figural4

O autor observa, entdo, que podemos tomar por medida de um retangulo o
produto de sua base pela sua atura, uma vez gue se entende por esse produto aquele de
dois nimeros gque séo 0 nimero de unidades lineares contidas na base, € o nimero de
unidades lineares contidas na altura.

Legendre explica que esta medida ndo € absoluta, mas que se deve tomar como
unidade de superficie o quadrado no qual, o lado é a unidade de comprimento.
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Dito isso, 0 método das éreas torna se um método de calculo e este € portanto 0
que utiliza na sequiéncia, transformando o calculo de raciocinio Euclidiano, misturando
calculo numérico e calculo especial (Viete).

Desse modo, o0 autor demonstra véarios resultados do livro | el dos elementos de
Euclides, no qual o teorema de Pitagoras, o teorema de Thales € enunciado somente na
proposicdo 15, e o enunciado e a demonstracdo sdo agueles de Euclides.

A sequénciado livro 111 esta consagrada ao estudo das figuras semelhantes. Em
como deduz a classicarelagdo métrica de um triangulo.

4) A demonstracao de L acroix

Lacroix num discurso preliminar se propde a mostrar que se pode conciliar a
ordem e o rigor, a ordem da natureza e ndo a ordem artificial da construcéo euclidiana e
o rigor euclidiano muito esguecido nas obras do século XVI11.

a) as proporgoes

Os “Eléments de Géométrie” se apdiam sobre o conhecimento preliminar da
Aritmética na qual levam a teoria das proporcOes, notamos que o “Traité
d arithmétique” sb trata das razdes inteiras ou fracionarias, 0 mesmo suplemento de
aritmética colocado no inicio dos “Eléments de Géométrie”, gque trata do calculo das
proporcdes. Os numeros irracionais aparecem nos “Eléments d” Algebre” como o célculo
das raizes quadradas; Lacroix mostra que a raiz quadrada de um inteiro ndo €, em geral,
um inteiro, mas, acrescenta

“Entretanto se sente que deve existir uma gquantidade que, multiplicada por ela

mesma, produza um ndmero qualquer...” o que o conduziria a distinguir duas
espécies de nimeros, 0S NUMeros racionais que S80 comensuraveis com a
unidade e os nUmeros irracionais que sdo incomensuraves, tendo de expor o
método aritmético do célculo aproximado das raizes quadradas.

b) aslinhas proporcionais

Faremos, a principio, algumas consideracOes sobre o teorema das paraelas,
sendo definidas como as retas de um mesmo plano que ndo se encontram.

Lacroix admite o axioma que diz que “uma reta perpendicular a uma outra €
interceptada por todas aquelas que sdo obliquas a essa outra” . Para ele, assim como
para Legendre “um axioma é uma propriedade evidente por ela mesma’, podendo

24



mostrar a congruéncia dos angulos correspondentes e alternos internos utilizando o caso
da congruéncia dos triangul os retangul os.

E V
M
A D K/F B

/{L/

Figura 15

SegjaaretaHI cortando as paralelas DE e FG em dois pontosL eM esgaK o
ponto médio de LM, por K passa-se uma perpendicular as duas paralelas dadas, entéo
os triangulos retangulos DLK e FMK sdo congruentes, o que implica as igualdades:
KM=KL, MF=LD, FK=KD, KMF = KLD, MKF = DKL, MFK = LDK = 90°

Lacroix pode, entdo, enunciar e demonstrar o teorema:

“As partes AC e BD de duas retas paralelas interceptadas entre duas retas
paralelas CD e AB, sdo iguais entre elas e reciprocamente’.

C D

A B
Figura 16

Basta observar na figura 16 que os triangulos ABD e ACD sdo congruentes para
se deduzir que duas paraelas “sdo em qualquer lugar igualmente distantes uma da
outra”.

Lacroix pode, entdo, enunciar e demonstrar o teorema:

“Se duas retas quaisquer AF e GM sdo cortadas por um nimero qualquer de

paralelas AG, BH, CI etc. tracadas por pontos tomados a distancias iguais
sobre a primeira, as partes GH, HI, IK , etc. da segunda, serdo também

iguaisentreelas’.

Al \g
Bl  N/“H

c| AN

D] P K

E/ a™N\L

Figr RIOM

Figura 17

Basta observar, primeiramente, que os segmentos GN, HO, IP, etc., séo
congruentes, pois ostriangulos GNH, 1OH, I PK etc, sGo congruentes.
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Mostra-se entdo o teorema:
“Trés paralelas AG, BH e FM cortam duas retas quaisquer AF e GM em partes
proporcionais’ .

Se AD, conforme a figura, € comensuravel com AF , é uma consequéncia do
teorema precedente. Quando AD e AF sdo incomensurveis, Lacroix utiliza o método
da exaustdo, admitindo, implicitamente, como ja dissemos, a existéncia de uma quarta
proporcional.

A G
d I e
A
F N %
Figura 18

Sgjal o ponto dareta GM tal que AF: AD:: GM : Gl

mostrar-se-a que os ponto | e K coincidem.

Suponhamos GI < GK e dividindo AF em partes iguais suficientemente
pequenas de modo que existe um ponto de divisdo d tal que a paralela transportada por
AG encontra GM num ponto e situado entre | e K, entéo AF esta para Ad, como,
GM esta para Ge e por conseqliéncia Ad esta para AD, como, Ge esta para Gl ou
Ad < AD e Ge > Gl o que é contraditorio. Desse modo se se supdem Gl > GK, obtém-se
uma contradi¢&o, por conseqiéncia Gl OGK ou sgjal eK coincidem.

Notamos que esse mesmo raciocinio de exaustdo € empregado em seguida no
livro para mostrar a proporcionalidade entre éangulos e arcos, isso, também, nos vimos
no método que emprega Legendre nos seus “ Eléments de Géométrie”.

Uma vez demonstrado o teorema das linhas proporcionais, Lacroix estuda a
similitude e deduziria as relagdes métricas usuais nos triangulos. Como em Legendre,
essas rel agdes se apdiam sobre as medidas das grandezas consideradas.

v' Comentérios:

A andlise da evolucgdo historica da demonstragéo referente o “teorema de Thales”
permitiu detectar que o estatuto mal definido dos nimeros até final do séc. XIX (até a
construcdo da teoria dos numeros reais com Dedekind, Cantor, Weierstrass e Méray) e
as grandezas incomensuraveis foram os obstaculos epistemolégico?gna definicdo da

! Esse termo emprestamos da teoria de Brousseau que dentre VArios tipos de obstaculos relacionados ao
ensino-aprendizagem, destaca os obstaculo epistemoldgicos como sendo 0s que representaram rupturas
importantes no desenvolvimento histérico dos conceitos. Eles sdo inerentes ao saber e identificaveis pelas
dificuldades encontradas pel os mateméticos. (Saddo, 1997, p. 40 a50)
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teoria das proporcdes. A descoberta dos segmentos incomensuraveis e que 0s nUmeros
naturais sdo insuficientes para definir a razédo entre duas grandezas foi uma ruptura
epistemol 6gica, pois acreditava-se na possibilidade de explicar todos os fendmenos em
termos dos nimeros e de suas razdes.

Essa crise foi superada ainda no seculo IV a.C., por Eudoxo da Escola de Platéo,
gue desenvolveu uma teoria das proporcdes, a qual permitiu superar o obstaculo da
incomensurabilidade sem a necessidade dos nimeros irracionais (eliminou o0s recursos
NUMEricos).

Notamos que Euclides utilizou-se do método das areas para ndo tratar da
proporcionalidade sob o0 aspecto numérico. Arnauld (séc. XVII) desenvolveu um método
de aproximagao, chegando préximo ao calculo numérico, considerando a razéo como
uma “quantidade’, logo, pode ser comparada (igual, maior, menor). No caso das
grandezas incomensuraveis, Arnauld verificou se as razes eram iguais, comparando-as,
utilizando a classica dupla reducdo ao absurdo (método da exaustdo dos gedmetras
gregos). Legendre misturou o método das areas e as propriedades numéricas. Lacroix
utilizou o método da exaustdo admitindo a existéncia de uma quarta proporcional.

SO no seculo XIX, com a construgcdo dos nUmeros reais € que 0 estatuto de
numero se torna preciso, permitindo, assim, redefinir a relagcéo entre o geométrico e o
NUMErico.

A intencéo de estudarmos as demonstragtes do teorema de Thales, por meio da
pesquisa de Rudolf Bkouche foi fazer uma andlise prévia do desenvolvimento histérico,
epistemologico desse conteldo com a finalidade de identificarmos obstaculos
epistemol6gicos nas demonstracdes apresentadas. A seguir, algumas consideracoes
didéticas sdo tecidas amejando, mais a frente podermos escolher e adaptar uma dessas
demonstragdes para abordar na sequiéncia didatica el aborada para os alunos.

v' Consider acles didaticas:

Para utilizarmos a demonstracdo do teorema pelo método de Euclides, seria
necessario que os alunos ja tivessem apreendido as nocdes de area, de razdo, de
proporcao, de figuras equivalentes, de figuras congruentes e os postulados das paralel as.
A priori, a nosso ver, demonstracdo ndo parece ser a mais adequada. Um aspecto
gue nos incomoda bastante € o fato de comparar grandezas de natureza diferente, ou
sgja, razéo entre as éreas e entre comprimentos. Outro fator em jogo esta relacionado a
necessi dade de uma apreensdo operatoria, que exige um trabalho mental de visualizacéo,
decomposicéo e reconfiguracdo dos triangulos equivalentes, o que, talvez, ndo sgja uma
tarefa muito fécil para os alunos iniciarem um estudo com demonstracéo.
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Para a demonstragdo utilizando o método de Arnauld, os aunos deveréo ter
adquirido as nogdes de razéo, proporcao e saber que as retas obliquas a um feixe de
paraelas faz angulos alternos iguais, para mobilizando esses conhecimentos apreender o
teorema das proporcdes que diz: “quando duas linhas sdo igualmente inclinadas em
dois diferentes espacos paralelos, a razéo entre elas € equivalente a razdo entre as
perpendiculares desses espacos e equivalente a razio entre os segmentos de
extremidades no pé da perpendicular e no inicio dessas linhas em cada espago”. A
linha, a perpendicular e esse segmento, formam na verdade dois triangulos retéangulos
semelhantes contido nos espacos paralelos distintos. Arnauld, depois de provar essa
proposicdo fundamental, enuncia varias consegiiéncias, que, a nosso ver, seriam a
generalizagdo para outras configuracfes. Essa demonstracdo talvez possa ser adaptada
utilizando a semelhanca de triangul os.

A demonstracdo de Legendre nada mais € que o0 método de Euclides associado as
propriedades numeéricas, o qual, antes de utilizar 0 método das areas, define a érea do
retangulo como sendo o produto de sua base por sua altura que, como foi dito, ndo nos
parece apropriada, porém, o aspecto de estarmos comparando grandezas diferentes (area
e comprimento) fica minimizado.

Para estudar a demonstracéo de Lacroix, o aluno deverater nogdo de proporcdo e
de congruéncia de triangulos, pois por meio da congruéncia de triangulos, ele
demonstrou a congruéncia dos angulos alternos internos formados por duas paralelas
interceptadas por duas transversais. Com isso, ele demonstrou que 0S segmentos
formados por duas retas paralelas interceptadas por duas outras retas paralelas sdo iguais
entre elas. A nosso ver, podemos adaptar essa demonstracéo a partir dai, considerando o
paraelogramo e a propriedade dos lados opostos serem congruentes. A seguir,
utilizando essas propriedades ele demonstrou o teorema, considerando as grandezas
comensuravels e para as grandezas incomensuravei's utilizou o método da exaustdo. Esse
método, a nosso ver, seria um bom caminho para iniciarmos o estudo da demonstracéo,
devido ao fato de o encadeamento das demonstracOes apresentar uma certa ordem
utilizando em todas as etapas unidades figurais pertinentes comuns. O que ndo acontece
na demonstracdo de Arnauld, quando demonstra a congruéncia dos angulos alternos
internos utilizando a medida dos arcos de um circulo, a ndo ser que partamos do
principio que essaja é uma proposicao verdadeira.
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1.1.2- Aplicagbes do teorema de Thales

Ao longo deste nosso estudo preliminar, percebemos que o teorema de Thales
pode ser enfocado desde o Ensino Fundamental até a Universidade no que diz respeito a
suas aplicagbes. Como nosso objetivo foi analisar 0 processo de apreensdo desse
conceito por alunos da 8° série do Ensino Fundamental, optamos por exemplificar
algumas das aplicacbes que podem ser trabalhadas com esses alunos e apenas citar
outras tendo o intuito de evidenciar a importancia do seu estudo na formacéo inicia
devido a sua vasta aplicabilidade em diferentes campos de estudo. Dentre esses campos
de estudo os que mais observamos aplicacdes do teorema de Thales foram o campo da
Geometria, principalmente no Desenho Geomeétrico, e o campo da Fisica

Pelo estudo histérico, constatamos que a nocdo das linhas proporcionais foi
muito utilizada em construcdes com régua e compasso (divisdo e multiplicacdo de
segmentos), na determinacdo de alturas e distancias desconhecidas e em problemas
préticos de construcbes geométricas. Todas essas aplicacdes sao possivels de serem
trabalhadas no Ensino Fundamental.

Exemplificaremos abaixo algumas aplicacdes que sdo encontradas em livros de
Desenho Geométrico e talvez em alguns de Matemética na parte de geometria.

¢ divisdo de segmentos em partesiguais ou proporcionais;
a) Dividir graficamente o segmentoA_B em 3 partesiguais (ver figura 19).

b) Dividir graficamente o segmento CD em partes proporcionais a 2, 3 e 4 (ver figura
20).

Solucéo:
a)
L l:/ u/ B
R
R2
R3 T
SeAR ORR, ORR e allﬁ//BT!s, entéo, por Thalestemos:
AC=CD = DBz%AB
Figura 19
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b)

SeCR =2u, RR, =3u, R,R, = 4ueER, // FR,// DR,, ento, por Thalestemos
CE =2v; EF = 3v; FD = 4v.

Figura 20

¢ determinacdo geométrica da 4° proporcional;

Determine graficamente a quarta proporciona entre os segmentos AB, CD e
EF , dados abaixo (figura21):

A 2.4 g=C 4.8 1

A 2.4 g
C 4.8 0
E 3.6 F

SeCF // DG, pelo teoremade Thalestemosque % = % entdo FG éaquarta

proporcional entreossegmentos AB,CD e EF.

Figura 2l

¢ determinacdo geométrica da 3° proporcional;

Determine graficamente a terceira proporcional entre os segmentos AB e CD
dados abaixo (figura 22):

A 1.6 B A 4.6 g=Cc 3.6 1]
3.6
c 3.6 D F
AF=CD -8

Se BF // DE, pelo teorema deThales temos que % = % sendo FE a

32 proporcional entre AB eCD.

Figura 22
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¢ determinacdo geométrica da altura ou base de triangulos equivalentes,

Determine a altura de um tridngulo DEF isosceles cuja base DE mede 3,5 cm,
sabendo que este é equivalente a um triangulo retangulo ABC, reto em A, de base AB
medindo 4cm e altura AC medindo 3cm.

F
C
3.0
A 4.0 H E
3.9
tridngulo reténgulo < tridngulo isdsceles

Na configuracdo acima E 1 ﬁ
Seostriangulos ABC e DEF s8o equival enies, suasareassaoiguais. Entao,

DEéFH _AB. AC,Iogo, DE.FH = AB.AC ou % =?—§,deondetemosquem

(alturado trigangulo DEF) éa quartaproporcioral entreossegmentos DE, AB e AC.

Figura 23

¢ namultiplicacéo e divisido de segmentos atr aves de construcao;

Segundo Henry Plane (1995, p. 74), Descartes, na primeira pagina de sua
“Géométrie” (1637), escreve «Comment se font géométriquement la multiplication et la
division....Jenai qu atirer la parallele».

Relatamos e explicamos a seguir, como Descartes, sem demonstrar, descreve
geometricamente a multiplicacdo e divisdo de segmentos utilizando sem citar as idéias
do teorema de Thales.

“ Sgja por exemplo AB a unidade, e gue se deva multiplicar BD por BC, para
iSs0, SO € necessario unir os pontos A e C, depois determinar DE paralela a
CA, sendo BE o produto desta multiplicacio. Para dividir BE por BD deve-
se unir os pontos E e D, a seguir, determinar a paralela a DE por A obtendo
AC e BC gue é o quociente desta divisdo” (ver figura 24).
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E Explicagéo:
Com relacdo a multiplicagdo dos segmentos BD e BC

C podemos dizer que se AC /I DE, temos por Thales ou por
D A B semelhancga de triangulos que % = I;_CE: entdo AB.BE=

BD.BC, como AB = 1, teremos BE=BD.BC, ou sga BE é
0 produto de BD por BC. Com relagdo a divisdo dos

segmentos BE por BD, podemos escrever a proporgao

acima da seguinte forma: BE = B—C. Como AB =1, temos
BD AB

gue o quociente entre BE e BD é 0 segmento BC.

¢ noteoremadasbissetrizesde um triangulo;

“ A bissetriz de um angulo interno de um triangulo divide o lado oposto em
segmentos propor cionais aos lados adjacentes’ (Bianchini, 1996, p. 117).

A fiff
- ! — ~
K Hipdtese {AD éhissetriz de A.
™ Tese HBD_ _ DC
{ N DAED AC
B D T Demonstracio:

Por C, tracamos uma reta paralela a AD atéi nter ceptar BANO ponto E.

Pelo teorema de Thales: E:E ou @:E I

AE AB AE
p = m (correspondentes) O
m = n (defini¢céo de bissetriz) %D p = g (propriedade transitiv a)
n = q (alternos internos) H

Sendo p =g, A EAC éisosceles e, portanto, AE OAC,istoé AE = AC.

Substituindo, em |, AE por AC, vem BD _ E.
AB AC
Figura 25

¢ ampliacéo ereducédo defiguras;

N 7

Na figura 26, temos que o quadrildtero AB'C'D" € a ampliagdo do quadrilatero
ABCD na razéo % pois se BC//B'C eCD//CD por Thales:
AB _BC _DA =

AB BC DA e B
A=A"" ‘
g E—H——-,_.

LA Figura 26
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Além dessas que acabamos de citar e exemplificar, também podemos perceber
aplicacOes do teorema de Thales em problemas de semelhanga, como os descritos na
parte histérica ou outros. Iremos resolver abaixo como exemplo o problema proposto
pel os Babilbnicos:

“Um cateto de um triangulo retangulo € 50. Uma paralela ao outro cateto e a

distancia 20 dele corta o triangulo formando um trapézio retangulo de area
5,20. Determine os comprimentos das bases do trapézio” .

Solucéo:
| ™ Pelaéreado trapézio temos: Pela semelhanca ou por Thales
B 20.(x+y) _ = temos: 20 = Xouy =X |
20 N 5 =52 oux+y=052 I 50y y 3
Figura 26

Substituindo Il em | temos. 8x =1,56 - x =0,195logoy =0,52- 0,195y = 0,325

Também podemos utilizar esse teorema em:

¢ construcdo de graficos utilizando o Cabri-géométre;

Esse aspecto foi muito bem explorado na dissertacdo de mestrado da Maria Célia
Leme da Silva (1997-PUC-SP) onde prop&e uma engenharia didatica utilizando o Cabri-
géometre para professores visando proporcionar aos mesmos estudar o teorema de
Thales, dando significado a esta propriedade além de identificar as dificuldades
decorrentes da aplicacdo desse teorema. Para elaboracdo da sequiéncia utilizou como
suporte tedrico a dialética ferramenta objeto e 0 jogo de quadros desenvolvidos por
Regine Douady (1986).

Além da construcdo de graficos, ela propde outras aplicagbes como:
multiplicacéo e divisdo de segmentos; verificagdo das propriedades da multiplicacdo
(elemento neutro, o inverso, e 0 zero); determinacdo das areas do triangulo e do
retangulo e a &rea maxima do retangulo inscrito num triangulo.

¢ relacbes métricasna circunferéncia;
¢ trigonometria;

¢ determinacdo do coeficiente angular da reta a partir de dois pontos
dados;

Na fisica, percebe-se alguma aplicacdo do teorema de Thales na area de estética
através da grafostédtica com relacdo a parte de estruturas:. tesouras, mao-francesa,
trelicas, etc.
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1.2.- Andlise do “teorema de Thales’ do ponto de vista didatico e da
psicologia cognitiva

A didatica da matematica estuda os fenémenos que estéo relacionados ao ensino-
aprendizagem, ou sgja, 0 estudo de situagbes que respondem ao projeto socia e que
visam a aquisicdo de certos conhecimentos pelo auno. Essa distingdo entre ensino e
aprendizagem se faz necesséria devido a diferenca entre o objeto de ensino (contetido a
ensinar), as intencdes do professor que ensina e a realidade dos conhecimentos
adquiridos pelos alunos (aprendizagem efetiva).

Para melhor analisar esses fendmenos recorremos as pesquisas desenvolvidas na
didética, optando por nos apoiar nos trabalhos realizados por Guy Brousseau e,
associando-0s a psicologia cognitiva, com 0s registros de representacdo semidtica
definidos por Raymond Duval que associa a semidtica com 0s aspectos da cogni ¢&o.

Maiores detalhes ou explana¢tes dessas teorias intencionamos fornecer ao longo
da dissertacdo, na medida que formos precisando ou utilizando-as.

Brousseau expde que “uma das hipéteses fundamentais da didatica consiste em
afirmar gue somente o estudo global das situa¢des que presidem as manifestacOes de
um saber, permitem escolher e articular os conhecimentos de origens diferentes,
necessarios para compreender as atividades cognitivas do sujeito, assim como o
conhecimento que ele utiliza e a maneira o qual ele a modifica” (1986, p.39).

Nessa perspectiva, vamos procurar analisar o objeto matematico em 9,
estudando as varidveis de situagéo didética e os registros de representacdo, para no
proximo capitulo estudar as transformagdes que esse saber sofre a fim de ser ensinado
levantando os possiveis obstaculos epistemol 6gicos e/ou didaticos que estdo implicitos
nesse conceito.

O funcionamento do processo de aprendizagem depende de numerosas variaveis,
tais como as variavels do contexto, as variaveis didéticas e as varidvels congtitutivas do
saber.

As variaveis do contexto estéo relacionadas tanto com o professor (quando faz
suas escolhas, e em relacéo as suas concepcdes), quanto com o aluno (origem, historia e
vivéncia dos alunos) e até mesmo com O proprio saber (interdisciplinaridade,
diversificacdo do saber, fendmeno da moda e outros).

As variaveis didaticas sdo aquelas que estéo a disposicdo do professor e que
determinam a situacdo didética. Nesse sentido temos as variaveis de situagdo, as
variavels de contrato e as variaveis de transposicdo. Primeiramente, vamos analisar as
variaveis de situacdo referentes ao objeto de estudo em questéo e a seguir refletir sobre
essas variaveis a luz dos registros de representacéo semiotica.



1.2.1.- Teorema de Thales e as variaveis de situacdo segundo Guy
Brousseau.

Esta parte da pesquisa foi inspirada no artigo elaborado por Guy Brousseau
“ Promenade avec Thalés, entre la Maternelle et I"Université’ (1995, p. 87 a 124), no
qual andlisaas variaveis didaticas do teoremade Thales.

Fazendo uma investigagdo das formas de se apresentar o teorema de Thales nos
programas franceses, Brousseau detectou que, na metade do século XX, houve uma
dlverljlflca(;éo na forma de se abordar essa propriedade sobressaindo-se trés pontos de
vista® que chamou de conservagado das abscissas, conservacao da relacéo de projecéo e
dilatacso.

A conservacdo das abscissas (nas transversais) exprime que as relagoes entre
0s vetores levados por uma mesma transversal ndo dependem dessa transversal mas so

das paraelas consideradas:

% = % que apresenta as vezes naforma: seAB a.AB” entdo, AC = a.AC".

Figura 28

A conservacgao da relacdo de projecéo (de AC para E) exprime a igualdade
de razdes entre as medidas algébricas de segmentos correspondentes determinados sobre

duas transversais. AC _AC CC

AB AB BB’

A dilatacdo (ou aumento - reducao) exprime a semelhanca dos vetores levados

por paralelas numa homotetia tendo como centro ainterseccdo das transversas:

E—% ou aindase B'C" = a.BC entdo AB'= a.AB.

BC

Dando continuidade as investigacOes, ele procura pesquisar as dificuldades dos
alunos, analisando as taxas de acerto nos exercicios de uma enquete procurando
diagnosticar as variaveis em jogo e as relagdes com esses pontos de vista. Para isso,
observa as disposi¢cdes simples, o reciproco do teorema, os célculos, as configuracfes
tipicas (olhando as variaveis como o0 angulo de duas retas, a disposicdo das paraelas e o
numero de paralelas) e as varidveis de situacdo didética

“Pontos de vista diferentes, sobre um objeto matemético sao as diferentes maneiras de o olhar, de o fazer
funcionar e eventualmente de o definir.
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Feita a pesguisa, Brousseau comenta que os pontos de vista parecem agir pouco
em relacdo as variaveis de configuracdo, ao teorema (direto ou reciproco), a relacéo de
homotetia (superior ou inferior a um, natural, fracionario ou decima etc. e
principalmente na forma de questdo. Diz também gue a porcentagem de erros foi bem
maior quando se tratou de demonstracdes do que em relacéo aos calculos.

Prosseguindo, fala que a escolha das variaveis que diferenciam os diversos
exercicios e os comentérios dos autores de livros e manuais mostraram que eles
consideram o reconhecimento das figuras como um fator decisivo e dentre as condi¢oes
de utilizacdo do teorema, a disposicdo e a complexidade das figuras surge como
principal fonte de erros. E, além disso, os alunos cometem menos erro de aplicacdo do
teorema nas figuras consideradas tipicas.

Dentre as variaveis de Stuacdo didética, ele estuda as variaveis da figura, as
variaveis de situacdo adidética’ e as variaveis de situacdo didatica como mostram as
tabel as seguintes:

Tabela 1 —variaveis dasfiguras e de situacdo adidética

Variaveisdasfiguras Valor dasvariaveis
(meio proposto)
Dimens&o do espaco R? R®
N.° de paralelas (retas ou planos) 2 3
Disposicdo Mesmo lado De um lado e de outro
N.° de secantes 2 3 0umais
Secantes todas concorrentes Sim N&o
Diferenga de tamanho Pegueno Grande
imagem-objeto
Figuratipica Sim Né&o
Meio Figura efetiva Figuraficticia
Complexidade Somente figura os A figura mergulhada
elementos Uteis numa configuracéo
complexa
Variaveis de situacdo adidatica além Valor dasvariaveis
daquelasdasfiguras
Definicao utilizada “Conservagao das abscissas’
“Conservagao darelacdo de projecao”
“Dilatagdo”
Natureza da razéo -Natural -Decimal
-Racional -Resal

3Situacdo adidatica: situacdo em que o aluno busca resolver sem procurar utilizar o conhecimento das
intencdes didaticas do professor(Brousseau,1995, p.92).
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Tipo de questéo -Tragado -Enunciado
-Céculo -Demonstracéo
Razé&o entre objeto dado e 0 objeto Do pequeno ao grande Do grande a0
correspondente procurado pequeno
Teorema Direto Reciproco
Manifestagdo necesséria e fungdo Conhecimento, meio de resolucéo
Formulagéo
Meio de demonstragéo:  Explicito
Implicito
Tabela 2 — variavels de situacdo didatica
Varidveis de situacdo didética Valor dasvariéveis
Forma Exposi¢ao Problema
Situagdo didatica para o aluno Situacdo de institucionalizagdo

Situacdo de aprendizagem adidéatica

Funcéo didatica Curso, informagéo Exposto

Problema introdutério
Efetivo
Problema exposto
Exercicio Treinamento
Controle
Problema de aplicagéo

Uma vez levantadas as varidveis de situacdo didética, vamos procurar entender
como elas podem atuar no processo de apreensdo dessa propriedade pelo aluno,
estudando o teorema de Thales sob um prisma da semidtica por meio de seus registros
de representacdo pensando nos aspectos da percepcdo, das significagdes e do contexto.

1.2.2- Teorema de Thalese osregistrosde representacao
semidtica definidos por Raymond Duval

Pensando na matemética como uma linguagem, temos um conjunto de codigos
gue sdo organizados a partir de regras e signos. Cada signo possui um significante e um
significado que em nivel discursivo formar&o, respectivamente, o plano de expressao e o
plano de contetdo.

A semidtica pode ser vista como uma teoria das significagdes como mostra
Greimas (1974, p. 411), est[jjturada por meio de uma rede de relagcdes hierarquicamente
organizada em paradigmas’ e sintagmas’ e provida de dois planos de articulagdo, ou

4 paradigma — conjunto de elementos que podem substituir-se uns aos outros num mesmo contexto (eixo
de selecdo dos signos possiveis). Exemplo: guri, garoto, menino, molegue.
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sgja, 0 plano de expressdo e o plano de contelido. Nessa perspectiva pretendemos
analisar as condi¢cdes de apreensdo e producdo de sentido com relagdo ao teorema de
Thales.

Para manifestar no pl de expressao o objeto matemético podemos fazer uso
de suas vérias representacbes’. Duval faz uma classificagdo dessas _fepresentactes
segundo as fungdes cognitivas que elas preenchem como mostra atabela” abaixo:

Tabela 3 — representagdo segundo Duval

Interna Externa
Consciente Mental Semidtica
Funczo de objetivacio Funcdes de objetivacéo, de
expressao e de tratamento
intencional
N&o-consciente Computacional
Funcdo de tratamento
automatico ou quase
instantaneo

O nosso interesse esta em estudar as representacbes semidticas devido a
desenvolver um papel fundamental nas atividades cognitivas preenchendo igualmente as
fungbes de comunicagdo, do tratamento intencional e de objetivacdo (tomar
consciéncia).

Alguns sistemas semiéticos como a lingua natural, as linguas simbdlicas, 0s
graficos, os esquemas, as tabelas as figuras geométricas permitem redlizar trés
atividades cognitivas inerentes a toda representacdo, tais como:

. congtituir um traco ou uma reunido de tragos perceptiveis que sejam
identificAveis como uma representacdo de alguma coisa hum sSistema
determinado;

. transformar as representacOes pelas regras do sistema podendo constituir
uma parte do conhecimento;

. converter as representagcOes produzidas num sistema em representacOes de

um outro sistema de forma que esse outro permita explicitar outras significagoes

relativas aisso que é representado.

Aos sistemas semidticos que preenchem essas atividades, Duval chama de
registros de representacdo semiotica.

® sintagma — eixo da combinagso de elementos copresente em um enunciado (frase ou discurso). No

exemplo acima, guri, garoto, menino, moleque cada um se refere a uma faixa etéria, ou sga, a carga

semantica é mudada em cada contexto.

®nocao de representacdo- forma sobre a qual uma informag&o pode ser descrita e levada em conta num
sistema de tratamento.

" Maiores detalhes sobre essas representacdes podem ser obtidas em “Sémiosis et pensée Humaine’ de
Raymond Duval, 1995, capitulo 1, p. 24 a 32.
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Na andlise do desenvolvimento dos conhecimentos e nos obstéculos da
aprendizagem, confrontam trés fendmenos diretamente ligados:

1°) diversidade dos registros de representacdo semidtica. Cada registro expode
questdes de aprendizagens especificas;

2°) diferenciacdo entre representante e representado ou entre forma e contetido
de uma representacdo semiotica;

3% coordenacdo entre os diferentes registros de representacdo semidtica
disponiveis, para o qual preciﬁmos ter conhecimento das regras de correspondéncia e
dos fendbmenos de congruéncia’ e ndo-congruéncia.

Nesse prisma iremos procurar olhar o teorema de Thales refletindo sobre seus
registros de representacéo aliados as variaveis de situagdo didética apresentadas por
Brousseau.

Iniciaremos a andlise observando as varias maneiras de se enunciar o teorema
(paradigma e sintagma), as significagbes implicitas, todos os conceitos envolvidos,
inclusive os que podem ser articulados com esse teorema (rede sintagmatica) e como se
da a articulacéo no plano de expressdo e no plano de contelido, analisando os registros
de representacao semiotica segundo Duval.

Primeiramente, surge a questdo “O que vem a ser um teorema?’

Teorema: “proposicdo que precisa ser demonstrada para se tornar evidente”
(Lello, 1972, Dicionério Pratico llustrado, p.1162).

Teorema: “relacdo verdadeira numa teoria determinada’ (Chambadal, 1978,
Dicionario da Matemética Moderna, p. 183).

Considerando o teorema como uma relagdo verdadeira, vamos refletir sobre seus
enunciados e as significagdes implicitas.

Todo teorema pode ser estruturado conforme a expressao “ Se p entdo q”, sendo
gue para cada paradigma (p, () obtém-se um enunciado diferente, formando os
sintagmas proposicionais.

O Teorema de Thales também pode ser estruturado por meio dessa expressao.
Analisaremos, a seguir, alguns enunciados que podemos obter dessa forma.

1) p: duas retas sdo transversais aum feixe de paralelas;
g: arazdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razdo entre 0s
segmentos correspondentes da outra;

8 Ha congruéncia em uma coordenacdo de registros quando a conversdo de um registro ao outro é
explicito e automético. Esse fendbmeno serd melhor explicado mais a frente.
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2)

3)

4)

5)

6)

Teorema: Se duas retas sdo transversais a um feixe de paralelas, entdo a
razdo entre dois segmentos quaisgquer de uma delas € igual a razéo entre
0S segmentos correspondentes da outra.

p: um feixe de retas paraelas produzem sobre duas transversais quaisquer,

segmentos homaologos;

g: as medidas desses segmentos s&o proporcionas;
Teorema: Se um feixe de retas paralelas produzem, sobre duas
transversais quaisquer, segmentos homaologos, entdo as medidas desses
segmentos s&o proporcionais.

p: r € paraelaaum doslados de um triangulo qualquer;

g: r divide os outros lados em partes proporcionais;
Teorema: Ser € paralela aum dos lados de um triangulo qualquer, entdo
r divide os outros dois lados em partes proporcionais (Euclides).

Reciproco do teorema de Thales.

p: umaretadivide doislados de um triangulo em partes proporcionais,

g: elaé paralelaao terceiro lado;
Teorema: Se uma reta divide dois lados de um tridngulo em partes
proporcionais, entdo ela é paraela ao terceiro lado. (Euclides)

p: retas paral el as determinam sobre duas secantes segmentos correspondentes,

(: esses segmentos sao proporcionais,
Teorema: Se retas paralelas determinam sobre duas secantes segmentos
correspondentes, entéo esses segmentos sao proporcionais’.

p: retas paralel as determinam sobre duas secantes segmentos correspondentes,

Q: as razdes entre esses segmentos correspondentes formam uma proporgao;
Teorema: Se retas paralelas determinam sobre duas secantes segmentos
correspondentes, entdo as razdes entre esses segmentos correspondentes
formam uma proporcao.

Pensando em termos de plano de contelido e plano de expresséo, observa-se que

subjacentes a todos esses enunciados do teorema de Thales e 0 seu reciproco estdo os

conceitos de paralelismo e proporcionalidade que poderéo ser representados e indicados

de forma bem diversa articulando-se os registros figurais (configuracfes), discursivos

(enunciados), simbdlico (montagem da proporc¢ao) e numerico (expressar grandezas).

Primeiramente vamos nos ater as representacOes graficas que, para facilitar a

analise, iremos dividir em dois blocos. O primeiro bloco pensando nas configuragoes

40



formadas por retas paralelas e transversais, em que se observa que além da quantidade
de retas, as pardelas podem ser desenhadas nas posicbes horizontal, vertica ou
inclinada; as transversais também podem ser desenhadas nessas posicdes, como ser
representadas se interceptando ou ndo e quando, representamo-las se interceptando, o
ponto de interseccdo podera estar acima das paralelas, entre as paralelas ou abaixo das
paraelas. Veamos alguns exemplos (figura 29 e 30):

o

\
N\
AN
N\

\

\////

%%ém

Figura 29
O segundo bloco formado pelas configuracdes obtidas quando as paralelas estéo

limitadas pelas transversais, com isso, perceptivamente numa primeira olhada,
observamos figuras bidimensionais (tridngul os, trapézios) sobrepostas. V ejamos.

A X S
~(

7

=
I o
DA/ A 7SN/
AR R
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No processo ensino-aprendizagem um dos fendbmenos importantes para se levar
em conta s80 as formas de apreensdes dos registros de representacdo semiotica que
Duval classifica em quatro tipos de apreenséo:

a) sequiencial — construcdo ou descri¢ao com o objetivo de reproduzir umafigura;

b) perceptiva — relacionada a visualizacdo, a interpretacdo das formas da figura em
uma situacéo geomeétrica;

C) discursiva— interpretacéo dos el ementos da figura geométrica;

d) operatOria — centrada sobre as possiveis modificagbes de uma figura e em sua
reorganizacao perceptiva.

Segundo Duva (1995, p. 175 a 177), as regras de producdo de sentido ou de
conformidade sdo aquelas que definem um sistema de representagdes possiveis num
registro e se apiam em trés itens:

a) determinac&o de unidades elementares,
b) combinagdo de unidades elementares para formar as unidades de nivel superior;
C) condigdes para que uma representacao seja pertinente e compl eta.

Assim, essas regras preenchem a funcéo de identificagdo do sentido para aquele

gue se encontra diante de uma representagdo gque ele ndo produziu.

A implantagcdo de um trabalho visual é susceptivel de varias variagdes visuais
que podem ser reagrupadas em dois grandes tipos.
a) as ligadas ao niumero de dimensdo: 0 (ponto), 1 (linha), 2 (regi&o);
b) as qualitativas: forma, tamanho, orientacéo, cor, €etc.

As unidades figurais elementares para o registro das representacbes geomeétricas
s80 definidas a partir da combinacdo e cruzamento dos valores da variavel visual
qualitativa (forma) com a variacéo de dimensdo, como se V€ na classificacdo a seguir:

dimensdo 0 dimensdo 1 dimensdo 2
(linha) (regiso)

forma forma forma forma

retilinea curva retilinea curva
aberta fechada aberta fechada

1 O
ponto reta arco angulo tridngulo curvacom  circunferéncia
cruz quadrado ponto ova
retangulo duplo
ponto de

Fig.3 - Classificacdo das unidades figurais elementares
Figura 31
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Duval (1995, capitulo 1V, p. 178 a180), coloca ainda que:

. a predominancia na apreensdo perceptiva das unidades de dimenséo 2 sobre as
unidades de dimensdo inferior é explicada pela lei gestdltica de “fecho” ou de
continuidade;

. uma figura geométrica € sempre uma configuracdo de pelo menos duas destas
unidades figurais elementares;

. mesmo a figura aparentemente reduzida a uma so unidade figural de dimensdo 2

(o quadrado por exemplo) s0 é figura em matematica a condicdo de ser
considerada como uma configuragdo de unidades figurais de dimensdo 1
(segmentos formados pel os lados);

. sd0 as relacOes (paralelismo, simetria, tangéncia....) entre as unidades figurais
elementares que constituem o contetido pertinente de uma figura geométrica;
. unidades figurais elementares de dimensdo 2 sdo estudadas em geometria como

configuracGes de unidades de dimensdo O ou 1, basta olharmos as unidades
figurais e a definicdo do objeto matematico que ela representa para percebermos
a mudanca de dimensdo a efetuar quando se passa da representacéo figural ao
discurso sobre os objetos representados. Ex. paralelogramo;

. a representacdo figural para ilustrar uma definicio pode levar a uma
ambiguidade;
. fendbmeno da articulacéo (Fig.- discurso). De um lado, a utilizagdo de uma figura

requer a mudanca continua do nimero de dimensdo obtida pela apreenséo
perceptiva das unidades figurais que sdo distinguiveis. De outro lado, o
tratamento da sSituacdo matematica representada pela figura (aplicacéo,
definicéo, teorema) requer que se restrinja as unidades de dimensédo 1 ou 0, pois
a percepcao se é direcionada automati camente sobre as unidades de dimenséo 2;
* um mesmo objeto matematico pode ser representado por unidades figurais
diferentes,
Exemplo: oponto - (dim.0). ou (dim. )X ou (dm.2) [ |
tarefas de descricdo de figuras evidenciam estas diferencas e dificuldades dos alunos
e retratam a apreensdo sequencial;
= em geral os alunos evitam ao maximo transformar uma unidade figural de dimenséo
2 em uma configuragéo de dimensdo 1 ou 0.

Voltando & andlise das possiveis configuracfes do teorema de Thales, vemos que
no primeiro bloco (fig.29) fica nitido, num primeiro olhar, sua formacéo com elementos
de dimensdo 1 (paralelas e transversais) e, fixando mais o olhar, poderemos perceber as
figuras de dimensdo 2. Entretanto, nas configuragdes do segundo bloco (fig. 30), por
serem mais fechadas, a tendéncia é perceber primeiro as figuras de dimenséo 2. Nos
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enunciados, temos discursos salientando as unidades de dimensdo 2 (enunciados 3 e 4) e
os outros a dimensdo 1 (enunciados 1, 2, 5 e 6). Notamos que no registro figural ou no
discursivo podemos ter tratamentos nas dimensdes 1 ou 2, ja para escrever a proporcao,
Ou sgja, no registro dos nimeros tratamos na dimensao 1 (medida dos segmentos).

Quanto as proporcdes entre a medida dos segmentos, devemos refletir em
relac@o aos nimeros, a forma de representar e indicar a proporgéo e as propriedades das
proporgoes.

Podemos trabalhar com os registros do nimero inteiro, fracionario, decimal ou
irracional; com grandezas comensuraveis ou incomensurdveis, sendo que em cada um
desses registros as regras de tratamentos sdo distintas e levam a processos de
compreensdo diferentes.

“ A escrita de um nimero representa um numero e tem uma significagdo operatéria
ligada aos tratamentos permitindo efetuar as operacfes. Os tratamentos ndo sdo o0s
mesmos para a escrita decimal e para a escrita fracionaria. Os nimeros 0,25 e ¥4
representam o mesmo nUmero; porém ndo tém a mesma significacdo operatéria. A
significacdo operatéria depende do sistema de escrita. N&o sdo as mesmas regras de
tratamento para calcular 0,25 + 0,25 e para calcular Y2+ %. A conversdo de 0,25 em
Y, ndo é simplesmente um célculo mas atua na diferenca entre significacdo e
referéncia’ (Duval, 1995, p.64).

Uma mesma propor¢cdo pode ser indicada ou relacionada de vérias maneiras.
Vg amos esse fato no exemplo abaixo, no qual: a, b, ¢, d sdo as medidas dos segmentos.

\/ M) / / - igualdade entre duas razdes ou entre dois quocientes
C

*a:b=c:d ou a:c=b:d ou (ath):b=(c+d):d
d ou (ath):a=(c+d):c

- igualdade entre duas razdes ou entre dois quocientes
Figura 32 *alb=c/d ou a/c=b/d ou (atb)/a=(ctd)/c-
- igualdade entre duas razdes ou entre dois quoci entes

a_c_a_b_(atb)_(c+d) (a+b)_(c+d)
h d C d a c h d

- igualdade entre dois produtos ou aplicagdo da propriedade
fundamental das proporcdes:
* axd=cxbou (atb)x d = (c+td)x b ou (atb)x c = (ctd)x 2

Com relacdo a0 exemplo acima, vejamos a aplicacdo das propriedades da
proporcao que leva a tratamentos distintos num mesmo registro cada um implicando
numa forma de compreensao:



§=£ou2=gou(a+b):(C+d)ou(a+b):(C+d).
b d c¢c d a c b d
l)axd=cxb ou (atb)xc=(ctd)xa ou (atb) x d=(ct+d) x b;
2 (a+b):(c+d)ou(a+b):(c+d)Ou a _ ¢
a c b d atb c+d
3 (a—b):(c—d)ou(a—b):(c—d)ou a _ ¢
a o b d a-b c-d
2) atc _a_c
b+d b d

Analisando uma mesma configuragéo topol6gica, podemos pensar na proporgao
ou aplicacdo do teorema de Thales sob 0s pontos de vista ou estratégias seguintes:
a) a razéo entre os segmentos formados em uma das transversais ou lado de um
triangulo, quando interceptam um feixe de paralelas, é igua arazdo formada
pel os segmentos correspondentes de uma outra transversal ou lado do triangulo;
b) a razéo entre os segmentos formados em uma das transversais ou lado de um
triangulo com suas respectivas projecdes em uma outra transversal ou lado do
triangulo se mantém constante;
C) semelhanca de triangul os ou de poligonos.

Esses pontos de vista foram os observados por Guy Brousseau (1995) e que
relatamos na andlise das variaveis de situacdo didética (pég. 38).

No transcorrer da pesquisa, utilizaremos esses mesmos termos empregados, ou
sgja, conservacao das abscissas, conservacdo da relacdo de projecdo e dilatacdo.
Conservacao das abscissas para exprimir a igualdade entre as razdes formadas pelos
segmentos em uma das transversais ou lado de um triangulo quando interceptam um
feixe de paralelas e a razéo formada pelos segmentos correspondentes de uma outra
transversal ou lado do tridngulo. Conservacao da relacao de projecao para exprimir que
a razao entre os segmentos formados em uma das transversais ou lado de um triangulo
com suas respectivas projegcoes em uma outra transversal ou lado do triangulo se
mantém constante. Dilatagdo para exprimir a proporcionaidade entre os lados
correspondentes de tridngulos ou de poligonos semel hantes quando sobrepostos fazendo
coincidir um dos vértices ficando os lados opostos paral el os.

Vegamos um exemplo de aplicacdo do teorema de Thales observando esses
pontos de vista:
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1) Considere nafiguraao lado, asretas ST el J paralelas: | 38 3TE __ n
a) calcular x; .:*'"'

b) sendo ST= 3,5 € possivel calcular 1J? Justifique. 3
Figura 33
Objetivo: aplicar o teoremade Thales paraachar o valor dex edelJ.
Analise matematica - solugdes possiveis:
a) do ponto de vista - conservagdo das abscissas:

—~—== [07.8=10.x0 x=5,60u

7_
5_(8—x) 0 3x=7.(8x)0 3x=56-7x0 x=56

obs.: o valor de 1J ndo da para se calcular sob este ponto de vista.

b) do ponto de vista - conservagdo da relacéo de projecao:

7_10 O 10x=56 0 x=56
X 8

7_ 3 [03x=7.(8x)03x=56-7x0 10x=56 0 x=5,6
X (8—x)

obs.: o valor de 1J ndo da para se calcular sob esse ponto de vista.

c) do ponto de vista— dilatacéo:

110 = g 1 7.8=10x 0 x =5,6 (mesma expressao da conservacdo das abscissas) ou
7_10 O 78=10x0 x =5,6 (mesma expressio da conservacio da relagéo de
X 8 projecso)

paraachar o lado 1J

3P_ 7 g 713=35013=5, ou 3_'5=5;86 0561J=280 1J=5,

13 10 1J

Com esse exemplo da para se observar que:
- a medida dos segmentos formados nas paralelas sO é possivel ser calculado
pensando sob o ponto de vista da dil atagéo;
- ao se montar a proporgao para calcular a medida de um segmento da transversal
limitado pelo feixe de paralelas sobre 0 ponto de vista dilatagdo a expressdo podera ser a
mesma obtida sob 0s pontos de vista conservagdo das abscissas e conservagdo da
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relacdo de projecéo, porém a forma de pensar ndo é a mesma. Aqui, estamos pensando
em figuras semelhantes sendo necessario uma atividade mental de reconfiguracdo para
se perceber e tratar os triangulos sobrepostos além da articulagéo de unidades figurais
dedimensdo 1 e2.

Analisaremos agora 0s enunciados citados anteriormente (pag.42 e 43) com
relacdo as estratégias explicitas neles. Para melhor visualizag8o, a cada enunciado,
faremos uma representacdo gréfica de uma das configuragdes possivels e da propor¢do
correspondente. Embora, por ndo existir uma Unica configuragdo que represente esta
proposicdo em sua globalidade perceptiva, a0 representar uma delas, acabamos
limitando ou estereotipando as possiveis configuracoes.

O primeiro enunciado: Se duas retas sdo transversais a um feixe de paralelas,
entdo a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razao entre os
segmentos correspondentes da outra; induz a indicagéo da proporc¢éo do ponto de vista
conservagao das abscissas e as unidades figurais elementares de dimensdo 1 embora, ao
se fazer a conversdo do registro da lingua natural para o registro figural, se possa
perceber as unidades figurais de dimensdo 2 implicitas.

s/ g

C/ \D AC_BD AC_BD

ou ]
E// \\F AE BF CE DF

Figura34

O segundo enunciado: Se um feixe de retas paralelas produzem sobre duas
transversais quaisguer segmentos homologos, entdo as medidas desses segmentos sdo
proporcionais;, deixa em aberto a montagem da proporcdo e utiliza a nogdo de
segmentos homologos, também destaca os elementos figurais de dimensdo 1, embora,
a0 se fazer a conversdo do registro da lingua natural para o registro figural, se possa
perceber as unidades figurais de dimensdo 2 implicitas.

AC _BD AC _BD
AF R M eF ThE  (conservago daabscissa);

AC _ AE , AC _CE (conservagio darelagio de projeéo).
RN RE RN DE

Figura 35

Oterceiro enunciado: Ser é paralela a um dos lados de um tridngulo qualquer,
entdo r divide os outros dois lados em partes proporcionais, também deixa em aberto a
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montagem da proporcdo e implicito o conceito de feixe de paralelas. Destaca unidades
figurais de dimensdo 1 (reta) e dimensdo 2 (triangulo) o que talvez induza a perceber a
semelhanca dos tridngulos e, implicitamente, a proporcionalidade dos segmentos
formados nas paralelas quando se fizer a conversdo do registro da lingua natural para o
registro figural umavez que, pelalei gestaltica de “fecho” ou de continuidade, segundo
Duval, ha predominancia na apreensdo perceptiva das unidades de dimenséo 2 sobre as
unidades de dimenséo inferior.

A AM _ AN

—— = —— (conservacdo da abscissa);
M /\ N ¢ MB NC ( )
AM MB AB - - -
/ \ = = (conservagao da relagao de projecéo).

AN ~NC AC
B C
Figura 36
Nafigura 36 se ﬂ:ﬂ ,entdor éparalelaaB_C.
MB NC

O quarto enunciado: Se uma reta divide dois lados de um triangulo em partes
proporcionais, entdo ela é paralela ao terceiro lado, refere-se ao teorema reciproco do
teorema de Thales com relagéo ao terceiro enunciado.

O quinto enunciado: Se retas paralelas determinam sobre duas secantes
segmentos correspondentes, entdo esses segmentos S0 proporcionail, € similar ao
segundo enunciado, deixando também em aberto a montagem da proporcéo e utilizando
0 conceito de segmentos correspondentes inves de segmentos homalogos e utilizando o
termo secantes no lugar de transversais.

O sexto enunciado: Se retas paralelas determinam sobre duas secantes
segmentos correspondentes, entdo as razoes entre esses segmentos correspondentes
formam uma propor¢ao, induz a indicagéo da proporcéo do ponto de vista conservagdo
da relagéo de projecdo e as unidades figurais elementares de dimensdo 1 embora, ao se
fazer a conversdo do registro da lingua natural para o registro figural, se possa perceber
as unidades figurais de dimensdo 2 implicitas.

A/ \\EI

/ \ AC _ AE 1, A€ _ CE  onservaco darelacio de projegio.
c D _BD BF BD DF
E/ NG

r N

Figura 37
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Outros enunciados do teor ema de Thales encontrados nos livr os didaticos

Q) “Se um conjunto de retas, duas a duas paralelas, é interceptado por duas retas
r e s, entéo a razao entre dois segmentos quaisquer der € gual a razao entre 0s
respectivos segmentos correspondentes de s’ (Bongivanni, Vissoto, Laureano,
1995, p. 240);

(2) “Umfeixe de paralelas determina, sobre duas transversais quaisguer, segmentos
correspondentes de medidas proporcionais’ (Scipione, 1974, p. 143);

3 “Um feixe de retas paralelas determina sobre duas transversais segmentos
proporcionais’ (Bianchini, 1996, p. 113).

Para as trés configuragdes representadas abaixo, observemos como os enunciados (1),
(2) e (3) sugerem a escrita da proporcao:

-/ e A
Figura 38
AC BD AC CE AC BD
(1)e(3)E_E (2)6(3)E_E (1)6(3)E_G_E (2 e
AC EG
BD EF
AC xDF=BD x CE ACXEF =EGxBD

(4) “Toda paralela a um dos lados de um triangulo determina sobre os outros dois
lados segmentos proporcionais’ (Reis, 1996, p.130);

A

/\ AB _AD _BD

0 D\’ AC AE CE

C E

(5) “Se dois triangulos sdo semelhantes, seus lados correspondentes sao
proporcionais’ (Bigode, 1994, p. 157);

Figura 39
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(6) “Retas paralelas determinam sobre duas secantes segmentos correspondentes
proporcionais’ .

(7) “Quando um feixe de retas paralelas € cortado por duas transversais, ha
proporcionalidade entre as medidas dos segmentos correspondentes que estéo
sobre astransversais’ (Imenes & Lellis, 1999, p. 205).

(8) Considere duas retas t e u transversais a trés retas paraelas. Estas retas paralelas
determinam nas transversais segmentos proporcionais.

B / \ E AB DE AC DF
c | \ F BC EF  BC EF

Figura 40

(9) Sggam duas retas d e d” e trés pontos A, B e C sobre d. Projeta-se d sobre d’
segundo, uma direcéo dada. A, B e C se projetamem A", B' e C" sobreareta d'.
Nessas condicdes tem-se :

AB AB

BC BC

.

Figura 4l

Analisemos, agora, esses enunciados com relagdo aos pontos de vista explicitos.

O primeiro sugere a conservacao das abscissas.

O segundo sugere a conservagdo da relacéo de projecao.

O terceiro deixa em aberto a montagem da proporcéo e o nimero de paraelas.

O quarto e o quinto sugerem a dilatagéo.

O sexto e 0 sétimo sugerem a conservagao da relagdo de projecao.

O oitavo deixa em aberto a montagem da proporc¢do, porém fixa o nimero de
paralelas e ao desenhar a configuragéo fixa umaimagem.

O nono, embora no enunciado fale de projecéo de ponto, a0 montar a proporcéo,
fixaaidéia de conservacdo da abscissa.

Observamos que qualquer uma das proposi¢des sintagmaticas acima, em nivel
sintdtico, implica os significantes serem articulados mantendo uma relacéo de
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proporcionalidade e em nivel seméantico implica as significacbes (processo de
compreensdo) que estdo implicitas em cada proposicéo com relacdo aos pontos de vista
citados anteriormente. Quando se privilegia um destes pontos de vista, por exemplo,
conservagao das abscissas, deixa-se de articular que no mesmo plano de expressdo ha
outros sentidos como a conservagao da relagdo de projecdo e a dilatagdo. Se quisermos
gue o aluno apreenda o teorema na sua significacdo global, devemos abordé-1o sob estes
trés pontos de vista: conservacao das abscissas, conservacdo da relacdo de projecdo e
dilatagéo.
Pensando nessas dire¢des surgem as questdes.

“Como € que o ensino do teorema de Thales e a sua aplicabilidade levam a
apreensao desta globalidade sintatico -semantica? ” ;

“ Em que medida, e por quais meios, ao ensina-lo, consegue-se organizar os trés
pontosdevista ?” ;

“ Sera que a posicao das paralelas em qualquer uma das configuragoes interfere
na percepcdo e aplicacdo do teorema de Thales?” E a posicdo da intersecdo das
transversais interfere também na per cepcéo e aplicacdo do teorema de Thales?” ;

“Em que medida, e por que meios, ao ensina-lo, consegue-se trabalhar com
€sses aspectos per ceptivos?” .

Duval (1995, p. 69) salienta que quando a intuicéo direta de um objeto por si s6
ndo € possivel, a fim de ndo confundir o objeto e sua representacdo, faz-se necessario
dispormos de varias representacbes semidticas heterogéneas desse objeto e as
coordenar. Além disso, toda representacéo € cognitivamente incompleta em relagdo ao
que ela representa e que, 0s registros de representacdo semidtica ndo apresentam 0s
mesmos aspectos de um mesmo contelido conceitual. Assim, as figuras, e, de maneira
geral, toda representacdo anal0gica s podem representar os estados, as configuracoes,
os produtos de operacOes, e ndo as agdes ou as transformacdes. A conversdo, implicita
ou explicita, as representacbes sdo, entdo, necessarias para aceder ao conteudo
representado devido as limitagOes do representante, ou, ao contrario, se limitar a um
anico representado (ponto de vista formal) e explorar as possibilidades de
transformacéo dadas pelas regras de tratamento do registro em questdo. Vé-se, assim,
que a diferenciacéo entre representante e representado para as representagdes semioticas
de um registro dado é estreitamente ligada a coordenagdo com um outro registro de
representacdo. Duval fala em compreensdo integrativa para designar essa compreensao
das representacdes semi6ticas que procede de uma coordenacdo de registros.
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Segundo Duval (1995, capitulo I, p.72), podemos obter uma produtividade
cognitiva de articulacéo de registros por meio de uma rede semantica (articulacéo entre
registro de rede e registro de lingua). Toda rede comporta dois tipos de unidades. os
arcos e os nos. Pode-se diversificar os tipos de redes diferenciando os arcos.

Visando a uma possivel solucdo para a questdo “ Em que medida, e por quais
meli0s, ao ensina-lo, consegue-se organizar os trés pontos de vista ?” e refletindo sobre
uma possivel rede semantica, notamos gue 0S conceitos tais como: homotetia (H);
semelhanca (S); razfes trigonomeétricas (T); e o teorema de Thales (TT), de uma certa
forma, tratam da proporcionalidade entre segmentos e implicita ou explicitamente de
paralelas. Sendo assim, podemos combinar esses contelidos em diversas seqiiéncias de
ensino formando uma rede sintagmatica, na qual cada conceito pode ser formado a
partir do conceito apreendido anteriormente.

Exemplo de sequiéncias.

a H-S-TT-T;

b) S-H-TT-T;

) T-S-TT—H;

d TT-S-H-T;

e TT-H-S-T;

fy S—TT-H-T.

Nesta pesquisa, iremos estudar apenas uma das sequéncias, ficando para um
estudo posterior analisar qual sequéncia leva a uma melhor apreensdo e producéo dos
sentidos em relacdo a compreensdo global desses conceitos e responder a questéo: sera
gue ao término das sequéncias, a apreensao e producdo de sentido se da da mesma
forma?

Pensando no teorema de Thales como objeto de valor, de acordo com arede, ele
pode ser um Objeto de valor em s (utilizando-se dos outros conceitos para aguisicéo
desse saber), ora pode ser um Objeto modal, quando utilizado como ferramenta para se
adquirir outros conceitos ou outro Objeto de valor.

Olhando sob este prisma, procuramos organizar uma rede semantica linear
baseada no modelo de Quillian (Duval, p. 73), associando aos nds os conceitos de:
figuras semelhantes, figuras homotéticas, teorema de Thales (dilatacdo), teorema de
Thales (conservacdo das abscissas), teorema de Thales (conservacdo da relacdo de
projecdo); e aos arcos as propriedades comuns a dois destes conceitos (nés). Nas redes
semanticas de Quillian, os nés séo diferenciados por niveis, mas 0s arcos teriam todos o
mesmo valor. As redes de correspondéncia tendo entdo o seguinte:
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- um termo conceitual correspondendo aum no;

- as relacbes de hiper- e de hiponimia com o0s outros termos conceituais
correspondem as diferencas e as posicoes respectivas dos diferentes niveis entre
si. (Isso retorna a situar a rede em relacdo a um eixo orientado com referéncia
por representar a hierarquizacéo);

- uma proposicao corresponde a um arco ou a uma sucessao de arcos (ou sga a
um caminho) entre dois nos.

Como um conceito é a unidade de um feixe de propriedades, estas sdo adjuntas a
cada n6 com aregra seguinte paraevitar as repeticoes:

- As propriedades comuns a varios conceitos sdo ligadas ao né do mais alto nivel
de generalidade narede.

Rede semantica analisada

Segmentos correspondent Teoremade
Figuras proporcionais Figuras |- aglzls Co”esp(.)nqzm . Thales
semelhantes | | homotéticas [P0 o & 05 OU COINAICENtES proposi¢éo 1
angul os correspondentes dil ~
congruentes (dilatacao)
A
. reconfiguracao Reconfiguracio
: decomposicao
Teoremade Thales de Thal
proposicéo 3 roiecio Tet_)rgma e Thales N
(conservacio darelacio Proposi¢ao 2 (conservacao
de projecéo) das abscissas)
Figura 42

Analisando essa rede, podemos dizer que duas figuras sdo semelhantes quando
possuem lados correspondentes proporcionais e angulos correspondentes congruentes.
As figuras homotéticas sdo figuras semelhantes que possuem os lados correspondentes
paralelos ou coincidentes (contidos na mesma reta suporte).

O teorema de Thales — proposicéo 1 - refere-se a paralela a um dos lados de um
tridngulo que seria um caso particular das figuras homotéticas (com centro de homotetia
num dos vértices do tridngulo) e podera ser melhor percebido por meio de uma
reconfiguragdo devido aos tridngulos estarem sobrepostos. Se fizermos uma
decomposi¢cdo em unidades figurais elementares de dimensdo 1 e uma translagdo, com
relacdo a proposicdo 1, observaremos retas paralelas e transversais que conservam a
proporcionalidade entre os segmentos formados nas transversais sugerindo o teorema de
Thales — proposi¢éo 2 (conservagdo das abscissas).

Ao pesquisarmos todas as proporcfes possiveis com estas unidades figuras
elementares, poderemos perceber que a razédo entre um segmento de uma das
transversais e sua projecdo na outra transversal segundo a direcdo das paralelas se
mantém constante induzindo ao teorema de Thales — proposicdo 3 - assim,
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provavelmente conseguiremos organizar os trés pontos de vista. Se quisermos explorar
um pouco mais, poderemos, pela reconfiguracdo das unidades figurais elementares de
dimensdo 2 (trapézios) sobrepostas, voltar ao estudo das figuras semelhantes. A seguir,
podemos particularizar para o triangulo retangulo e tratar as razfes trigonomeétricas
definindo os conceitos de seno, cosseno e tangente de um angulo agudo.

Pelo estudo historico, percebemos que o teorema de Thales provavelmente
surgiu de uma necessidade préatica para determinar distancias inacessivels (altura das
piramides, distancia do navio a praid) e heuristicamente a no¢cao em jogo € a semelhanca
de triangulos. Ao longo dos anos, a relacdo de proporcionaidade produzida pelas
paraelas foi evoluindo, passando pelos vérios processos de compreensdo (dilatacéo,
conservagao das abscissas e conservacdo da relagdo de projecdo) e concomitantemente
houve a formac&o de esquemas e configuragdes para representar as SituagOes concretas.
Nas conjecturas citadas de como Thales fez para medir a altura da piramide, determinar
a disténcia do navio a praia ja vemos duas configuracdes, uma dos tridngulos
sobrepostos e a outra dos tridngulos opostos pelo vértice. A rede seméntica escolhida
para ser analisada praticamente segue esse mesmo percurso.

Uma vez feito o levantamento das varidveis didéticas, dos registros de
representacdo relacionados com o0 teorema de Thales e intencionando uma
aprendizagem, cabe agora pesquisar 0s tratamentos pertinentes no interior de um mesmo
registro e o estudo do fendmeno de congruéncia ou ndo-congruéncia.

A fim de levantar os tratamentos pertinentes e ndo-pertinentes no interior de um
mesmo registro, nés procuramos trabalhar com, no minimo, dois registros de cada vez.
Ao analisarmos as varias maneiras de se enunciar esse teorema e suas respectivas
proporcdes implicitas, consideramos como cognitivamente pertinentes aqueles que
induziram a montar a proporcdo de forma sintaticamente diferente, porém
matematicamente equivalentes, o que nos levou a pesquisar as significagdes implicitas
nesses enunciados distinguindo-se, assim, trés processos de compreensdo diferentes
para se aplicar o teorema de Thales ao montar uma proporcéo considerando uma mesma
configuragao, ou sgja, em nivel semantico, esses enunciados também sdo diferentes

Duval expbe que “uma andlise semidtica concernente a determinacdo das
unidades de base constitutivas de um registro, as possibilidades de suas articulagtes
em figuras e a modificacdo das figuras obtidas, € a condi¢do preliminar para uma
descricdo precisa dos diferentes tratamentos matematicamente pertinentes nesse
registro. Esses tratamentos sdo importantes, porque é sua execucdo, em parte ndo
consciente, que permite as figuras preencher sua funcéo heuristica. E sua descricdo €
igual mente importante para 0 ensino porque os tratamentos, na maioria, n&o podem ser
dominados sem uma aprendizagem especifica” (1995, p. 175).



Neste estudo levando em consideracdo as configuracoes, destacamos dois blocos
de configuracdes pertinentes: um que induz a percepcao da figura em dimenséo dois e o
outro que induz a percepcdo dos elementos de dimensdo um. Estudando agora as
configuracdes pertinentes de cada bloco, confrontando-as com os pontos de vista e com
suas representaces simbdlicas, destacamos duas como mais pertinentes em ambos os
blocos: as configuracdes em que as transversais se interceptam acima ou abaixo das
paraelas e as que se interceptam entre as paraelas. 1sso se deve ao fato de que quando
pensamos sob o0 ponto de vista da conservacéo da relacdo de projecéo para se aplicar o
teorema na montagem da proporc¢do, na primeira configuracéo, cada razéo é estruturada
associando segmentos da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita sempre no
mesmo sentido. Ja na segunda configuracéo, uma das raz0es se estrutura associando a
medida dos segmentos da direita para a esquerda enquanto na outra razédo sao
associados os segmentos da esquerda para a direita.

Duval (1995) distingue dois niveis de apreensdo das figuras geométricas. No
primeiro nivel se opera o reconhecimento das diferentes unidades figurais que sdo
discerniveis em uma figura dada, ou sga, a percepcéo da figura ou a apreensio
“gestéltica’. No segundo nivel se efetuam as modificagdes “mereoldgicas’, Opticas ou
posicionais, possiveis as unidades figurais reconhecidas e a figura dada, ou sgja,
corresponde a uma apreensao operatoria.

Como ja foi explicitado, quando estudamos as unidades figurais, pela lei
gestaltica do “fecho” dependendo da configuracdo, € mais f&cil perceber as unidades de
dimensdo 2 do que as de dimensdo 1. Com isso, 0 reconhecimento das unidades figurais
de dimensdo 2 ndo levanta nenhuma dificul dade quando estdo separadas, porém, quando
estas sd0 integradas numa configuragdo isso ndo ocorre tdo féacil por duas razdes. a
primeira, € que algumas unidades figurais de dimensdo 2 predominam sobre outras
também de dimensdo 2 e a segunda razéo € que uma figura geométrica contém sempre
mais unidades figurais elementares que aquelas requeridas para sua construgdo. Um
outro fator em jogo na atividade matemética € a congruéncia ou ndo-congruéncia entre o
enunciado (registro discursivo), a configuragdo e as propriedades matematicas
pertinentes na resolugdo do problema. Como numa configuragdo, muitas vezes, temos
em jogo vérias unidades figurais elementares integradas, nem sempre percebemos por
decomposicdo todas as figuras possivels, fazendo com que numa atividade ndo segja téo
facil o acesso as propriedades pertinentes para sua resolucdo. Agora, dependendo de
Ccomo enunciamos as atividades, essas figuras pertinentes que irdo dar subsidios para o
acesso as propriedades em jogo poderdo ser melhor percebidas.

“Néo se pode ter ensino da geometria que nao leve em conta as diferentes

apreensdes as quais uma figura da lugar.” (Duval, 1995, p. 184).
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V gjamos as configuracdes pertinentes com relacdo ao teorema de Thales:

Conf.1 Conf. 2 Conf. 3 Conf. 4 H/ B/[;/

XN

Figura 43

A

Na configuragdo 1 e na 2, da figura 43, ficam evidentes, na apreenséo
perceptiva, as unidades figurais de dimens&o 2, enquanto na configuracéo 3 e na 4, ora
se percebem as unidades figurais de dimens&o 1, ora as de dimenséo 2.

Na configuracdo 1, com relacdo a apreensdo perceptiva, nem todas as unidades
figurais de dimensdo 2 sdo t&o evidentes, pois € necessario fazermos mentalmente uma
decomposicdo da figura para percebermos os triangulos ABC e ADE, que estéo
sobrepostos, e o trapézio DBCE. Na apreensdo operatoria, para aplicacdo do teorema de
Thales no célculo de um dos segmentos formados, percebemos que, para se determinar
a medida de qualquer um dos segmentos na transversal por qualquer um dos pontos de
vista adotado a apreensdo perceptiva da figura favorece a aplicagdo do teorema, o que
ndo acontece no calculo do segmento formado na paralela que fica limitado ao ponto de
vista da dilatagdo, no qual devemos perceber a semelhanga entre os tridngul os que estéo
sobrepostos.

Na configuragdo 2, os tridngulos BCD e DEF s&o evidentes 0 que favorece a
apreensdo perceptiva, mas a apreensdo operatdria para a aplicacdo do teorema de Thales
jando étao simples, pois:

a) se pensarmos sob o0 ponto de vista, conservacdo das abscissas, devemos nos
ater a ordem dos tridngulos, o que acreditamos ndo ser uma dificuldade téo
grande pelo fato de esses triangulos estarem em lados opostos com relagdo
ao veértice comum;

b) se pensarmos sob os pontos de vista, conservagdo da relacéo de projecéo e
dilatacdo, ja fica mais dificil aplicar corretamente o teorema, pelo fato dos
triangulos serem opostos pelo vértice, os lados correspondentes,
perceptivelmente, ndo estdo na mesma posi¢do, sendo necessario uma maior
atencdo, ou uma reconfiguracdo, ao se aplicar as propriedades.

Na configuracéo 3, a apreensdo das unidades figurais de dimensdo 2 ndo € muito
favorecida, o que talvez dificulte a apreensdo operatoria da aplicacéo do teorema de
Thales sob o ponto de vista da conservagdo das abscissas e, quanto aos outros pontos de
vista, as dificuldades séo semel hantes as da configuragéo 2.
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Na configuracdo 4, a apreensdo das unidades figurais de dimenséo 2 néo é téo
evidente, primeiro pelo destaque nas unidades figurais de dimensdo 1; segundo, por
termos, explicitamente, figuras de dimensdo 2 sobrepostas (trapézios) e, implicitamente,
por pensarmos que as transversais iréo se encontrar num ponto formando os triangulos
semelhantes sobrepostos. Quanto a apreensdo operatéria, a dificuldade maior na
aplicacdo do teorema de Thales, acreditamos, estda no caculo das medidas dos
segmentos formados nas paralelas por ndo ser t&o evidente as figuras semelhante
sobrepostas.

Toda figura pode ser modificada de varias maneiras. Pode-se dividir as unidades
figurais elementares de dimensdo 2 que as compdem em outras unidades homogéneas
ou heterogéneas, iguamente de dimensdo 2. Estas podem ser combinadas para
modificar o contorno global da figura. Pode-se ampliar a figura, ou diminuir, deslocar
por translacdo ou por rotacdo. Todas estas modificagcbes ndo sdo de mesma natureza,
levam a operacOes especificas e constituem a producdo heuristica das figuras.

Com relacdo a apreensdo operatOria das modificagbes possivels de uma figura
geométrica, Duval (1995) examina dois casos:

a) configuracdo que esta ligada as modificagdes “mereoldgicas’ das unidades de
dimensdo 2 - reconfigurac&o que € a operacdo gque consiste na reorganizacdo de uma
ou varias subfiguras diferentes de uma figura dada em uma outra figura, ou sgja, a
reconfiguracdo € um tratamento que consiste na divisdo de uma figura em
subfiguras, sua comparacao e seu reagrupamento;

b) colocacdo em perspectiva, ligada & modificacBes pticas de dimensio 2 ou 1. E a
operacdo que consiste a ver “em profundidade” duas unidades figurais de mesma
forma e de mesma orientagdo, mas da qual os pedagos respectivos podem variar.
Essa operacdo relaciona a dimensdo da profundidade em visdo monocular. O
funcionamento dessa operacéo requer que uma unidade figural possa servir de
referéncia a um centro organizado ndo desenhado (ponto de fuga) porque néo
percebe no plano. Podemos induzir esta operacdo de duas maneiras. colocando em
perspectiva duas unidades figurais por contextualizagdo (ex. um trago formando a
linha do horizonte) ou colocando em perspectiva pela unido de pontos homdlogos.

Para Duval (1995, p.187,188) é esta operagdo permitindo uma percepcdo em
profundidade de uma representacdo plana, que constitui a produtividade heuristica do
registro figural em relagdo ao discurso matematico para a compreensdo da homotetia.
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APITULO 2: TEOREMA DE THALES: DE OBJETO
CIENTIFICO A OBJETO DE ENSINO

Com a finaidade de estudar os fendmenos relacionados com o ensino-
aprendizagem do teorema de Thales, vemos necessario primeiro, fazer um estudo de
como se tem processado a transformacdo do objeto cientifico a objeto de ensino
analisando uma parte da {ransposicdo didatica. Entendemos por transposicao didatica,
segundo Yves Chevallard”, o conjunto de adaptacdes e transformagdes que passa um
“saber sabio” afim de ser ensinado. Para entender essa transformagdo propomos estudar
atransposi¢cao didética observando o seguinte esgquema:

Saber sabio
v

Objetos aensinar

v

Saber aensinar

Saber escolar

|
Saber ensinado

v
Saber disponivel

O saber sdbio se refere aos conceitos operatorios despersonalizados,
descontextualizados e reconhecido pela comunidade cientifica.

Os objetos a ensinar s8o0 0s conhecimentos que o sistema social de ensino
designa como pertinentes na formag&o dos jovens. Para isso, procuramos anaisar as
Propostas Curriculares do Estado de Séo Paulo e os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN).

O saber a ensinar € o que o professor acha que deve ensinar apos interpretacéo
dos programas, das avaliagfes de ensino, dos manuais, dos livros.

O saber escolar é o que esta proposto nos livros didéticos e nos manuais. Nesse
sentido analisamos as Experiéncias Mateméticas propostas no Estado de S&o Paulo e
alguns livros didaticos brasileiros, levantando, a seguir, alguns possiveis obstéculos
didaticos.

° A definicdo da transposicdo didatica segundo Chevallard foi baseada nas informagtes do caderno de
Educacdo Matematica volume |11, Saddo Ag Almouloud, 1997, PUC SP, pag.51 a63.
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O saber ensinado € agquele gerenciado pelo professor que procura adaptar o
objeto a ensinar com seus proprios conhecimentos, inserindo-o no saber escolar e
organizando no tempo.

O saber disponivel é o que 0 aluno reteve apos todas essas adaptaces. Nesse
ambito analisamos os resultados das avaliagdes do sistema de ensino brasileiras como o0s
exames do SARESP e SAEB para verificar de uma forma global o desempenho dos
alunos (avaliagdo de massa). Avadiando mais sistematicamente a compreensdo dos
alunos a respeito do teorema de Thales, recorremos a resultados de pesquisas a fim de
destacar os possiveis problemas relativos ao ensino-aprendizagem do teorema de Thales
e melhor compreender a origem dos erros e dificuldades dos alunos. Por fim,
analisamos a concepgdo de alguns alunos que ja haviam estudado essa propriedade por
meio de um teste diagnostico.

Para darmos continuidade ao estudo dessas transformagdes, destacamos algumas
variaveis didéticas que a nosso ver sao importantes na formagéo deste conceito e que
foram levadas em conta ao se fazer essa andlise. Tais aspectos s&0:

. em gue momento do ensino € sugerido se trabalhar estes assuntos;

. guais as competéncias trabal hadas antes de se ensinar esta noc¢ao;

. se é feito, ou como é feita a articulacéo do teorema de Thales com os conceitos
de semelhanga, homotetia e razdes trigonométricas;

. guais os pontos de vistas (segundo Guy Brousseau) abordados;

. quais aplicacdes deste teorema sdo abordadas;

. se sugere trabalhar demonstracéo, qual a escolhida e como tratar;

. ao enunciar o teorema de Thales, quais 0s tipos de representacoes utilizadas,

. guais configuracdes sdo mais enfati zadas;

. guais os tipo de exercicios e atividades.

2.1.— O teorema de Thalese as Propostas Curriculares

No ambito dos objetos a ensinar verificamos nas Propostas Curriculares do
estado de S&o Paulo e no PCN se o0 conceito do teorema de Thales foi sugerido para ser
abordado com os alunos, em que nivel ou grau de ensino esta proposto e de que modo
orienta ser trabalhado.

2.1.1.- Proposta Curricular do estado de Sdo Paulo

Quanto as Propostas Curriculares do estado de S&o Paulo analisamos as de
agosto/1973 e as de 1991, sendo que essa Ultima, teoricamente, é a que estamos
utilizando hoje em dia.
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Guia Curricular —agosto/ 1973

“ Da criatividade do mestre é que realmente
decorre arevitalizagio da prética escolar”

Essa proposta foi sugerida apds aimplantacéo dalel 5692/71.

Para a apresentacdo do programa foi feito um agrupamento dos assuntos
dividindo-os em quatro temas. |. Relagdes e Funcgoes, 1. Campos Numeéricos, I11.
Equacdes e Inequacdes, 1 V. Geometria.

O tema IV. Geometria tem como objetivos gerais permitir ao aluno adquirir
conhecimentos que possibilitem uma compreensdo do mundo fisico aparente, adquirir
habilidades em construces geomeétricas e processos de medida, desenvolver a intuicdo
geométrica. Esse tema vem sugerido desde as primeiras séries do Ensino Fundamental,
sendo destacado que:

“Nos quatro primeiros anos, a Geometria deve ser desenvolvida como uma
exploracdo do espaco fisico aparente, iniciando pelas nocbes de carater
topolégico como as de interior, exterior, fronteira, etc.,, dadas de modo
completamente intuitivo, e continuando com o reconhecimento das formas
geométricas comuns nesse mesmo mundo fisico. Esse conhecimento deve ser
obtido através da observacdo e manipulacdo de material didatico conveniente.
Mesmo nos quatro anos seguintes, a abordagem deve continuar intuitiva,
baseada na experiéncia e observacdo. Utilizar as nogdes da Teoria dos
Conjuntos como um meio auxiliar. Usar outros métodos além dos geométricos,
na resolucdo de situacdes especificas. Empregar os resultados obtidos
intuitivamente para chegar, por meio de dedugbes ndo muito longas nem
complicadas, a outras propriedades invariantes por uma transformacéo.
Procurar introduzir o conceito de segmento orientado, visando a nocao
posterior de vetor. A nocdo de area pode ser introduzida usando-se papel
guadriculado, por contagem dos quadrados contidos na figura” .

Dentro do tema Geometria, os conteldos foram divididos em figuras
geométricas, transformactes geomeétricas e medidas. Nas figuras geométricas € sugerido
trabalhar nogdes topol gicas (tratar da 1" a6 série), nocdes projetivas (tratar da3 a6
série), nocBes afins (tratar da 4" a 8" série), nocBes euclidianas (tratar da 3 a 82 série).
Explicito no conteldo das nogdes projetivas temos o estudo de retas, interseccoes,
convexidade e, explicitos nas nogdes afins os contetdos de paralelismo e semelhanca.
Nas transformagdes geométricas esta proposto que se trabalhe da 6 a 8 série do 1° grau,
atual Ensino Fundamental.
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Olhando para os contetidos especificos vemos que o0 teorema de Thales vem
sugerido na 8* série. O estudo dessa propriedade € proposto apds o aluno ter,
supostamente, atingido os objetivos de determinar o ponto correspondente de um ponto
dado por uma projecéo paraela; verificar que numa projecéo paralela a razéo entre as
medidas dos segmentos paralelos é igual a razdo entre as medidas de suas projecoes;
determinar 0 homotético de um ponto dado; determinar o valor da razéo na ampliacéo,
conservagao ou reducdo da figura; determinar os invariantes por uma homotetia. Ao se
definir projecOes paralelas é observado que se mostre que conservam a congruéncia de
segmentos, a soma e o produto por um ndimero. No estudo do teorema de Thales e 0 seu
reciproco esta sugerido que se demonstre e trabalhe aplicacbes além de estabelecer o
conceito de grandezas proporcionais. Apds esse estudo € proposta a semelhanca de
triangul os.

Proposta Curricular de 1991

Esta proposta foi a 42 edi¢éo da proposta realizada em 1986, nela o0 ensino do
teorema de Thales € sugerido na 8% série do 1° grau, atual Ensino Fundamental.

Antes de ser ensinado o teorema de Thales, a proposta sugere 0 ensino da
semelhancga de figuras planas, a verificagdo experimental e demonstragdo do Teorema
Fundamental sobre Proporcionalidade.

A nocdo de semelhanca de figuras planas é introduzida a partir da comparacéo
entre uma fotografia e sua redugdo ou ampliacdo. Na ampliacdo e reducdo de poligonos
sugere atividades por meio de uma rede quadriculada ou a partir de um ponto (o centro
de homotetia).

Apobs essas atividades, e utilizando régua e transferidor, os alunos poderdo
concluir as propriedades de poligonos semel hantes.

Para a verificagdo experimental e demonstragdo do teorema fundamental sobre
proporcionalidade, a proposta sugere trabalhar o seguinte teorema (figura 44):

“Se uma reta paralela a um dos lados de um triangulo intercepta os outros dois
lados em pontos distintos, entdo ela determina segmentos que Ssdo
proporcionais a esses lados’.

E
Hipétese: { No triangulo ABC, tem-se: D é ponto de AB e E
€ ponto de AC, tais que DE // BC

o

F E Tese: OAB _ AC
D 'HAD ~ AE
B Figura44
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Demonstracao: Nos triangulos ADE e BDE, consideremos AD e BD como as
bases. Como esses triangul os tém a mesma altura EF emre acao a essas bases, arazéo
entre suas areas € igual arazdo entre as bases:

érea(ABDE) _1/2(BD)(EF) éea(ABDE) _ BD
drea(AADE) 1/2(AD)(EF) ~ &ea(AADE)  AD

(1)

Anaogamente, nos triangulos ADE e CDE, considerando como bases AE e
CE, teremos.
E
C &ea(ACDE) _ CE
D area(AADE) AE

(2)

B Figura 45

mas. os triangulos BDE e CDE tém mesma base DE e mesma altura (ﬁ//%),
portanto, tém &reasiguais.  Area(A BDE) = Area (A CDE)
Comparando (1) e (2), tem-se:  BD _ CE
AD AE
Somando 1 a ambos 0s membros dessa igualdade, temos:

BD+AD _CE+AE = AB_AC
AD AE AD  AE

Observa-se nesta demonstracdo a articulagdo entre 0s registros discursivo,
figura e smbdlico, além do fato de ser semelhante a demonstracdo proposta por
Legendre cujo comentario estafeito no capitulo 1.

SO apos todas estas atividades € que é sugerida a demonstracdo do teorema de
Thales como conseqgiiéncia do teorema fundamental de proporcionalidade, evitando-se,
assim os inconvenientes da demonstracéo, que é geralmente utilizado (em que fica sem
explicac8o 0 caso em que 0s segmentos S&0 incomensuraveis).

P
(] /\ 1]
B,/ \E

LN

Em seguida, a proposta sugere a verificacdo experimental e demonstragdo dos
casos de semelhancga de tridngul os e que se trabalhem al gumas aplicacbes do teorema de
Thales e da semelhanca de tridngul os, tais como:

- relagBes métricas no triangulo reténgulo;
- divisdo de segmentos em partesiguais €/ou proporcionals;
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- problema da sombra e um pouco de historia;
- determinacéo de distancias inacessiveis;
- determinac&o do tamanho real de um corpo a partir do seu tamanho aparente.

2.1.2.- Parametros Curriculares Nacionais (PCN)

No terceiro ciclo do Ensino Fundamental, vemos sugerida, além de outras, a
exploracéo de situacOes de aprendizagem que permitam ao aluno resolver situagoes-
problema que envolvam figuras geométricas planas, utilizando procedimentos de
decomposi¢cdo e composicdo, transformagdo, ampliacdo e reducdo. Tais procedimentos
(decomposi¢éo e composi¢ao), contribuem para o desenvolvimento perceptivo do aluno
com relagdo a visualizagdo dos elementos de dimensdo 1 e de dimensdo 2 nas figuras
geométricas e/ou nas configuragdes (segundo a teoria de Duval). As atividades que
envolvem movimentagdo de uma figura no plano por meio de reflexdo, trandacgéo e
rotacéo sdo sugeridas fazendo-se explorar a identificagcéo de medidas que permanecem
invariantes nessas transformacfes (medidas dos lados, da superficie, do perimetro), o
que favorece a observagdo, a argumentacdo, o levantamento de hipéteses, preparando
para generalizacdo e demonstragdo. A ampliacéo e reducéo de figuras planas segundo
uma razéo explorando a identificagdo de elementos variantes e invariantes, favorece o
ensino de semelhanca de figuras planas, nocdo esta que sera utilizada para a formagéo
da nocdo do teorema de Thales (vide rede semantica sugerida), além de dar significado
ao conceito de razdo.

No terceiro ciclo também esta proposto o estudo por meio da resolucdo de
situagdes-problema de construcbes fundamentais utilizando régua e compasso, tais
como: mediatriz, bissetriz de um angulo, retas paralelas e perpendiculares e alguns
angulos notaveis. O dominio destes conceitos sGo competéncias basicas que o aluno
deve ter para a apreensdo do teorema de Thales, da homotetia e para utilizagdo do
software Cabri-géomeétre em construcdes geométricas.

J4, no 4° ciclo do Ensino Fundamental, vemos sugerido:

. No desenvolvimento do pensamento geométrico, a exploracéo de situacdes de
aprendizagem que levem o auno a produzir e analisar transformagdes e
ampliacdo/reducéo de figuras geométricas planas, identificando seus elementos
variantes e invariantes, desenvolvendo o conceito de congruéncia e semelhanga;
como também, desenvolver no¢Bes geométricas como incidéncia, paraelismo,
perpendicularismo e angulo para estabelecer relagOes, particularmente as
métricas, em figuras bidimensionais e tridimensionais. Esta exploracdo das
transformagOes (reflexdo, translagdo, rotagdo) de uma figura possibilitam o
desenvolvimento de uma geometria dindmica em contraposicdo a uma
abordagem estéatica.
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. No desenvolvimento do raciocinio proporcional, por meio da exploracdo de
situacbes que levem o0 auno a resolver situagdes-problema que envolvam a
variagdo de grandezas direta ou inversamente proporcionais, utilizando
estratégias ndo-convencionais e convencionais como as regras-de-trés.

O estudo dos contetidos do bloco Espago e Forma tem como ponto de partida a
andlise das figuras pela observacdo, manuseio e construgbes que permitam fazer
conjecturas e identificar propriedades.

. Nesse ciclo, é possivel e desgjavel que ndo se abandone as verificacOes
empiricas de propriedades e relactes e que se estimule o trabalho com algumas
demonstractes simples, com o objetivo de mostrar seu significado.

De modo geral os aspectos a serem enfatizados neste ciclo sdo aqueles que

possibilitem a0 aluno redlizar investigagdes, resolver problemas, criar

estratégias, comprové-las, justifica-las e argumentar sobre elas.

Olhando para os conteldos explicitos, percebemos que os varios conteldos
citados acima preparam terreno para 0 ensino do teorema de Thales e este teorema é
sugerido através da verificagdo experimental e suas aplicacdes, na qual, hd um destaque
paraa divisdo de segmentos em partes proporcionais utilizando régua e compasso.

2.2~ Algumas propostas didaticas para o ensino do teorema de Thales
2.2.1.- Experiéncias M atematicas (82 série)

Apbs andlise das experiéncias matematicas sugeridas, cabe destacar alguns
pontos.

- antes de ensinar o teorema de Thales ha a sugestéo do ensino de semelhanca de
figuras planas (ampliacéo, reducdo, homotetia), semelhanca de triangulos e
operacoes com raizes quadradas;

- introduz o assunto com atividades que fazem com que o auno, a partir de
conhecimentos disponiveis, tais como, semelhanca de figuras planas, homotetia,
ampliacéo e reducdo de figuras, perceba proporcéo e feixe de retas paraelas,
onde o teorema de Thales serd uma ferramenta implicita. Também com as
atividades, o aluno vai se familiarizando com a linguagem (paralelas, feixe de
paraelas, transversais);

- faz-se a proposta de atividades nas quais o auno forma o conceito
implicitamente, da mesma forma que dizem que Thales pensou;

- o professor induz o auno a concluir o teorema que hoje é conhecido como o
teorema de Thales;



- essas experiéncias ndo sugerem ao professor trabalhar com outras formas de
representar o teorema de Thales, 0 que pode ser futuramente um obstaculo na
transposicao didatica;

- nado trabal ha nenhuma aplicacéo, a ndo ser o caculo de medidas inacessivels;

- coloca poucas atividades e ndo sugere nenhuma demonstracao.

2.2.2.- Livros Didéticos

Procuramos analisar alguns livros didaticos observando as variaveis didaticas
destacadas na pagina 62.

Selecionamos quatro livros para serem analisados. Os trés primeiros sdo livros
utilizados pela maioria das escolas atualmente, na cidade de Taubaté, e o quarto € da
década de 70.

1 —Matemética— 8" érie

BIANCHINI, Edwaldo — editora Moderna— 1996
2 —Matemética Atual — 8 série
BIGODE, Anténio José Lopes — Atual Editora— 1994
3 —Matemética— 8 série
IMENES & LELLIS - Editora Scipione — 1999
4 — Matemética Curso Moderno — 8" érie
NETTO, Scipione Di Pierro; MUNHOZ, Ainda F. da Silva; NANO, Wanda;
IKIEZAKI, Iracema; VIEIRA, Alcebiades — Edi¢do Saraiva— 1974.

O objetivo desta andlise foi verificar nesses discursos como estes autores
propdem situagOes visando a transformagdo de um estado de n&o-saber para um estado
de saber.

Em linhas gerais vamos citar os contelidos de geometria abordados por esses
autores e a ordem em que sdo tratados para que tenhamos uma visdo da possivel rede
semantica pressuposta nestes livros, depois faremos a andlise especifica de como esses
autores abordam o teorema de Thales.

Nos livros 1 e 4, o estudo da Geometria € abordado, apos ter apresentado todo
contetido da Algebra pertinente & 8 série, ja no livro 2 o autor faz uma revisio dos
campos numeéricos, trata alguns contelidos de dgebra até equacdo do 2° grau depois
introduz os contelidos de Geometria, em seguida, continua os contelidos de algebra
abordando funcles e graficos, a Matemética comercia e financeira, sendo que esses
dois ultimos ndo foram abordados nos livros 1 e 4. No livro 3, o estudo da geometria e
da élgebra sdo intercalados.

Quanto a geometria, podemos observar:
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- No livro 1, este estudo se inicia com 0s conceitos de segmentos proporcionais,
semelhancga, relagdes métricas num tridngulo retangulo, trigonometria. Em
segmentos proporcionais sao trabalhados os conceitos de razéo de segmentos,
segmentos comensuravels e incomensuravei's, segmentos proporcionais, feixe de
paraelas, teorema de Thales e as consequiéncias deste Teorema.

- No livro 2, este estudo se inicia com atividades de logica e argumentacéo
visando as demonstracdes em geometria (sG0 mostradas algumas importantes),
depois trata de congruéncia e semelhanca e do teorema de Pitagoras. Em
congruéncia e semelhanca sdo trabalhados. figuras congruentes, tridngulos
congruentes, figuras semelhantes, triangulos semelhantes, feixe de retas
paralelas cortado por retas transversais, Relacdo de Thales e a semelhanca de
triangulos, ampliacdo de figuras por homotetia, aplicagcbes do teorema de
Thales: calculo de disténcias inacessives.

- No livro 3, o estudo se inicia com o capitulo de semelhanca no qual se estudam
figuras semelhantes, razéo de semelhanga, método para se desenhar figuras
semelhantes (homotetia), triangulos semelhantes com algumas aplicacoes
préticas, a semelhanca dos triangulos formados por duas retas paralelas quando
cortadas por duas retas transversais (ao exemplificar, trata a paralela na posicéo
inclinada e as transversais se interceptando entre as paralelas), semelhanca nos
triangulos retangulos, relacdes métricas no triangulo reténgulo e teorema de
Pitdgoras. No capitulo 4 aborda a trigonometria e poligonos inscritos e
circunscritos. O capitulo 5, medidas trabalhando area e volume. No capitulo 8,
intitulado Propriedades Geométricas, sdo estudados. angulos nos poligonos,
angulos no circulo e paralelismo, sendo que neste Ultimo est4 abordado o
teorema de Thales.

- No livro 4, o estudo da geometria se inicia com lugar geométrico e aplicacoes,
projecdo de pontos e segmentos segundo uma direcdo, Relacdo de Thales,
aplicacdes da Relacéao de Thales, Triangulos em posicdo de Thales, semelhanca
de tridngulos, areas das figuras planas, etc.

Livro 1 (Bianchini)

Contelidos anteriores. razdo de segmentos, segmentos comensuravels e
incomensuraveis, segmentos proporcionais, feixe de paralelas.

Observamos que esse autor inicia 0 estudo do teorema fornecendo a definicdo e
a demonstracdo do teorema para 0s segmentos comensuravel's, seguindo as proposi coes
de Arnauld de forma bem direta e objetiva, depois mostra um exemplo e, a seguir,
propOe exercicios parafixagao e verificacdo da performance.
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Neste discurso, embora o autor deixe em aberto o ponto de vista a adotar, para
montar a propor¢do, ao desenhar uma configuracdo, intencionando visuaizar e
demonstrar esta proposicdo, ele acaba fixando o ponto de vista conservagdo das
abscissas.

Em todos os exercicios, ja € dada a configuracdo das paralelas com as
transversais e espera-se que o aluno utilize o teorema de Thales para determinar o valor
desconhecido nessas configuragfes (neste caso 0 teorema de Thales passa a ser um
objeto modal).

Percebe-se, também, que, das 16 configuracbes fornecidas, temos uma
predominancia nas paralelas na posicdo horizontal e nas transversais nao se
interceptando, como mostra a tabela abai xo:

Tabela4
: : Transversais néo se
Transversais se interceptando R
n° de casos
acima das // entre as // interceptando no papd
paralelas na
horizontal 3 0 9 12
paralelas na
vertical 0 0 0 0
paralelas inclinada 1 1 2 4
n° de casos 4 1 11 16

Apbs os exercicios propostos, ele aborda as consequéncias do teorema de
Thales, trabalhando a paralela a um dos lados de um triangulo e o teorema da bissetriz
interna de um triangulo. Na paralela a um dos lados de um triangulo, ndo considera a
semelhancga entre os dois triangulos sobrepostos, mostra apenas a proporcionalidade
entre 0S segmentos consecutivos ndo sobrepostos de uma transversal com os da outra
transversal. Ao término de cada definicdo das consequéncias, faz a demonstracéo e
propOe exercicios. A seguir, propde exercicios complementares envolvendo todos os
conceitos abordados, sendo que, destes exercicios, em 6 sdo fornecidas a configuragéo e
em 5 sdo problemas descritivos.

Observamos nesse discurso que em nenhum momento foi tratado o calculo do
segmento formado na paralela. Esse cdlculo sO € visto no capitulo de semelhanca de
triangulos. Também notamos que o teorema de Thales sob o ponto de vista da
conservacao darelacdo de projecdo também ndo € apresentado.
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Livro 2 (Bigode)

Contelidos anteriores. demonstragbes em geometria, figuras congruentes,
triangulos congruentes, figuras semelhantes, triangulos semelhantes, feixe de retas
paralelas cortadas por retas transversais.

Na sessao triangul os congruentes, o autor coloca como exemplo de um dos casos
de congruéncia um problema extraido do livro Perspectivas da Matematica de Hans
Freudenthal (educador holandés), em que descreve um método que teria sido utilizado
por Thales para determinar a distancia de um navio até a praia. Esse método se
assemelha ao da segunda conjectura exposta no capitulo 1 (figura 2, p. 12).

Neste livro, a relagdo de Thales é apresentada em dois momentos. Primeiro,
como uma generalizacdo do conteldo feixe de retas paralelas cortadas por retas
transversais, e depois na sessao relacdo de Thales e a semelhanca de triangulos.
Mostrando, assim, o teorema de Thales sob dois aspectos: a conservagao das abscissas e
adilatacéo por meio da semelhanca de tridngulos. No primeiro, €le escreve a proposi ¢céo
de Arnauld em relacdo ao feixe de paralelas cortadas por transversais e sugere a
verificagdo experimentalmente. A seguir, generaliza este caso particular escrevendo a
proposicdo que também € conhecida como relacdo de Thales: “Um feixe de retas
paralelas determina sobre duas transversais segmentos proporcionais’, mas nao faz
nenhuma demonstracéo formal.

Apobs cada contelido, € proposta uma série de atividades de aplicacdo do saber
ensinado. Observa-se que nas atividades relacionadas ao conteldo, feixe de retas
paraelas, sdo fornecidas vérias configuragbes para que o auno determine o valor
desconhecido. Das 12 configuracdes, em nove, as paralelas estdo na posicao horizontal;
em duas, navertical e, em uma, na posi¢éo inclinada. Quanto as transversais, em quatro,
elas ndo se interceptam; em trés, elas se interceptam entre as paralelas e, em cinco, elas
se interceptam acima ou abaixo das paraelas. Em relacdo as paralelas, percebe-se a
predominancia da posicdo horizontal e, em relacdo as transversais, ha quase um
equilibrio. Nas atividades da sesséo, relacdo de Thales e a semelhanca de tridngulos, ha
5 atividades das quais, em 3, sdo fornecidas as configuragdes com as transversais se
interceptando acima das paraéelas, formando dois triangulos semelhantes para se
calcular o valor desconhecido, e as outras 2 sdo atividades para aplicar os conceitos de
figuras semelhantes. Constatamos, também que ndo é apresentada nenhuma atividade
para se determinar a medida do segmento formado nas paraelas.

Nas sessoes seguintes, 0 saber adquirido, teorema de Thales, podera ser utilizado
como ferramenta para realizacdo de outras “performances’. Na sessédo ampliacdo de
figuras por homotetia ele propde duas atividades (projetos), uma para ampliar e reduzir
figuras e a outra tendo como objetivo aintroducdo da trigonometria. Em “ Aplicacdes do
Teorema de Thales’, ele apresenta e propde atividades para calcular distancias
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inacessivels, construcdo do retangulo éaureo, divisio de segmentos em partes
proporcionais, construcéo de instrumentos para se montar um laboratério de geometria,
tais como pantografo, hipsdometro e astrol &bio.

Um fato curioso, observado neste discurso, € que, embora 0 autor escreva um
capitulo sobre demonstracbes em geometria, no capitulo seguinte, com relacdo ao
teorema de Thales, ele ndo faz uso disso.

Livro 3 (ImeneseLéllis)

Contetdos anteriores: figuras semelhantes, tridngulos semelhantes, semelhanca
no tridngulo retangulo, paralelismo.
Inicia o capitulo paralelismo lembrando por meio de figuras as seguintes

propriedades:

a) “Se duas retas sdo paraelas, os angulos correspondentes formados por uma outra
retatransversal a estas duas, sdo iguais’;

b) “Se duas retas paralelas sdo cortadas por duas paraeas, formase um
paralelogramo e seus lados opostos tém medidasiguals’;

C) “A pardela a um dos lados de um tridngulo divide-o em dois triangulos

semel hantes, por isso, a medida de seus lados € proporcional”.

Comenta que outras propriedades sdo decorrentes dessas e convida os leitores a
comprovar experimentalmente uma, que diz, ser descoberta pelo matematico grego
Thales de Mileto (século VII a C.) e que foi exemplificada por meio de enunciados e
configuracbes (paradlelas na horizontal e transversais se interceptando acima das
paralelas). A seguir, convida os leitores a acompanhar a deducéo para ver por que isso
acontece utilizando-se das trés propriedades citadas acima. Ao escrever a proporcéao,
fixa o ponto de vista conservacdo das abscissas e ndo faz nenhum comentario com
relacdo aos segmentos formados pelas paralelas. Apds esse percurso, resume o teorema
de Thales através do enunciando: “Quando um feixe de retas paralelas é cortado por
duas transversais, ha proporcionalidade entre as medidas dos segmentos
correspondentes, que estdo sobre as transversais’.

Apds cada sessdo sd0 propostas trés séries de atividades de aplicacdo do saber
ensinado. A primeira série, com o titulo “Conversando sobre o texto”, expde algumas
guestdes para o aluno refletir e dissertar. Veamos:

- “ Apresente uma propriedade envolvendo paralelismo e medida de angulos’;

- “E outra sobre paralelismo e medida de segmentos’;

- “Apresente um exemplo da propriedade descoberta por Thales, usando
nimeros’;
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- “Escreva algumas propor ¢des validas na situacdo dada pela figura 46 abaixo”:
rifsift

Figura 46

Na segunda série, propde sete exercicios. Em todos eles as configuragdes séo
apresentadas e, nas cinco questdes iniciais é solicitado que o leitor faca algumas
reflexdes e as expligue. No primeiro exercicio, pede para explicar por que os angulos
alternos internos, formados por duas paralelas e uma transversal, séo iguais. No
segundo, pede para explicar por que os angulos opostos de um paralelogramo séo
iguais. O terceiro, 0 quarto e 0 quinto ja estdo mais relacionados com o teorema de
Thales.

O sexto e 0 sétimo exercicios sdo aplicagdes do teorema de Thales no clculo de
valores desconhecidos nas transversais. Quanto a posi¢cdo das paraelas e transversais,
vegjaatabelab:

Tabela5
) . Transversais ndo se
Transversais se interceptando o
n° de casos
acima das // entre as // interceptando no pape

paraldas na

horizontal 0 0 1 !
paraldas na

vertical 0 0 L 1

paraldas inclinada 3 0 ) 5

n° de casos 3 0 4 7

Observamos uma predominéncia das paralelas na posicdo inclinada e das
transversais, explicitamente, ndo se interceptando ou se interceptando acima das
paralelas. Notamos, também, gue nessa sessao ndo ha nenhum destaque nas transversais
se interceptando entre as paraelas. SO percebemos este tipo de atividade na parte
semelhanca de tridngulo, no qual ndo se faz nenhuma conexao explicita com o teorema
de Thales. Quanto aos pontos de vistas citados por Guy Brousseau vemos o teorema de
Thales apresentado apenas sob 0 aspecto da conservagdo das abscissas. Num dos
exercicios, o auno é solicitado a escrever trés proporgoes diferentes com relacdo a uma
configuragéo dada, nessa atividade pode-se perceber ou ndo os outros pontos de vista.

Naterceira série, s80 propostos seis exercicios, similares aos sete anteriores, para
serem realizados em casa.
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Livro 4 (Scipione—1974)

Contetidos anteriores: relacéo, fungdo, projecéo de pontos e segmentos segundo
uma diregdo.

Inicia-se a sessdo Relacdo de Thales, mostrando, por meio de figuras e de
notaces simbolicas préprias de fungdes, a correspondéncia que leva ponto a ponto e
segmento a segmento Vvistos na sessdo anterior, a seguir, demonstra algumas
propriedades desta correspondéncia e, por fim, generaliza e enuncia a relacéo de Thales
e de seu reciproco. Ao término desta sessdo, ndo propde exercicio e ja inicia outra
sessao (aplicacdes de relacdo de Thales).

Na parte, Aplicacdes da Relacdo de Thales, ele propde exercicios para se aplicar
arelagdo de Thales na divisdo de segmentos em partes iguais ou proporcionais, para
determinar a terceira proporcional entre dois segmentos dados e a quarta proporcional
entre trés segmentos dados. Para redizar esta performance, ele fornece, no primeiro
exercicio, 0s passos para se dividir um segmento em partesiguais.

Na sessdo triangulos em posicéo de Thales ele propde exercicios para verificar a
razdo de proporcionalidade entre os lados correspondentes dos tridngulos e para se
construir triangulos em posicéo de Thales, dado arazéo de proporcionalidade.

Na sessdo semelhanca de triangul os ele define semelhanca de triangulos a partir
de uma correspondéncia com os triangulos em posicdo de Thales e propbe aguns
EXErcicios.

Ao término de todas estas sessdes € que o autor propde exercicios de aplicacdo
do teorema de Thales para determinar medidas desconhecidas de uma figura dada,
calcular terceira e quarta proporcional entre segmentos.

v" Observagdes gerais

Dos quatro livros analisados, 0 que mais se assemelha com os demais livros
didéticos encontrados no mercado € o livro 1. O livro 2, embora aparentemente siga a
proposta curricular do Estado de S&o Paulo, € um livro pouco conhecido e adotado nas
escolas em Taubaté, segundo entrevista feita com alguns professores. O livro 3, devido
a avaliacdo do MEC, esta sendo adotado em vérias escolas. O livro 4 ndo é utilizado
hoje em dia e nem se encontra no mercado.

Embora, nos quatro discursos, o enunciado do teorema pareca ser 0 mesmo, eles
se diferenciam na forma de mostrar e justificar esta relacéo. Eles partem de conceitos
diferentes, ou sga, as redes sintagméticas utilizadas sdo diferentes. O primeiro trabalho
direto no feixe de paralelas, o segundo associa com a semelhanga; o terceiro, com as
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propriedades dos paralelogramos e da transversal a um feixe de paralelas com relacéo
aos angulos e o quarto trabal ha projecéo de ponto sobre reta.

Percebe-se que, nesses livros didaticos, o conceito do teorema de Thales néo é
mostrado em sua “totalidade perceptiva’, ou sgja, tem-se uma visao parcial do Teorema
e de suas significacdes.

v' Consequéncias didaticas

Para se ter o teorema de Thales apreendido em sua globalidade, acreditamos que
€ preciso que se reconhega, em qualquer configuracdo, a sua aplicabilidade, bem como,
a aplicacdo do teorema em sSituagdes-problema em que ndo sgam fornecidas as
configuragOes, além de saber demonstrar 0 Teorema. Para que iSSO 0Corra, € necessario
gue, no momento da producéo de sentido, haja uma perfeita articulacdo entre o plano de
conteddo e o plano de expressao.

Nos livros didaticos, percebemos que:

- ndo se abordam os varios pontos de vista na montagem da proporcao;

- ha a fixacdo de algumas configuragbes que chamaremos de configuractes
prototipicas;

- pouco se trabalha demonstragéo;

- ha poucos problemas de aplicagéo;

- ha poucos problemas escritos sem a configuracao;

- n&o se trabalha mudanca de registro;

- ndo se notam atividades utilizando o reciproco do teorema de Thales, o que
proporciona a ndo ocorréncia da reversibilidade;

- ndo se notam atividades para se calcular o valor dos segmentos formados nas
paralelas pelas transversais.

2.3 — Andlise de questfes propostas em avaliacOes de sistemas de ensino
brasileiros e o teorema de Thales

Olhamos nos sistemas de avaliagOes nacionais e estaduais se abordam o teorema
de Thales, em que tipo de questdes colocam, e qual o desempenho geral dos alunos
nessas questdes. Feito isso teremos uma avaliagdo de massa com relacdo a esse
contedido.

SAEB (SistemaNaciona de Avaliacéo da Educacéo Bésica)

Esse exame foi implantado em 1990 e é realizado a cada dois anos, em uma
amostra probabilistica representativa dos 26 estados brasileiros e do Distrito Federal.
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S0 pesquisados municipios, professores, diretores, alunos do ensino bésico (da 4% e da
8% séries do Ensino Fundamental e da 3% série do Ensino Médio) nas disciplinas Lingua
Portuguesa, Matemética e Ciéncias e, a partir de 1999, foram incluidas as disciplinas
Histéria e Geografia.

Nas Matrizes Curriculares de Referéncia, 22 edicdo 1999, na parte dos
descritores de Matemética 8 série do Ensino Fundamental, dentre as vérias
competéncias que se espera, nessa fase, serem adquiridas pelos aunos, temos a
resolucdo de situacfes-problema que possibilitem: D2 — diferenciar posi¢oes relativas
de retas no plano (paralelas e perpendiculares); D9 — ampliar e reduzir figuras planas,
identificando os elementos que se alteram e os que se modificam; D10 — utilizar o
conceito de semelhanca e congruéncia em triangulos. As competéncias relativas aos
itens D2 e D9 estdo destacadas como competéncias cognitivas de nivel operaciona e a
do item D10 como competéncia cognitivas de nivel global. Nas competéncias de nivel
operacional encontram-se as agdes coordenadas que pressupdem o estabelecimento de
relacdes entre objetos e, nas competéncia de nivel global encontram-se acbes e
operacdes mais complexas, que envolvem a aplicagdo de conhecimentos a situagoes
diferentes e aresolucéo de problemas inéditos. Nessas competéncias temos implicito um
dos aspectos do teorema de Thales, a dilatacéo.

Os resultados do exame feito em 1999 ndo foram divulgados ainda. Olhando a
tabela comparativa dos desempenhos nas avaiagfes de mateméatica de 1995 e 1997,
observamos que, no Estado de Sdo Paulo, ha uma queda na média (diminuicdo
estatisticamente significativa). Para facilitar o entendimento dos resultados, os
especialistas das disciplinas avaliadas estabeleceram as relacBes entre os niveis de
proficiéncia da escala SAEB/97 e os ciclos dos niveis de ensino. Assim, desgja-se que
até o final do 1° ciclo do Ensino Fundamental os alunos atinjam o nivel de proficiéncia
250 e ao final 0 2° ciclo do Ensino Fundamental, o nivel 325. Pela andlise dos
resultados, quanto ao nivel 325, afirmou-se:
“esse nivel é bastante elevado para os alunos da 4° série, praticamente nao
havendo alunos capazes de demonstrar o desempenho a ele associado: apenas
0,3% dos alunos do Pais’;
“ embora a expectativa dos curriculos para os alunos da 8° série esteja em torno
desse nivel de proficiéncia, sdo muito poucos os alunos de 82 série que chegam
a ultrapassa-lo (apenas 10% do alunado)” .

Por esses resultados podemos refletir sobre a diferenca entre o curriculo
proposto e o efetivamente ensinado, possivelmente significando que o curriculo
indicado esta ausente das salas de aula, e que as préticas pedagdgicas da escola devem
ser repensadas.
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SARESP 98 ( Sistema de Avaliacdo de Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo)

Constatamos na avaliagcdo de Matemética do SARESP/ 98 — primeira série do
Ensino Médio Diurno — que as nogdes de semelhanca e do teorema de Thales sdo
abordadas nas questdes nimero 13, 14, 15 e 16. Na questdo 13, sdo apresentados quatro
losangos, fornecendo-se a medida de um dos lados e um dos angulos, pedindo-se para
identificar agueles que s&o semelhantes entre si. Na questéo 14, sdo dados dois terrenos
retangulares e a razéo de semelhanca entre eles. Num deles, a medida do comprimento e
da largura é fornecida; no outro, pede-se para calcular as dimensdes. Na questédo 15,
dadas as medidas da sombra de um prédio, da atura e sombra de um poste, pede-se a
altura do prédio. Na questdo 16, sdo representados trés terrenos que tém frente parauma
rua e fundo para outra rua: no terceiro terreno é dada a dimensdo do fundo e da frente;
no segundo, s6 a do fundo e, no primeiro, nenhuma. Sabendo que os muros laterais sdo
perpendiculares ao muro do fundo, pede-se para determinar o comprimento do muro da
frente do segundo terreno. Nas questes 13 e 14, a nogdo de semelhanga vem explicita
no enunciado; ja na questdo 15, o aluno deverd perceber a semelhancga dos triangulos
formados e, a questdo 16, podera ser resolvida aplicando o teorema de Thaes ou
semelhanca de quadril&teros ou decompondo a figura aplicar as razdes trigonométricas.
Na avaliacdo de matematica do SARESP/ 98 — primeira série do Ensino Médio —
Noturno — percebemos 0s mesmos tipos de questes, porém, em algumas, 0 aluno, para
resolver, deverd aplicar as propriedades das propor¢des. Analisando a Descricdo da
Escala de Habilidades de Matemética 7%/ 8% séries do Ensino Fundamental e primeira
série do Ensino Médio do SARESP/ 96 / 97 / 98, temos que, no nivel 135, os alunos sdo
capazes de:

. compreender e utilizar o conceito de semelhanca de triangulos para resolver
Situagéo-problema;

. utilizar as relagdes métricas do tridngulo retangulo na resolucdo de uma situagcdo
problema;

. cacular o lado e o apbétema de um poligono regular inscrito em uma

circunferénciade raio dado.

Constatamos, por meio da tabela de porcentagem de alunos da Rede Estadual em
cada nivel de habilidade, segundo a série e periodo, que, nesse nivel, a porcentagem de
sucesso foi zero paratodas as séries e periodos em questao.

Esses dados nos levaram a repensar e estudar os fendmenos ligados ao ensino-
aprendizagem da geometria e especificamente do teoremade Thales.

74



24— A origem dos erros €/ou dificuldades de ensino-aprendizagem:
algunsresultados de pesquisa

Quando estavamos fazendo o estudo do objeto, tentando analisar todas as formas
de representa-lo, procuramos encontrar uma configuracéo que explicitamente representa
todas as demais, no entanto, N0 conseguimos obter essa configuragdo prototipica,
devido a esse teorema necessitar mais de uma forma de expresséo para ser manifesta.
Diante dessa nossa i ncapacidade e da diversidade de formas de representar graficamente
o teorema de Thales, surgiram as questdes:

“Serd que a posicao das paralelas, em qualquer umas das configuracoes,

interfere na percepcao e aplicacdo do teorema de Thales?” ; “ E a posi¢éo da
interseccdo das transversais interfere também na percepcdo e aplicagdo do
teorema de Thales?” ;

“Em que medida e por que meios, ao ensina-lo, consegue-se trabalhar com
esses aspectos perceptivos?” (cap. 1, p. 54).

Pesquisando bibliografias a respeito, vimos que Francoise Cordier e Jean
Cordier (Recherches en Didactique des Mathématiques, Vol 11, n° 1, pp. 45-64, 1991)
em “L Application du théoréme de Thalés. Um exemple du réle des représentations
typiques comme biais cognitifs’ fazem uma andlise da aplicagdo do teorema de Thales
no quadro dateoria da tipicalidade levantando as seguintes hipéteses:

a) a propriedade da tipicalidade das representacfes cognitivas é a fonte dos desvios
cognitivos;

b) a representagdo cognitiva tipica dessa situagdo ndo compreende somente as
caracteristicas essenciais do teorema, mas, iguamente, as propriedades
supérfluas que se encontram ligadas no momento da aprendizagem. E nesse
sentido que as representacOes tipi cas seriam a fonte de desvios cognitivos;

C) as propriedades ligadas na especificagdo do angulo (agudo, obtuso) sio
verdadeiramente ndo-pertinentes (ponderacédo fraca) com relagdo ao nimero e
posi¢ao das paralelas.

Para confirmar essas hipéteses, fizeram trés experiéncias. A primeira, com 0
objetivo de evidenciar que todas as figuras geomeétricas para as quais se pode encontrar
uma aplicacdo do teorema de Thales ndo sdo igualmente representativas do conceito; a
segunda e a terceira, tiveram como finalidade propor uma andlise sobre a maneira que o
sujeito representa cognitivamente a situagéo e conhecer o grau de representatividade das
figuras.
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Na segunda experiéncia, confirmaram outra hipétese: as situagdes menos
representativas sdo também aguelas que exigem maior tempo de resolucéo e apresentam
maior incidénciade erros.

Da primeira experiéncia, observaram que os sujeitos sd produzem 4 ou 5 figuras
geométricas diferentes, aplicando corretamente o teorema de Thales. Algumas dessas
formas geométricas aparecem com uma freqiiéncia maior que outras. O levantamento
que fizeram, levou em conta a ordem em que cada aluno representou as figuras, fazendo
a hipétese que a ordem é funcéo de sua disponibilidade. Observando a primeira
configuracao elaborada por cada sujeito obtiveram os resultados da figura 47 abaixo.

a) b) 0) d) \ /

/ N\
/ \\ / \ / \

Ocorréncia: 21 9

Figura 47

As situacOes dessa tabela foram consideradas as mais representativas e, as
ausentes sdo, evidentemente, néo-representativas. Ao analisarem 0s erros dos sujeitos,
salientaram que alguns desses erros sd0 devidos a uma representacdo errada das
projecdes de uma reta sobre uma outra, que € vista sempre do mesmo lado. Essa
representacao tipica da projecdo, conduziu a respostas erradas para as figuras nas quais
ainterseccdo das transversais esta entre as retas paralelas.

Na experiéncia 2, constataram que o maior indice de erros (50%) dos sujeitos
ocorreu quando encontravam duas paralelas e as transversais se interceptavam entre
elas. Em seguida, com 25% de erros, quando encontravam trés pardelas e as
transversais se interceptando entre duas dessas paralelas e com 12,5% de erros quando
encontravam trés ou duas paralelas e as transversais se interceptando acima das
paralelas.

Terminadas as experiéncias fizeram as discussdes gerais, das quais citaremos

algumas:

“O conjunto desses resultados indica que uma representacao tipica pode ser
criada num modelo pelo sujeito. Havendo problema na medida em que o aluno
ndo trata a categoria como uma categoria conceitual, ou sgja, hao se mostra
capaz de abstrair a(s) propriedade(s) estritamente necessarias a aplicacao do
teorema, mas funda seu raciocinio sobre as multiplas propriedades figurativas
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das figuras geométricas, as quais varias sdo evidentemente supérfluas. Esse
erro se instala muito provavelmente durante a fase de aquisicéo, e ela se
encontraria confortada pela presenca da representacOes tipicas ligadas as
figuras geométricas de umlado, e ligadas as projecdes de outro lado.

Pode-se perguntar em qual medida um trabalho especifico no interior
desses dois dominios de representacdo ndo melhoraria a situacéo. Entretanto,
ndo se pode tratar de impedir as representacfes tipicas de se instalar.
Primeiramente, porque isso € um objetivo que parece largamente irrealista,
porque as representacbes privilegiadas tomam corpo no decorrer das
aprendizagens intencionais ou acidentais. Em seguida, porque as
representacbes tipicas podem constituir pontos de referéncia, ligacOes
interessantes para a compreensao dos alunos.

Essa experimentacdo indica, entretanto, que pode ser muito importante
diversificar muito cedo para os alunos as figuras geométricas. E possivel que,
confrontadas as situages mais variadas, o aluno leve mais tempo para dominar
a dtuacdo. Entretanto, a aprendizagem abstrata reivindicada sera
evidentemente, mais adequada: o aluno se encontrara temeroso em dar menos
énfase as caracteristicas opcionais as quais ele daria tanta importancia, e em
conceder a relacao especifica a adquirir. Ha modificacdo das representactes da
situacdo na memoria a longo tempo.

Uma outra pesquisa de interesse para nos foi a “Analyse et Réalisation D™ Une
Expérience D "Enseignement De L "Homothétie€’” de Lemonidis Charalambos
(Recherches en Didactique des Mathématiques, Vol. 11, n° 23, pp. 295-324, 1991).
Visando o0 ensino aprendizagem da homotetia, Charalambos aplicou um teste inicial
para a avaliagdo das pré-aguisi¢des de um grupo de alunos do 1°ano do Ensino Médio e
estabeleceu duas constatagdes: uma delas se refere a aquisicdo do teorema de Thales
limitada a uma Unica situagdo figurativa (tridngulos sobrepostos) e a outra refere-se a
existéncia de uma diferenca consideravel entre duas tarefas mobilizando os mesmos
conhecimentos (uma das tarefas se situa no interior de um registro numérico e a outra
demanda a articulagdo entre o registro numérico e o registro figurativo) o que permitiu
ver que a relagdo entre 0s éxitos e os fracassos teriam uma deficiéncia na articulagéo
dos registros e na apreensdo da variedade das configuragdes homotéticas possiveis. Com
isso, ele abordou como uma primeira hipétese, a necessidade, para a aquisi¢éo da nogdo
de homotetia, de uma experiéncia prévia dos diferentes tipos de figuras que podemos
obter referentes a esta nogdo, 0 que vai exigir uma andise figurativa. A segunda
hipétese foi que, para exploracdo dos elos que existem entre os aspectos figurativos e
numeéricos, deve-se separar depois articular, esses dois aspectos nas tarefas pedidas aos
alunos. E baseado nessas hipoteses que ele el abora sua experimentagzo.
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Apoés a aplicacdo da experimentacdo, Charalambos constatou uma melhora no
que concerne a aplicacdo do teorema de Thales (95% e 60% de éxitos, enquanto na
avaliacdo inicial havia 75% e 35%); porém, detectou que subsistem, ainda, as diferencas
segundo as situagdes figurativas para as quais a aplicacdo € pedida. Registrou, apos
quatro sessdes, uma ordem decrescente de éxitos segundo a forma dos tridngulos
propostos (triangul os sobrepostos “em forma de chifre” e triangul os opostos pelo vértice
“em forma de borboleta”) e segundo os elementos concernentes (lados obliquos ou o
terceiro lado). Concluiu “que a manutencdo dessas diferencas mostra que a
interpretacdo de formas perceptivas muito diferentes com a ajuda de uma mesma
formula (igualdade de duas razbes) ndo tem nada de trivial e que néo é didaticamente
negligenciavel. Essa tarefa exige a articulacéo do registro figurativo com os registros
simbolicos e numéricos’ (Lemonidis, 1991. p. 322).

Destacou também que ndo encontrou uma melhora importante para as situacfes
abaixo:

- “as construcdes geométricas executando os tracados geométricos” ;

- “as judtificacBes das construcdes geométricas, houve pouco éxito devido a
grande dificuldade que encontram em geral os alunos na 1° série do Ensino
Médio para elaborar e apresentar umraciocinio” ;

- “a utilizacdo da homotetia a um nivel de generalizagdo e sua comparacdo com
as outras transformacfes. O contelido dos exercicios desse tipo ndo faz parte
dos objetivos dos programas atuais, ele estd mais conforme aos objetivos dos
programas franceses de 1970” (Lemonidis, 1991, p.322 e 223).
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2.5— Avaliando a compreensao dos alunos a respeito do teorema de
Thales: um estudo diagnéstico

Com a finalidade de verificar a aprendizagem e as concepcdes dos alunos com
relacdo ao teorema de Thales, aplicamos um teste diagndstico (1998) em alunos de 1°
ano do Ensino Médio da Escola Técnica Estadual Getulio Vargas (E.T.E. Getulio
Vargas), localizada no bairro do Ipiranga cidade de S&o Paulo. Esses alunos estudaram
o teorema de Thales na 8° série do Ensino Fundamental nas mais variadas escolas (tanto
particulares quanto estaduais) o que impossibilita analisar e descrever a forma como foi
ensinada esta propriedade, porém, temos uma amostra bem diversificada e heterogénea
que reflete uma realidade do ensino-aprendizagem.

Por meio da experiéncia de sala de aula, da andise dos livros didaticos, do
resultado de algumas pesqguisas, detectamos a guns fendbmenos geradores de obstacul os
didéticos que pretendemos analisar nesse teste, tais como:

. configuracBes tipicas. angulo entre as retas transversais, disposicdo das
paralelas, nimero de paralelas,

. configuracdes pertinentes em relacdo a posicdo da interseccdo das transversais
com as paralelas (entre as para el as, acima ou abaixo dessas);

. nos livros textos analisados, a maioria dos exercicios € apresentada com

esguemas, e, quando surgem problemas escritos sem ser fornecida uma figura,
os alunos tém dificuldade em interpretar e representar por meio de esgquemas,

. na maioria dos livros analisados, nos exercicios propostos ndo se observa a
aplicacdo do reciproco do teorema de Thales, nem aplicacdo dessa no¢éo para se
determinar a medida dos segmentos formados nas paralelas.

Pretendemos analisar também os pontos de vista (conservagdo das abscissas,
conservacdo da relacdo de projecdo ou dilatacdo), estratégias pelos quais os alunos
resolvem os problemas.

Fizemos uma andlise a priori das questdes e apoOs aplicacdo a andise dos
resultados obtidos, os quais iremos relatar a seguir.

2.5.1—Andlisea priori das questdes do teste diagnéstico

De forma geral, em todas as questdes abaixo, 0os alunos poderdo encontrar
algumas dificuldades que talvez levem ao néo acerto destas, tais como: ndo visualizacéo
da aplicacdo do teorema de Thales, montagem da proporcéo, aplicacéo da propriedade
fundamental da proporcéo, aplicacéo da propriedade distributiva; resolucéo da equacéo;
simplificacéo de fracOes.
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Nas questdes 1 e 2, os alunos deverdo determinar os valores desconhecidos X, y
e 1J. O vaor de x se refere a medida do segmento gerado pelas paralelas nas
transversais e o valor de y e de 1J sGo a medida do segmento formado na paraela.
Acreditamos que o calculo do valor de x é mais facil de ser determinado pelos alunos do
que osdey edelJ, pelo fato do valor de x poder ser determinado por qualquer uma das
estratégias de resolucéo (pontos de vista — conservacdo das abscissas, conservacdo da
relacdo de projecdo ou dilatacdo) e os valores dey e 1J sO se pensarmos sob o ponto de
vista da dilatacéo e na semelhanca de triangul os.

Questéo 1
Considere nafiguraao lado, asretas ST e lJ paraelas:

a) cacular x; /
b) sendo ST= 3,5cm é possivel calcular 1J? Justifique. I

Objetivo: aplicar o teorema de Thales para achar o valor de x e de |J estando as
paralelas na posicéo vertical.

Analise matematica - solugdes possiveis:
a) do ponto de vista— conservacéo das abscissas —

1—0—§D 7.8=10.x0 x=5,60u

7 X

7 X

— 0 3x=7.(8-x)0 3.x=56-7x0 x=5,6
R

b) do ponto de vista— conservacdo darelagéo de projecdo —

Z—1—0D10x 560 x =5,60u
X 8

1=LD 3x=7.(8-x)0 3..x =56-7x0 10.x =561 x=5,6
X (8-X%)

c) do ponto de vista— dilatacéo

% =3 0 10x=7.8 O x =5,6 (mesmaexpressao da conservacao das abcissas) ou
7 10 ~ ~ ~ .
—= E [0 10.x=7.8 0 x=5,6(mesmaexpressao daconservagao darelacao de projecao)
X
paraacharoladoﬁ

§—1D 7IJ—5ou35 56D 5,6.1=280 1J =280 1J=5

1J 10 8 8
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Andlise didatica -

Além de todas as dificuldades ja citadas acima, acreditamos que devido a
configuragao dos triangul os sobrepostos talvez os alunos na determinagéo do valor de 1J
ndo obtenham o sucesso amejado, estando em jogo para facilitar a apreensao operatéria
gue o aluno na apreensao perceptiva do esquema enxergue as subfiguras (tridngulos | RJ
e SRT). O fenbmeno da ndo-congruéncia entre o enunciado e as estratégias de resolucéo
também pode ser um fator gerador de dificuldades para a apreensdo operatoria. O fato
de no enunciado ndo se observar nenhuma mencgdo aos triangulos IRJ e SRT podera
conduzir o aluno a ndo perceber no registro grafico, as propriedades matematicas
pertinentes na resolucdo do problema. Um outro fator que podera conduzir ao erro,
dependendo da estratégia utilizada, € o0 aluno ndo perceber que a medida do segmento
JT eqiivale a (8- x).

Questéo 2
Sendo AB paralelo a CD, determine X e y nos esquemas abaixo:
a)

Objetivo: aplicar o teorema de Thales para encontrar o valor de x e dey, observando as
varias posices das paralelas e do cruzamento das transversais. Na primeira e na
segunda configuragdo os valores de x se referem a medida de segmentos nas
transversais e os valores de y sdo relativos a segmentos formados nas paralel as.

Analise matematica — solugdes possiveis:
Questéo 2A
a - do ponto de vista— conservacao das abscissas:

aa)E=%D 7.x=13.150 7.x=1950 x-27,850u
X

a) = = X[ 22 x=15.(x +13)0 22x=15x+1950 x = 27,85
22 (x+13)
(13+x) _ 22
13 7

b - do ponto de vista conservacdo da relacéo de projecéo:

as) 0 703+x)=22130 7.x=1950 x = 27,85

bl)E :% 0 7x=1950 x =27,850u

bz)% (X2213)D 22.x =15(x+13)00 22x =15 +1950] 7.x =1950] x = 27,85
b)(?’zx) 1—73D 7(13+x)=22130 7x=1950 x = 27,85
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¢ - do ponto de vista— dilatacéo:

Para calcularmos o valor de x sob esse ponto de vista, teremos a expressao
semel hante a descrita na conservacao das abscissas as
Paraachar oladoy:

0. T 7y=200 y=3140u2="2 [ 13y=40850 y=3142
y 22 y 4085
Questéo 2B

a - do ponto de vista— conservagdo das abscissas:
a) 4 -6 0 4.(2x-1) =6.(x+1)0 8x-4=6x+60 2x=100 x =50u
(x+1) (2x—1)
a,) (x+2) _ (2x-1) 42x-1)=6.(x=1)0 8x-4=6x+60 2x=100 x=5
4 6
4 6
= 0 4.(2x+5)=6.(x+5) 0 8x+20=6x+300 x=5
x+1 2Xx+5

a,)

( obs.idéntica expressdo da dilatacdo)

b - do ponto de vista— conservacéo darelagdo de projegéo:
4_ (x+1)
6 (2x-1
9 (2X+5) 0 4(2x+5)=6(x+5)0 8x+20=6.x+300 2x=100 x=5.
)y (x+5)

br)

0 4(2x-1)=6.(x+1) 0 8x-4=6x+6010 2x=100 x=50u

N

¢ - do ponto de vista— dilatacéo:

Para calcularmos o valor de x sob esse ponto de vista, teremos a expressao
semel hante a descrita na conservagao das abscissas a,.

Paraachar oladoy:

y 4
=7 0 vix+ 41410 v.1 0 vy=
cl)1 (x+5) y.(x+5) y.10=560 y=560u
6

—=———<0 yl2 =6.140 15,y =840 y=56.
1 (2.x+5) y( x+5) 6 5y=8 y =56

Questdo 2C

a - do ponto de vista— conservagdo das abscissas:
al)g (y I212) 0 12x=09. (y + 12) [0 (dependedo valor dey paracalcular o valor dex)
-9

Y _X=9 _
&) = 0 12(x

9 9) =9.y [0 (dependedo valor dey paracalcular o valor dex)

b - do ponto de vista - conservacao darelacéo de projecao:
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X 9
b)) —=—0 12x=9(y+12) O (dependedovaordey paracalcular odex
r) +2) 12 (y+12)0 (dep y p )

bz)L=ED 9.y =12.(x—9) O (dependedo valor dey paracalcular o valor dex).
( 9) 9 y ep yp
X_

¢ - do ponto de vista— dilatagéo (ou por semelhanca de triangul 0s):

Pensando sob esse ponto de vista, conseguimos determinar o valor dey, a seguir,
utilizando o valor dey, calculamos o valor de x. Ve amos:

X-9_y

0 6y=6001 y:100ur@olver:§:—:—.
6 9 12

ol o
Rl<

Se quisermos, achar x, podemos substituir o valor encontrado para y nas

relagbes acima.

12x=9.(10+12) 0 12x=9.220 12x=1980 x =16,50u
9y =12.(x-9) 0 12x-12.9=9.100 12.x =90+108 0 x =165

Andlise Didatica—

Além de todas as dificuldades que os alunos poderdo encontrar citadas em linhas

gerais no inicio dessa andlise, acrescentamos as seguintes :

determinacdo do valor de y nas configuracbes a e b, primeiro devido a
sobreposicédo dos triangulos, o que dificulta a visualizaco desses, segundo, que
esse calculo estarestrito ao ponto de vista da dilatacéo;

determinacéo de x e y na configuragéo c, pelo fato que para calcularmos o valor
de x dependemos do valor de y. Para calcularmos y sO € possivel pensando no
ponto de vista da dilatacdo sem contar que nessa configuragdo a apreensao
perceptiva dos dois triangul os é favorecida porém, a apreensdo operatoria ndo é
tdo simples, devido a nédo-congruéncia entre a ordem dos elementos para se
montar corretamente a proporcéo e a ordem dos elementos segundo 0 processo
visual da leitura (sempre no mesmo sentido de cima para baixo ou da esquerda
paraadireita).

Questédo 3

a)

Nos casos sequintes as retas RS e BC sfo pard elas? Justifique sua resposta.
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Objetivo: verificar se 0 aluno associa a condicdo de as retas serem paralelas com o
teorema de Thales.

Andlise Matemética - solugdes possiveis:
Questéo 3a
a) do ponto de vista— conservagao das abscissas.

% = % 0 4.12= 9.53;, como48 47,71 nao sao paraeas

4 9

13 = 3 0 3.4=09.13, como124 11,71 naosao pardeas

b) do ponto de vista— conservacéo darelacéo de projecéo:

g = %3 0 4.12 = 9.53como48 47,11 nao sao pardelasou
4 13 ~ =~
m = = 0 3.4 =913 comol2 11,71 naosaopardelas
Questdo 3b
a) do ponto de vista— conservacgao das abscissas.
7 105

—=—"2-0 7.16,5 = 11. 10,5; como 1155 = 11551 sao paraelas
11 165

! = 105 0 7.27 = 18.10,5; como 189 = 1891 sao paradelas
18 27
b) do ponto de vista— conservacdo da relacéo de projecéo:
o O 7.16,5=11.10,5; como115,5=115,50 sao paralelasou podemos
105 16,5
montar a proporcao considerando os segmentos SC e RB, obtendo :
7 18

——=""1[1 7.27=18.10,5;como189=189 ] sao paralelas
105 27

Analise Didética:

Além de todas as dificuldades ja citadas inicialmente, acreditamos que 0 néo
sucesso ha resolucao dessa questdo podera estar relacionado a ndo associar as paralelas
com o reciproco do teorema de Thales e também no fato do aluno se ater apenas na
apreensao perceptiva para responder, ndo realizando a apreensdo operatéria. Nos livros
didéticos néo se observam atividades envolvendo o reciproco do teorema de Thales nem
atividades que explorem a reversibilidade. Esse fato faz com que nessa questdo muitos
alunos nem pensem no teorema de Thales pararesolvé-la.



Questéo 4
O quadrilatero ADEF é um quadrado? Justifique.

Objetivo: verificar se 0 aluno sabe aplicar 0 teorema de Thales em problemas n&o
tradicionais. Verificar se ele percebe que, como os lados AF e DE séo paralelos e todos
os lados de um quadrado sdo congruentes, pela aplicacdo do teorema de Thales ele
podera comprovar que afiguraéum quadrado.

Andlise Matemética - solugdes possiveis:
Para ADEF ser um quadrado, EF = FA= DA = DE =2, como AF//DE e
DA// EF podemos aplicar o teorema de Thales para verificar amedidado lado DE,

%:gﬂ 6.DE=3.40 DE =2

ComoDE =20 AF =2,sendo AD =2 [0 EF = 2,1ogo €um quadrado.

Analise Didética — dificuldades que o aluno podera encontrar:

- interpretacéo da quest&o;

- deixar se iludir pela apreensdo perceptiva, ndo percebendo a necessidade de
calcular amedidado lado DE para confirmar se € um quadrado;

- nao recordar as propriedades de um quadrado;

- aplicacao da propriedade reciproca do teoremade Thales;

- em justificar aresposta dada;

- ndo-congruéncia entre enunciado e o tratamento préprio de resolucao.

Questéo 5

Tragar um paralelogramo EFGH, tal que EF =8 cm, EH = 12cm e FH = 10
cm. SejaK o ponto do segmento EH tal que HK = 2,4 cm e J o ponto de interseccéo de
FH edaparalelaa GH passando por K. Calcular HJ e JK.

Objetivo: verificar se 0 aluno sabe aplicar o teorema de Thales em problemas n&o
tradicionais e se ele consegue montar um esquema a partir do enunciado.
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Analise Mateméatica - solugdes possiveis:

G
2,4
12 J10
] M
Célculo deHJ:
a) do ponto de vista— conservacao das abscissas.
&)ﬁzﬂﬂ 12.HJ=241 HJ =20u
12 10
2,4 HJ
&) —=——""——096.HI=24.(10-HJ) O 96H) =24-24HJ 0 H)=2
96 (10-HJ)

b) do ponto de vista— conservacdo darelacéo de projecao:

)22 =120 1911 =240 HI = 20u
HJ 10
2.4 96

) So=— 22 ] 96.HI=24.(10-HJ) O 96.H) =24-24HI 0 HJ =2
HJ  (10-HJ)

C) do ponto de vista— dilatagao:
Para cal cularmos a medida do segmento HJ sob esse ponto de vista iremos obter

~_ i

amesmarelacdo “a;” descrita acima na conservagdo das abscissas.

calculo de KJ:
Para cal cularmos a medida do segmento KJ devemos pensar no ponto de vista da
dilatagdo. Ve amos:

%:%D 12JK =8.24 0 12.JK =192 0 JK =160u

8
K_2510.K=160 K=16.
8 10

Analise Didatica — dificuldades que o0 aluno podera encontrar:

- interpretacéo da questéo;

- ndo lembrar o que é um paralel ogramo e suas propriedades,

- esbocar afigura com os dados do problema;

- ndo visualizacdo da aplicacdo do teorema de Thales;

- n&o-congruéncia entre enunciado e o tratamento proprio de resolucéo.

Questéo 6
Pode-se calcular x com os dados geométricos propostos? Justifique.

(Considere as linhas azuis paraelas)
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a b)

AN A

Objetivo: aplicar o teorema de Thales para verificar se é possivel calcular o valor de x
em esguemas que envolvam mais de duas paralelas (item a e b) ou em esquemas onde o
aluno devera pensar no teorema de Thales do ponto de vista dilatacéo (itensc e d).

Analise Matematica — solucfes possivels.

6a) ndo é possivel, pois, como aincognita € a medida de um dos segmentos formados
nas paradelas para determinar este valor é necessario conhecer dois valores nas
transversais e s é fornecido um (4).

6b) sim, é possivel montar uma propor¢do com os dados do problema aplicando o
teorema de Thales tanto sobre o aspecto projecdo quanto pela conservagéo das
abscissas.

6C) sim, € possivel montar uma propor¢ao com os dados do problema aplicando o
teorema de Thales sobre o aspecto dilatagéo.

6d) ndo é possivel, porque é impossivel montar uma propor¢éo com os dados do
esguema, pois, falta uma das dimensdes da transversal que contém a incognita x.

Analise Didética — dificuldades que o0 aluno podera encontrar:
- montagem das proporcoes;

- néo visualizagdo da aplicagéo do teoremade Thales,

- nao saber justificar.

Questéo 7

ABC éum triangulo. A
- | éoponto médio de AB;
- A paralelaaB_C passa por | eaparalelaaﬁ

passa por C e se cortam em K; '

- Areta IK corta AC emJ.
O que se pode dizer de J? Prove aresposta. B C

Objetivo: verificar a concepcdo do aluno para resolver este problema, n&o tradicional,
observando se ele aplica 0 teorema de Thales e se sabe justificar geometricamente a
solugéo encontrada.

Analise Matematica — solucfes possivels.
a) Ostriangulos AlJ e ABC sdo semelhantes por possuir os trés angulos congruentes,
assim sendo, como AB = 2. Al, isso implica que BC = 2 IJ. Sendo IK/I BC e
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CK // AB afigural KCB é um paralelogramoelK =BC O IK=2.1J0 JK =130
J é ponto meédio.
b) Aplicando Thales, temosquese Al = IB [J AJ = JC e J é ponto médio de AC.

Analise Didética — dificuldades que o0 aluno podera encontrar:

- montagem da proporcao por ndo perceber a aplicacdo do teorema de Thales;
- n&o estar habituado com atividades que envolvam prova ou demonstracoes,
- ndo-congruéncia entre enunciado e o tratamento préprio de resolucao.

Questéo 8
A unidade é o centimetro. No desenho abaixo, EFG é um tridngulo, tal que:

FG=7 cme EG mede5cmamais que EF , considera-se EF = x.

Quando prolonga-se EF com 1cm a mais, obtém-se M; guando prolonga-se
EG=3 cm amais, obtém-se N e asretas FG e MN sdo paraelas.

O triédngulo EF G é retangul0? Justifique.

E "+

Objetivo: verificar a concepcdo do aluno ao resolver esse problema, observando se ele
aplica o teorema de Thales e se sabe justificar a solugdo encontrada.

Analise M atemética — solugdes possiveis:

Primeiramente o0 aluno deverd encontrar o valor de x para obter os lados do
tridngulo EFG aplicando o teorema de Thales, em seguida, devera verificar se 0
tridngulo é reténgulo ou ndo, utilizando o teorema de Pitagoras.

Para encontrar o valor de x podera resolver:

a) do ponto de vista— conservagao das abscissas.

)5 %FSD 3Xx =x+%] 3. x-x=b Xx=25cmou
X X+5

&)——="—"0x & (x D.(x 30 % &x &« 6x[B= x 25mm
Xx+1 Xx+8

c) do ponto de vista— conservacao darel ag:éo de projecéo:
X 1

——=—[0 % 5 33X =x 250u—-— [-l§+ x 5[Bx x 25m
Xx+5 3 X
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Se x = 2,5 entéo os lados do trigngulo sdo 2,5; 7 e 7,5, verificando o teorema de
Pitagoras temos: (7,5)2 = (2,5)2 + 72 0 56,25 # 6,25 + 49 = 55,25 [1 o tridngulo ndo é
retangulo.

Analisedidatica - dificuldades que o aluno podera encontrar:

- ndo perceber a necessidade de calcular o valor de x e de aplicar o teorema de
Pitégoras na verificagdo se o tridngulo em questdo € reténgulo ou ndo, pelo fato,
de se ater apenas na apreensao perceptiva;

- aplicagdo do teorema de Pitégoras,

- dar aresposta sem fazer nenhum, caculo, so observando afigura;

- justificar a solugéo encontrada;

- ndo-congruéncia entre enunciado e o tratamento préprio de resolucao.

Questéao 9
ABC éum triangulo tal que AB=4, AC=7e BC =6. M € um ponto do segmento

AB, dese projetaem N sobre AC paraelamente & BC.
1°) Pbem-se BM= x. Onde deve-se colocar M para que o triangulo BMN sga um
triangulo isbscelesem M ?
2°) Nesse caso 0 que representa areta BN no triangulo ABC? Justifique.

Objetivo: aplicar o teorema de Thales para calcular o valor de x em esguemas em que 0
aluno devera pensar sob o ponto de vista da dilatacéo.

Analise matematica — solugdes possiveis:

Primeiro deve-se calcular x aplicando o teorema de Thales sob o aspecto da
dilatacdo, assim:
4-x X

T_ED 6.(4 x¥ 4x1 24 &x 4Xk= x 24cm

Logo, M deveraestar a2,4cmdeB,oual,6 cmdeA.
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Andlise didatica

Além de todas as dificuldades ja citadas no inicio, acreditamos que outros
fatores em jogo nessa questéo estéo relacionados com a interpretacdo do problema e
também no fato do aluno ndo perceber que BM e MN sdo congruentes, por BMN, ser
um tridngulo isosceles em M. Outro fator é a ndo-congruéncia entre enunciado e o
tratamento proprio de resolucgéo.

2.5.2—Andlisea posteriori do teste

Apo6s aplicagéo do teste diagndstico com os alunos da E.T.E. Getulio Vargas
citado na anadlise anterior fizemos a andlise dos resultados desse teste em relagéo as
primeiras 5 questdes. Esse teste foi aplicado em 31 alunos, com idades entre 14 e 17
anos, sendo que 23% com 14 anos, 71% com 15 anos e 3% com 16 ou 17 anos,
oriundos de escolas particulares (58%), estaduais (23%) e municipais (19%).

Através do auxilio da estatistica descritiva, fizemos andlise procurando
utilizar ainterpretacéo de tabelas e graficos.

Em todas as tabelas e gréficos desta andlise as questdes foram subdivididas
conforme atabela 6 abaixo parafacilitar ainterpretacdo e andlise.

Tabela6
Questdo |Objetivo
1A Caélculo de x - questdo 1A- paralelas verticais -
1B Calculo de 1J - questéo 1B- paraelas verticais -
X2A Calculo de x - questdo 2A- paralelas horizontais -
Y2A Célculo dey - questdo 2A- paralelas horizontais -
X2B Calculo de x - questdo 2B- paralelas inclinadas -
Y2B Cadlculo dey - questdo 2B- paralelasinclinadas -
X2C Calculo de x - questdo 2C- transversais interceptam entre as paralelas
Y2C Cdlculo dey - questdo 2C- transversais interceptam entre as paralelas
3A Verificar se as retas sdo paral el as — triangul os sobrepostos-
3B Verificar se as retas séo paral €l as — triangul os opostos pelo vértice -
4 Verificar se o quadrilatero € um quadrado
5 Problema escrito - sem esquema -

A tabela 7, indica o nimero de acertos por questdo (frequéncia absoluta) e a
razdo entre o nimero de acertos e o total de alunos (frequiéncia relativa e freqiiéncia
relativa em porcentagem).
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Tabela 7: freqliéncia de acerto por questéo

ACERTOS
Questdes FrequénciaAbsoluta  FrequénciaRelativa Frequéncia Relativa %

1A 18 0,58 58
1B 12 0,39 39
X2A 24 0,77 77
Y2A 10 0,32 32
X2B 16 0,51 51
Y2B 9 0,29 29
X2C 4 0,13 13
Y2C 7 0,22 22
3A 12 0,39 39
3B 9 0,29 29
4 6 0,19 19
5 0 0 0

Histograma de Acertos

Testediagnoéstico - Teorema de Thales- E.-T.E.G.V. - ACERTO-

30
25
20
15 1

frequiéncia

10 A

1A 1B X2A Y2A X2B Y2B X2C Y2C 3A 3B 4 5

questbes

Grafico 1. histograma de acerto - teste diagndstico

Podemos observar, pelos resultados, que a maioria das questdes teve menos de
50% de acerto. Dos 12 itens analisados apenas 3 tiveram um nimero de acertos superior
a 50 %.

A questdo que teve maior numero de acerto foi o calculo de x na questdo 2A
(77%, 24 acertos), em que as paraelas estdo na posi¢cao horizontal, as medidas dos
segmentos dados sdo correspondentes e pode ser resolvida por qualgquer uma das
estratégias citadas na andlise a priori (pontos de vista abordados por Guy Brousseau).
Com 18 acertos (58%) tem-se a questdo 1A, em que as paraelas estdo na posicéo
vertical, as medidas dos segmentos dados n&o séo correspondentes (0 que gerou alguns
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erros) e pode ser resolvida por qualquer uma das estratégias citadas. Depois com 16
acertos (51%) vem o célculo de x na questdo 2B em que as paralelas estdo na posicéo
inclinada, as medidas dos segmentos dados séo correspondentes e pode ser resolvida por
qualquer uma das estratégias citadas.

Podemos observar, nos resultados, que 0 menor nimero de acertos (zero)
aparece na questéo 5, na qual notamos a dificuldade dos alunos em interpretar e montar
um esquema para resolver problemas em que ndo é fornecido o desenho.

Na questdo 2C, percebemos a dificuldade do aluno em calcular o termo
desconhecido quando as transversais se interceptam entre as paralelas. Nesta questéo o
numero de acertos foi bem reduzido (13% para o calculo de x equivalendo a 4 acertos e
22% para o caculo dey equivalendo a 7 acertos).

Na questdo 4, com apenas 6 acertos (19%), percebemos que a maioria dos alunos
parece ter dificuldade em perceber a aplicacdo do teorema de Thales em situactes
diferentes das apresentadas nos livros didéticos.

Em sintese, os trés itens de maior acerto referem-se a questdes em que as
configuragdes sdo fornecidas. Nessas configuragdes os triangulos estéo sobrepostos e as
paraelas nas posi¢es horizontal, vertical e inclinada nessa ordem (ordem decrescente
quanto ao numero de acertos). Esses itens referem-se ao calculo da medida do segmento
formado nas transversais.

A tabela abaixo, indica 0 nimero de erros por questéo (frequiéncia absoluta) e a
razdo entre o nimero de erros e o total de alunos (frequéncia relativa e freqiéncia
relativa em porcentagem).

Tabela 8: frequéncia de erro por questéo

ERROS
Questdes | FreguénciaAbsoluta | FreguénciaRelativa | Frequéncia Relativa%

1A 8 0,26 26
1B 10 0,32 32
X2A 3 0,1 10
Y2A 10 0,32 32
X2B 8 0,26 26
Y2B 6 0,19 19
X2C 7 0,22 22
Y2C 4 0,13 13
3A 10 0,32 32
3B 9 0,29 29
4 17 0,55 55
5 4 0,13 13

Histograma dos Erros
Analisando o histograma dos erros, percebemos que sd na questdo 4 o nimero
de erros é superior a 50%. Nesta questdo percebe-se que a dificuldade do aluno foi
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judtificar corretamente a resposta, a maioria hdo percebeu a aplicacdo do teorema de
Thales nem da semelhanca de tridngul os para justificar a resposta.

Teste diagndstico- Teorema de Thales- E.T.E.G.V.- ERRO

© 20
'S
(8 |
S 15
g
10 —
{ —
0 } } |_| } } } } } |_| } } } } |_|
1A 1B X2A Y2A X2B Y2B X2C Y2C 3A 3B 4 5
questdes

Grafico 2: histograma dos erros - teste diagnostico

Na questdo 3A e 3B com 32% e 29% de erros a dificuldade foi perceber a
aplicacdo do teorema de Thales para verificar se as retas séo paralelas. Este tipo de
questdo quase ndo é abordado nos livros didéticos e nem trabalhado pelo professor em
sala de aula, 0 que faz com que a concepgdo do teorema de Thales sgga um pouco
limitada.

Nositens 1B e Y 2A com 32% de erro, nota-se a dificuldade do aluno em montar
a propor¢do sob o ponto de vista dilatagdo. A mesma dificuldade € encontrada na
questdo Y 2B com 19% de erro. Nesses itens o0 aluno deveriater calculado a medida do
segmento formado na paralela

Na questdo 1A embora 0 numero de erros (26%) tivesse sido pequeno em
relagcdo as outras questdes, percebemos um fato comum entre a maioria dos alunos que
foi a aplicagdo do teorema de Pitagoras indevidamente. Erro esse ocasionado pela ma
interpretacdo da figura em considerar a reta transversal IR perpendicular as retas
paralelas 1J e ST iludidos pela evidéncia perceptiva (aparénciadafigura).

A tabela abaixo, indica o nimero de questdes em branco (frequiéncia absoluta) e
arazdo entre o numero de questdes em branco e o total de alunos (freqliéncia relativa e
freqUénciarelativa em porcentagem).

Tabela 9 frequiéncia de questdes em branco

NAO FEZ
Questdes| FrequénciaAbsoluta | Frequéncia Relativa | Frequéncia Relativa?/°
1A 5 0,16 16
1B 9 0,29 29
X2A 4 0,13 13
Y2A 11 0,36 36
X2B 7 0,23 23
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Y2B 16 0,52 52
X2C 20 0,65 65
Y2C 20 0,65 65
3A 9 0,29 29
3B 13 0,42 42

4 8 0,26 26

5 27 0,87 87

Histograma das Questdes em Branco

Teste diagnostico - Teoremade Thales- E.T.E.G.V. - NAO
FEZ -
30
8
e 25
2
g 20
- 15
10
5 4
O 4
1A 1B X2A Y2A X2B Y2B xX2C Y2C 3A 3B 4 5
questdes

Grafico 3: histograma de questbes em branco - teste diagnéstico

Quanto as questbes em branco percebe-se que em quatro itens a porcentagem de
nao ter feito esta superior a 50%.

A maioria dos alunos deixou sem fazer a questdo de nimero 5 (87%), a qual
envolvia interpretacéo e representacdo, além da aplicacéo do teorema de Thales. Nesta
questdo os poucos alunos que tentaram fazer, apresentaram muita dificuldade para
montar 0 esquema das paralelas.

Com 65% de questBes em branco vem os itens X2C e Y 2C; neste itens percebe-
se as retas transversais se interceptando entre as paralelas, que € um dos obstaculos
didéticos levantados na andlise apriori e na andlise dos livros didéticos.

Com 52% de questdes em branco temos o item Y 2B, gque envolve o célculo do
segmento formado nas paralelas em posicéo inclinada e o valor desconhecido esta no
meio de uma expresséo.

Depois com 36% em branco vemos o item Y 2A que também envolve o célculo
das paralelas, porém, na posicéo horizontal.

As questdes que a minoria dos alunos deixaram em branco foram as questdes 1A
com 16% e a X2A com 13% apenas sem fazer. Estas duas questdes foram as que mais
acerto tiveram pelos aunos.
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TabelalO: Sumério das porcentagens de acerto, erro e itens néo feitos

ACERTO ERRO NAO FEZ
Questdes | Freqliéncia | Frequéncia. | Frequéncia | Freqliéncia | Frequéncia | Frequéncia
Absoluta | Relativa®®| Absoluta | Relativa®®| Absoluta | Relativa©®/®
1A 18 58 8 26 5 16
1B 12 39 10 32 9 29
X2A 24 7 3 10 4 13
Y2A 10 32 10 32 11 36
X2B 16 51 8 26 7 23
Y2B 9 29 6 19 16 52
X2C 4 13 7 22 20 65
Y2C ! 22 4 13 20 65
3A 12 39 10 32 9 29
3B 9 29 9 29 13 42
4 6 19 17 55 8 26
5 0 0 4 13 27 87

Comparando as gquestdes notamos que:

a) em relacdo a posicao das paralelas, 0 maior nimero de acertos foi na questdo em que
as pardelas estavam na posicdo horizontal, depois na vertica e por Ultimo na
inclinada, isto em relacdo ao clculo de x . Na andlise dos livros didéticos,
constatamos que a maioria dos exercicios, tanto dados como exemplo quanto para
serem resolvidos pelos aunos, também estéo na posi¢do horizontal;

b) em relacdo aos valores de x e de y, na maioria das questdes 0s alunos acertaram mais

os itens para calcular o valor de x (nos quais poderiam ter resolvido por qualquer uma

das estratégias citadas na andlise a priori - pontos de vista abordados por Guy

Brousseau) do que o célculo de y gue envolvia o reciproco do teorema de Thales e 0

aspecto dilatacdo (semelhanca e homotetia), assuntos que ndo séo muito explorados nos

livros didéticos segundo andlise anterior. O calculo de x refere-se na determinacéo da
medida do segmento formado nas transversais e o calculo de y a medida dos segmentos
formados nas paralelas;

c) com relacdo a interseccdo das retas transversais entre as paraelas percebe-se bem a

dificuldade relacionada ao fenbmeno da tipicalidade na questdo 2C, em que a maioria

dos alunos néo fez ou errou;

d) quanto aos problemas de aplicacdo, nota-se que no problema 4 em que foi fornecido

0 esguemaa maioria errou e ndo aplicou Thales para resolver ou justificar, ja na questéo
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5 em gue ndo foi dado o esquema a maioria ndo fez, ninguém acertou e a minoria
montou 0 esquema.

Nossa hipGtese € que todas essas dificuldades levantadas podem ter sido
provocadas pela pouca énfase apresentada nos livros didéticos. a variagdo da posicéo
das paralelas, ao calculo do segmento formado na paraela, a configuracdo dos
tridngul os opostos pelo vértice, a problemas de aplicacdo sem fornecer o esquema.

Quanto as estratégias utilizadas pelos alunos na resolucdo das questdes
observou-se que 71% dos alunos resolveram sob o0 ponto de vista conservagéo das
abscissas, 35% sob o ponto de vista conservacdo de projecdo e 51% sob o aspecto da
dilatacdo (embora alguns dentre esses tenham errado a montagem da proporcéo).

Histograma Compar ativo

Testediagnostico - Teoremade Thales- E.T.E.G.V.

100
90
80 -
70 -

freqiiéncias

1A 1B X2A Y2A X2B Y2B X2C Y2C G3A 3B 4 5

EF. RELATIVA9%°-ACERTO
B F. RELATIVA 9%°- ERRO
OF. RELATIVA 9%° - NAO FEZ

Grafico 4: histograma comparativo por questéo
Tabela de Dados - Andlise Hier&rquica de Similaridade e Implicacéo

A Tabela 11, apresentada no anexo 5 representa a matriz de dados binarios (1 ou
0) relativa a codificacdo do teste aplicado na E.T.E. Getllio Vargas, incluindo as
variaveis e os 31 aunos.
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A andlise de dados multidimensionais é feita sobre variaveis binérias (1 ou 0). O
valor 1 esta sendo utilizado para indicar a presenca do atributo em questdo e o valor 0
indica a auséncia do atributo.

Os dados da pesquisa serdo andisados utilizando o software CHIC
(Classificagdo Hierarquica, Implicativa e Coesitiva), desenvolvido pelo nucleo de
pesguisa em didatica da matemética da Universidade de Rennes 1- Franca (Saddo,1997,
p.176 a 209). Faremos uma analise de similaridade, de implicacéo entre varidveis e de
implicagcdo por grupo. Apresentaremos abaixo as variaveis estatisticas e seus respectivos
codigos que serdo utilizados em todas as andlises.

CODIGO/ VARIAVEL:

1 ATI1A (acertou calculo de x naquestéo 1A - paralelas verticais)

2 EM1A (errou montagem para o calculo de x naquestdo 1A- paralelavertical)
3 ET1A (errou absurdamente o célculo de x naquestdo 1A- paralelavertical)
4 NF1A (ndo fez o calculo de x na questéo 1A- paralelavertical)

5 ATI1B (acertou calculo dey naquestdo 1B- paralelas verticais)

6 EM1B (errou montagem para o calculo de y na questdo 1B- paralelas verticais)
7 ET1B (errou calculo dey naquestdo 1B- paralelas verticais)

8 NF1B (néo fez o calculo dey naquestéo 1B- paralelas verticais)

9 AX2A (acertou calculo de x na questéo 2A- paralelas horizontais)

10 EX2A (errou calculo de x na questéo 2A- paralelas horizontais.)

11 NX2A (ndo fez calculo de x na questéo 2A- paralelas horizontais)

12 AY 2A (acertou calculo de y na questéo 2A- paralelas horizontais)

13 EY2A (errou calculo dey na questéo 2A- paralelas horizontais)

14 NY 2A (ndo fez cdlculo de y na questéo 2A- paralelas horizontais)

15 AX2B (acertou calculo de x na questéo 2B- paraelas inclinadas)

16 EX2B (errou calculo de x na questéo 2B- paraelas inclinadas)

17 EC2B (errou conta no calculo de x ha questéo 2B- paralelas inclinadas)

18 NX2B (néo fez cdlculo de x na questdo 2B- paralelas inclinadas)

19 AY 2B (acertou calculo de y na questéo 2B- paraelas inclinadas)

20 EY2B (errou calculo dey naquestéo 2B- paraelas inclinadas)

21 NY 2B (néo fez cdlculo de y na questéo 2B- paralelas inclinadas)

22 AX2C (acertou cdlculo de x naquestdo 2C- transversais se interceptam)

23 EX2C (errou cdlculo de x na questdo 2C- transversais se interceptam)

24 MX2C (errou montagem para o calculo de x naquestdo 2C- t. i.)

25 NX2C (n&o fez clculo de x naquestdo 2C- transversais se interceptam)

26 AY 2C (acertou calculo de y na questdo 2C- transversais se interceptam)

27 EY2C (errou calculo dey na questdo 2C- transversais se interceptam)

28 MY 2C (errou montagem para o calculo dey naquestéo 2C - t. i.)
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29 NY 2C(néo fez calculo de y na questdo 2C - transversais se interceptam)
30 AT3A (aplicou Thales e acertou a questdo 3A- verificacdo retas paral el as)
31 ET3A (aplicou Thales e errou a questéo 3A - verificago retas paralelas)
32 EQ3A (errou absurdamente a questao 3A - verificagdo retas paralelas)
33 NF3A (ndo fez aquestdo 3A - verificacao retas paral el as)
34 AT3B (aplicou Thales e acertou a questdo 3B - verificagcdo retas paralelas)
35 ET3B (aplicou Thales e errou a questao 3B - verificacdo retas paraelas)
36 EQ3B (errou questéo 3B verificacdo retas paralelas)
37 NF3B (ndo fez a questdo 3B - verificacdo retas paralelas)
38 ATQ4 (aplicou Thales e acertou aquestdo 4 - V. figura € um quadrado?)
39 ETQ4 (errou aquestdo 4 - quadrado)
40 NFQ4 (néo fez aquestdo 4 - quadrado)
41 NJC4 (néo justificou corretamente a questéo 4 - quadrado)
42 ATQ5 (acertou a questdo 5 - situagcdo-problema)

MCD5 (montou corretamente afigura- mas errou a questdo 5)
44 ETQ5 (errou a questdo 5)
45 NFQ5 (néo fez a questéo 5)

Andlise Hierarquica de Similaridade

[ = L |

Figura 48 — Arvore de Similaridade
Por meio da analise hierarquica de similaridade, podemos estudar e depois interpretar

em termos de tipologia e de semelhanca (dessemelhanga) decrescente, classes de variaveis,
constituidas significativamente em certos niveis da arvore.
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A classificagdo hierarquica (arvore de similaridade) mostra 35 niveis de
semelhanca. Nos niveis 35 e 34, a semelhanca é muito fraca mostrando a oposi¢ao entre
as variaveis de sucesso com as do ndo sucesso e a dessemelhanca entre fazer-errar e
ndo-fazer. Observando esses niveis resolvemos agrupéalos em trés classes. a classe 1
agrupa os procedimentos ou modalidades conduzindo ao sucesso total; a classe 2 agrupa
as modalidades ou procedimentos que conduziram ao fracasso total e a classe 3 agrupa
os procedimentos ou modalidades que néo foram feitos.

Comecaremos a andlise pelas variaveis 1, 5, 9, 12, 15, 19, 22, 26, 30, 34 que
formam aclasse 1, aqual podemos relacionar com o sucesso total.

Nesse grupo a semelhanca mais forte encontra-se entre as variaveis 22 e 26
(nivel 2) que estdo relacionadas ao acerto do valor de x e y na questdo 2C em que as
retas transversais estéo se interceptando entre as paralelas, o que significa que os alunos
gque possuem essas 2 variavels apresentaram comportamento semelhante quando
resolveram estas duas questdes, pois para se determinar o valor de x dependemos do
valor de y (que foi a minoria dos alunos como se pode observar na analise estatistica
descritiva).

No nivel 3 e7 estdo as variaveis 19, 38 e 12 que estdo relacionadas ao acerto de
y ha questdo 2B, acerto da questdo 4 e acerto de y na questdo 2A, o que significa que os
alunos que possuem essas 3 variavels apresentaram provavelmente comportamento
semelhante pois, tanto no calculo de y na questdo 2B e 2A como para verificar e
justificar se afigura é um quadrado na questdo 4, o aluno poderia pensar em semelhanca
de tridngulos ou aplicar o reciproco do teorema de Thales que segundo os aspectos
levantados por Guy Brousseau estariam relacionados ao ponto de vista da dil atacéo.

No nivel 5 estéo as variaveis 30 e 34 que estdo relacionadas ao acerto das
questdes 3A e 3B o0 que significa que os alunos que possuem essas variaves
apresentaram um comportamento semelhante na resolucéo da questdo 3A e 3B ou sgja,
aplicaram o teorema de Thales para verificar se as retas em questdo sdo paralelas.

No nivel 10 estdo associados as variaveis (22, 26, 30 e 34) analisadas nos niveis
2 e 5. Os aunos que apresentam estas variaveis provavel mente sabem aplicar o teorema
de Thales e 0 seu reciproco na configuragdo das transversais se interceptando entre as
paraelas.

No nivel 19 estdo as variaveis 1 e 15 que se referem ao acerto do cdlculo de x na
questdo 1A (paraelas verticais) e 2B (paraelas inclinadas), o que significa que os
alunos que possuem estas variaveis dominam a aplicacdo do teorema de Thales no
calculo do termo desconhecido tanto sob o ponto de vista conservacdo de abscissas,
quanto pela conservagao da relacéo de projecdo independente das paraelas estarem na
posicdo vertical ou inclinada.
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No nivel 23 estéo associadas as variavels do nivel 21 com as do nivel 15 o que
significa que os aunos gque possuem estas variaveis apresentam comportamento
dessemelhante quanto a aplicacdo do teorema de Thales e seu reciproco com as
paralelas na posicao vertical, horizontal ou inclinada.

No nivel 29 estéo associados os niveis 19 e 23.

No nivel mais distante estédo as variaveis 2 e 9 que se referem ao erro na
montagem do célculo de x naquestéo 1A e acerto do cdlculo de x na questéo 2A, estas
2 questdes foram as questbes que mais acerto tiveram e as que menos os alunos
deixaram de fazer, o erro naquestdo 1A foi afalta de observar que os valores fornecidos
para as transversais ndo sao correspondentes, devendo o aluno para montar a proporcao
efetuar uma subtragéo entre os segmentos JR e RT ou uma adicéo entre RS e Sl para
poder comparar, 0 que ndo acontece na questdo 2A em que os termos dados sdo
correspondentes. Associado a estas 2 variaveis esta a variavel 45 (nivel 31), que se
refere ando fazer a questéo 5, os alunos que possuem estas variaveis (que foi amaioria)
acertaram a questdo em que foi dado o esquema e os vaores dos segmentos
correspondentes, erraram a questdo na qual foi dado o esquema mas os valores néo
eram correspondentes e ndo fizeram a questdo 5 em que ndo erafornecido o esquema.

Agora, analisaremos as variaveis 3, 7, 10, 23, 13, 20, 43, 17, 32, 36, 41 que
formam aclasse 2, aqual podemos associar ao fracasso total.

Nesse grupo a semelhanca mais forte encontra-se entre as variaveis 32 e 36 (1
nivel) que estdo relacionadas ao erro da questdo 3A e 3B, na qual, o aluno deveria
verificar se as retas dadas através do esguema sdo paralelas (na questéo 3A as
transversais se interceptam no exterior das retas analisadas e na questdo 3B as
transversais se interceptam entre as retas supostas paralelas). Isto leva a pensarmos que
os alunos que apresentaram estas variaveis, provavelmente, ndo associaram a aplicacéo
do teorema de Thales para condicionar as retas serem ou ndo paralelas, independente da
posi¢ao das transversais.

Associada as variaveis 32 e 36 esta a variavel 41 (nivel 16) em gue os alunos
que apresentaram esta variavel, ndo souberam justificar na questdo 4 que a figura em
questdo é um quadrado, esta semelhanca de comportamentos evidencia a dificuldade
dos alunos em aplicar ou seja utilizar o teorema de Thales nestes contextos.

No nivel 4, estdo as variaveis 10 e 23 gue se referem ao erro do calculo de x nas
questdes 2A (paralelas horizontais) e 2C (transversais se interceptando), o que significa
gue os aunos que apresentaram estas variavels ndo souberam aplicar 0 teorema de
Thales tanto na questdo 2A, em que os dados eram correspondentes, quanto na 2C, na
qual o valor de x datransversal AD né&o corresponde aos dados da transversal BC, o que
implicaum grau maior de dificuldade.
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No nivel 12 estédo as variaveis 14 e 21 que se referem ao calculo de y nas
questdes 2A e 2B. A semelhanca destas varidveis € que para calcular a medida do
segmento formado nas paralelas em qualquer uma das questdes, faz-se necessario ter
nocao de semelhanga ou do reciproco do teorema de Thales (aspecto dilatacéo).

No nivel 14 estéo as variaveis 3 e 7 que se referem ao erro da questdo 1, tanto
para calcular o valor de x quanto o dey. O erro nesta questéo foi provocado devido a
posicdo das paralelas em relacdo as transversais parecerem ser perpendiculares, levando
amaioria dos alunos aplicar indevidamente o Teorema de Pitagoras.

Agora, analisaremos as variaveis 4, 8, 11, 18, 14, 21, 29, 25, 33, 37, 40 que
formam a classe 3, aqual podemos associar aos procedimentos ou modalidades que néo
foram feitos.

Nesse grupo as variaveis com forte grau de semelhanca séo a4 e 8 (nivel 6), que
se referem a questdo 1 onde as paralelas estdo na posicdo vertical; associados a essas
temos as variaveis 11 (nivel 8) e 18 (nivel 13) ambas se referindo ao calculo do
segmento formado nas transversais (questdo 2A e 2B); a semelhanca entre essas
variavels esta na estratégia de resolucdo em que o alunos poderiam ter resolvido essas
questdes por qualquer um dos pontos de vista independente da posicéo das paralelas.

No nivel 11 estdo as varidvels 14 e 2; associados a essas temos a variavel 29
(nivel 20), todas se referindo ao calculo de y nas questdes 2A, 2B e 2C respectivamente,
em que percebemos a semelhanca entre estas questdes na estratégia de resolucéo
(aspecto dilatagéo) e a dessemelhanca da variavel 29, relacionada a dificuldade gerada
pela configuragdo em que as transversais se interceptam entre as paralel as.

No nivel 9 temos as varidveis 33 e 37 que se referem as questdes 3A e 3B
(verificag8o de retas paralelas), em gque provavel mente os alunos devam ter deixado sem
fazer por setratar de algo ndo habitual.

Analise Estatistica Implicativa

Buscamos pela analise implicativa as estruturas implicativas no seguinte
sentido: tal comportamento a esta acompanhado, de modo consequiente ou néo, de tal
comportamento b, quer dizer, amaioria dos alunos que tem a modalidade a tem também
a modalidade b. Esta expressdo € semelhante a implicagcdo a 0 b ou a inclusdo do
conjunto daguelas que tém a no conjunto daquelas que tém b.

Analisando da mesma maneira todas as duplas (a,b), taisque n, < n, (N, € 0
numero de ocorréncias do item a e n, € o0 numero de ocorréncias do item b), associamos
os quantificadores sobre um caminho de modalidades de respostas ay, a, ..., a.
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Com a andlise estatistica implicativa, podemos estudar a implicacdo em
variaveis binarias (que € o que nds estamos considerando), entre variavels ndo binarias
(freqiiéncias) ou entre classes de variaveis de qual quer natureza.

O gréfico 5 apresentado na pégina seguinte, fornecido pelo programa CHIC
permite uma andlise implicativa das varidveis, duas a duas. Neste grafico, os valores
indicam o grau de implicacéo entre varidveis, o simbolo @ L b foi utilizado para
designar que avariavel a ndo implicanavariavel b .

Neste grafico podemos ressaltar trés grupos.

O primeiro (subgréfico a direita) € constituido de comportamentos que levaram
ao acerto das questdes, 0 qual podemos verificar pelas variave's. 22, 38, 26, 34, 19, 12,
30, 5, 15, 1e9.

O segundo grupo (subgréfico central) € constituido pelo procedimento dos
alunos de ndo ter feito a questdo, podendo ser observado pelas variaveis. 11, 4, 18, 8,
14, 37, 21, 29, 25, 33, 41, 45 e 40.

No terceiro grupo (subgrafico a esquerda), achamos todos os processos que
conduzem ao fracasso total, ou sga, questdes que os alunos ndo acertaram. Ela é
verificada pelas variaveis: 23, 10, 3, 7, 44, 43,20, 13, 36, 32, 17 .

Andlisando cada grupo percebemos nitidamente uma hierarquia de
complexidade em relacdo ao grau de dificuldade da questéo e em relacdo ao nimero de
ocorréncias de cada variavel.
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Grafico 5 - Implicacéo - teste diagnostic
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Analisando as implicacfes entre as variaveis do primeiro grupo, percebe-se que
avariavel 22 (AX2C) tem implicacdo com todas as demais variaveis deste grupo. Esta
variavel se refere ao acerto do calculo de x na questédo 2C, em que as transversais se
interceptam entre as paralelas. Essa questdo parece ser a mais dificil, foi a questdo que
menos alunos acertaram, pois além do obstaculo da posicéo das transversais as medidas
dadas néo sdo correspondentes e nem todos os alunos perceberam que o valor de x € a
medida do segmento inteiro. Provavelmente o aluno que acertou essa questdo que é a
mais complexa deve ter acertado as demais cujo grau de dificuldade € menor.

O maior indice de implicacdo (0,95) desta variavel foi com a variavel 26
(AY2C) que se refere ao célculo de y na questdo 2C em que a Unica diferenca € em
relacdo a estratégia de resolucdo. Em todas as questdes analisadas para calcular o valor
de x, 0 aluno poderaresolver utilizando qualquer um dos 3 aspectos citados na andlise a
priori e para calcular o valor dey, devera trabalhar com semelhanca ou sob o aspecto
dilatacdo. No calculo de y na questdo 2C os valores fornecidos para se efetuar este
calculo sdo correspondentes o que fez com que mais alunos acertassem o calculo dey
do que os de x nesta questdo. Observando as demais questOes percebe-se nitidamente,
através do grafico implicativo, que as varidveis que se referem ao clculo de Y
implicam nas variaveis que se referem ao calculo de X , 0 que significa que o aluno que
acertou o calculo de Y provavelmente acertou o calculo de X nas questdes 2A e 2B.
Quem acertou a questdo 1B, provavelmente acertou o0 a questdo 1A. Quem acertou a
questdo 3B, provavel mente acertou a questdo 3A.

Nesse grupo temos que a variavel 24 ndo implica nas variaveis 1, 5 e 15; as
variaveis 26 e 38 ndo implicam navariavel 9 e avariavel 12 ndo implicanavariavel 1.

Apoés avariavel 22 temos avariavel 38 (AT Q4) que se refere a um problema de
aplicacdo do teorema de Thales para verificar se a figura € um quadrado ou ndo. A
dificuldade nesta questdo € perceber a aplicacdo do teorema ou a semelhanca de
triangulos como uma estratégia para verificar se os lados do quadrilatero ADEF séo
congruentes, o que levou varios alunos a errarem a questdo e muitos néo justificarem.
Com excecao da variavel 9 todas as demais implicam nesta. A implicagcdo maior desta
variavel (0,99) é com avariavel 19 (AY 2B) o que significa que quem acertou a variavel
38 provavelmente acertou avariavel 19, pois as estratégias de resolucdo sao similares.

Percebe-se também neste grupo, que as variaveis 1 (AT1A) e 9 (AX2A) estéo
implicadas com quase todas as outras variaveis deste grupo. Em ambas as questdes a
aplicacdo do teorema de Thales pdde ser feita utilizando um dos 3 aspectos e as
medidas dadas sdo correspondentes, 0 que provavelmente proporcionou a maioria dos
alunos a acertarem estas questoes.

Com relacdo a posicdo das paraelas, percebemos que no caculo de y, quem
acertou a questdo 2B (paralelas inclinadas) provavelmente acertou a questdo 2A
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(paraelas horizontais) que provavelmente acertou questdo 1B (paralelas verticais). No
calculo de x, quem acertou a questéo 2B (paraelas inclinadas) provavelmente acertou a
questdo 1A (paralelas verticais) que provavelmente acertou questdo 2A (paraéelas
horizontais).

Analisando as implicacdes entre as variaveis do segundo grupo, verificamos que
avariavel 11 (NX2A) tem implicagdo com todas as demais variaveis deste grupo exceto
com a 36 (EQ3B). Provavelmente, por ser esta questdo a mais fécil, poucos alunos
deixaram de fazé-la. Observamos neste grupo que as implicagdes entre as variaveis
referentes as questdes que ndo foram feitas esta em ordem inversa em relagcéo as
variavels referentes ao acerto das questdes. Notamos que a questdo mais dificil (2C) foi
a que mais alunos deixaram de fazer e as questGes mais faceis (2A e 1A) foram a que
menos os alunos deixaram de fazer e assim por diante.

Quem deixou de fazer o célculo de x nas questbes 2A, 1A, 2B provavelmente
ndo fez o calculo dey nas questdes 1B, 2A, 2B e 2C.

Analisando as implicacfes entre as variaveis do terceiro grupo, verificamos que
provavelmente o aluno que errou o céculo de X na questdo 2C (transversais se
interceptando) provavelmente errou o célculo de X e de Y na questdo 2A, errou o
ciculo de y na 2B, errou a questdo 1B a questdo 5 (todos erraram). A variavel 36
(EQ3B) tem forte implicacdo (0,99) com a variavel 32 (EQ3A) e ambas implicam na
variavel 41 (NJC4) o que significa que o aluno que errou a questdo 3B, errou a questéo
3A e aquestdo 4, pois nestas questdes as estratégias de resolucdo sdo similares, ou sgja,
o aluno deveria ter aplicado o teorema de Thales ou para verificar se as retas sdo
paraelas (3A e 3B) ou para verificar se as medidas dos lados do quadrilatero da questdo
4 s30 congruentes.
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Nesta &rvore as variaveis em vermelho se referem ao erro das questfes, as
variaveis em azul ao acerto total das questdes e as varidveis em preto as questdes que
ndo foram feitas. Faremos a seguir, as observagOes mais gerais e significativas.

Na questéo 3 que tem por objetivo a aplicacdo do teorema de Thales para
verificar se duas ou mais retas sdo paralelas, levando em consideracdo as configuragoes
dos tridngulos sobrepostos (3A) e a dos triangulos opostos pelo vértice (3 B) notamos
por esse gréfico que quem acertou a 3B acertou também a 3A., quem ndo fez a 3A ndo
fez a 3B e quem errou a 3B errou a 3A. Esse fato, talvez, vem a confirmar as
constatacOes feitas por Charalambos e as de Cordier, quanto ao grau de dificuldade na
aplicacdo do teorema de Thales para as configuragbes dos tridngulos opostos pelo
vértice ser maior que quando esses estdo sobrepostos. [Vide implicagBes entre as
variaveis (34,30), (33, 37), (36,32); nivel 2, 3e4]

No céalculo de y quem ndo conseguiu determinar na configuracéo dos triangulos
sobrepostos (2B), ndo conseguiu também na configuracdo dos triangulos opostos pelo
vértice (2C). [Vide implicacfes das variaveis (21,29); nivel 1]

Quem aplicou o teorema de Thales para verificar se o quadrildero é um
quadrado provavelmente acertou o célculo de y na questédo 2B (paraéas inclinadas)
pois, em ambas, a estratégia de resolucdo é o uso de semelhanca ou a aplicagdo do
teorema de Thales sob 0 aspecto dilatacéo. [Vide implicagdes (38,19); nivel 5]

O auno que erra a questéo 3 (verificagdo se as retas sdo paraelas)
provavelmente erra a questdo 4 (verificacéo se a figura € um quadrado) n&o justificando
adequadamente sua resposta, talvez por ndo perceber a aplicacdo do teorema de Thales.
[Vide implicacdes (36,32); nivel 8]

Quem ndo soube calcular o valor de Y na questéo 2A , ndo soube calcular o
valor de X na questdo 2C pois, na questdo 2C aém do aspecto da configuragdo dos
tridngulos opostos pelo vértice, o valor de x representa a medida do segmento inteiro
(soma das medidas de dois lados opostos pelo vértice). [Vide implicacdo (14,25); nivel
6]

Os alunos que erraram a montagem da proporgdo para calcular X na questéo 2C,
acertaram o célculo de y na questdo 2A. Se em ambas as questdes o aluno resolveu sob
0 ponto de vista dilatagdo, provavelmente, acertou a questéo 2A e errou a 2C devido a
posicdo das transversais e os valores fornecidos ndo serem correspondentes. [Vide
implicacdo (24,12); nivel 11]
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O auno que consegue calcular o valor de X na questdo 2C (transversais
interceptando) provavelmente acerta o cllculo do valor de Y nesta questéo, pois no
clculo de X, além do obstaculo da posicéo das transversais, temos o obstaculo dos
valores fornecidos ndo serem correspondentes, fazendo com que o calculo de x sga
mais dificil que o calculo de Y nestas questéo. [Vide implicacéo (22,26); nivel 10]

Provavelmente, 0 aluno que acerta o calculo de X na situag@o das retas paraelas
na posicdo inclinada acerta o célculo de X com as retas na posicdo vertical. [Vide
implicacdo (15,01); nivel 9]

Os aunos que dominam a aplicacdo do teorema de Thales sob o aspecto
dilatacdo ndo encontram problema para determinar o valor de X na questéo 2A, em que
as paraelas estdo na horizontal, os dados fornecidos séo correspondentes e pode ser
resolvido por qualquer um dos aspectos citados na andlise a priori. Quem errou o
ciculo de x na questdo 2A, em gque praticamente ndo tem obstaculo nenhum para
resolver, provavelmente errou a aplicacdo do teorema na questdo 1B, em que além da
posicdo das paralelas em relacdo a transversal ser um obstaculo temos o fato desta
questdo ser resolvida sob o aspecto dilatacéo. [Vide implicagdes (05,09), (10, 07); nivel
12 e 14]

O aluno que errou o caculo de y na questdo 2B (paralelas inclinadas)
provavelmente errou o célculo de y na questdo 2A (paralelas horizontais), o que
significa que estes alunos n&o dominam a aplicacéo do teorema de Thales sob o aspecto
dilatacdo. [Vide implicagdo (20, 13); nivel 13]

Provavelmente, de modo geral, o auno que ndo domina o céalculo de X, néo
domina o calculo dey e ao contrario, aqueles que sabem calcular o valor de Y, ndo tem
dificuldade em aplicar o teorema de Thales para o calculo de X quando as para€elas
estdo na posicao inclinada ou vertical. Quem ndo calculou o valor de X na questéo 2A
(amaisfacil), também ndo deve ter calculado o valor dey na questdo 2A e o valor de X
na questédo 2C, na qual, envolvem o aspecto dilatacdo e o obstéculo da posicdo das
transversais respectivamente. [Vide implicagdo: 18- (21, 29); (34, 30) - (15, 01);
11-, (14, 25); niveis 15, 16 e 17]

Os aunos que ndo fizeram a questdo 3 provavelmente ndo fizeram a questéo 5,
talvez pela dificuldade de perceber e aplicar o teorema em problemas n&o tradicionais.
[Videimplicagdo (33, 37) —» 45; nivel 19]
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CAPI'TULO 3: PROBLEMATICA

Na andlise feita sobre 0 objeto matemético “teorema de Thales’, mostramos que
esta propriedade utiliza mais de uma forma de expressdo para ser manifesta e que esta
em jogo, na producdo deste saber, a articulagdo dos registros. figural, discursivo e
numérico, além das outras nogdes que podem estar relacionadas a essa, como a
semelhanga, a homotetia e a trigonometria.

Um dos desafios para 0 ensino-aprendizagem deste teorema € como produzir a
unidade na diversidade e é isso que intencionamos pesquisar.

Em sintese, os problemas relativos a0 ensino-aprendizagem do teorema de
Thales estéo relacionados com sua forma de expressdo envolvendo os aspectos da
percepcao, das significagbes e do contexto. Vamos procurar resumir esses problemas
dividindo-os em trés blocos.

3.1.- Resumo dos problemas sobr e o ensino-apr endizagem

Com relacdo aos aspectos da percepcdo visual, no transcorrer desse estudo
preliminar, levantamos as questdes (pag.54):

a) Serd que a posicao das paralelas em qualquer uma das configuragdes interfere
na percepcao e aplicacdo do teorema de Thales? E a posicdo das transversais,
também interfere?

b) Em que medida e por gquais meios, ao ensina-lo, consegue-se trabalhar com
€sSes aspectos per ceptivos?

Visando responder essas questfes, aplicamos um teste diagndstico, em 1998,
para verificar a concepcao de alguns alunos apos jaterem estudado o teorema de Thales.
Constatamos que o indice de acertos variou segundo a posi¢éo das paraelas, a posi¢céo
da interseccéo das transversais com relagdo as paraelas, se eram fornecidas ou ndo as
configuragbes nas situagdes-problema, se era pedido para calcular a medida dos
segmentos formados nas transversais ou nas paralelas. Diante destas constatacOes
fizemos um levantamento de algumas pesquisas jA elaboradas nesta direcdo e
destacamos a de Cordier e a de Charalambos.

Cordier, ao analisar a aplicacéo do teorema de Thales no quadro da tipicalidade,
detectou que a fonte dos desvios cognitivos esta relacionada com a propriedade da
tipicalidade das representacdes cognitivas. Uma representacéo tipica pode ser criada
como um modelo pelo sujeito e 0 problema esta relacionado, muitas vezes, no fato de
que, diante de um modelo, os alunos se atém mais nas multiplas propriedades
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figurativas dessas configuragbes do que na abstracdo das propriedades estritamente
necessarias a aplicacéo do teorema. Por meio das suas experimentacoes, constatou que
as representacdes tipicas com relacdo ao teorema de Thales sdo instaladas durante a
fase de aquisicdo desta propriedade e estdo ligadas, de um lado, as figuras geométricas
e, de outro lado, as projecdes. No ambito das projecdes, encontram sua justificativa na
classificac@o dos erros, salientando como representacdo tipica aquelas pelas quais as
projecdes se fazem sempre no mesmo sentido, da esguerda para a direita. Quanto as
figuras geométricas, verificou-se que as propriedades ligadas a especificagcdo do angulo
(agudo, obtuso) € verdadeiramente ndo-pertinente comparando com o ndmero e a
posicdo das paralelas. As configuragcbes mais representativas observadas sdo, com
relacdo a posicdo das paralelas, aquelas que estdo na posicao horizontal. Em seguida,
com bem menos destaque, as de posicdo vertical. Com relagdo a interseccdo das
transversais e a0 numero de paralelas, a mais representativa é aguela em que as
transversais se interceptam acima das paralelas. Nesse caso 0 nimero de paraelas ndo
interfere.  Ja, quando as transversais se interceptam entre as paraelas, a
representatividade € maior ao apresentar trés paralelas do que duas.

Charalambos, constatou por meio do teste inicial para a avaliacdo das pré-
aquisicdes de alguns alunos do 1° ano do Ensino Médio, que a aquisicdo do teorema de
Thales era limitada a uma Unica situag&o figurativa (tridngulos sobrepostos). Apds uma
experimentacdo em que se procurou trabalhar com a variedade das configuragoes
homotéticas e com a articulagdo entre o registro numérico e o registro figurativo
visando o ensino da homotetia, constatou-se uma melhora nos percentuais com relacéo a
aplicacdo do teorema de Thales, porém ainda persistem as diferencas entre os
percentuais de acertos, em ordem decrescente, com relacdo as situagdes figurativas dos
tridngul os sobrepostos ou ndo e em relacéo ao calculo dos lados obliquos ou do terceiro
lado.

Diante deste panorama, colocamos 0s seguintes problemas:

1) A maneira como se tem ensinado o teorema de Thales e a forma como
esta propriedade vem sendo apresentada nos livros didéticos tem proporcionado
aos alunos a aquisicao de uma concepcao limitada, bem como, a formacéo de
configuragcBes prototipicas ocasionando a ndo-percepcdo da aplicagdo dessa
no¢ao em outras configuracgdes ditas ndo tipicas.

2) Como, entdo, proporcionar um ensino que leve os alunos a fazer um
reconhecimento e/ou apreender que diferentes configuracbes topologicas
articulam o mesmo significado?
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Com relacdo aos aspectos da significacdo, no transcorrer desse estudo preliminar
foram expostas algumas proposi¢oes sintagméticas relativas ao teorema de Thales que,
em nivel sintético, implicam a articulagdo dos significantes mantendo uma relacéo de
proporcionalidade e, em nivel semantico, implicam as significacdes que estdo implicitas
em cada proposicdo com relacdo aos pontos de vista (conservacdo das abscissas,
conservacao da relacdo de projecéo e dilatacdo). Entendendo que o objeto de estudo em
questdo na sua significacéo global é o teorema de Thales sob trés pontos de vista (Guy
Brosseau), levantamos outros problemas:

3) Como fazer com que 0 ensino do teorema de Thales e sua aplicabilidade
conduzam a apreensdo dessa globalidade sintatico-semantica?

4) Em que medida e por que meios consegue-se organizar os trés pontos de
vista?

Com relagdo ao aspecto do contexto, estamos pensando tanto em como o
teorema de Thales esta relacionado com os outros conceitos afins na producdo deste
saber, como em relacdo as suas aplicagdes pelos alunos apds a sua apreensdo. Foi visto
gue os conceitos como a homotetia, a semelhanca, 0 teorema de Thales e a
trigonometria, implicita ou explicitamente, tratam de proporcionaidade e de
paralelismo. Sendo assim, podemos formar vérias seqliéncias de ensino por meio de
vérias redes sintagmaéticas articulando todos esses conceitos. Nesse sentido, expomos
outros problemas:

5) Observando a forma com que se tem ensinado essas no¢des e, mesmo,
como vem sendo apresentadas nos livros didaticos, percebemos que esses
contedidos sdo trabalhados de forma estanque, sem nenhuma articulacéo explicita
entre eles, fazendo com que, no contexto de determinadas situacbes-problema, o
aluno, na busca de uma estratégia de resolucdo, nem sempre perceba as
aplicacbes que sgam mais ou menos pertinentes, ou talvez, aceda a uma
determinada nogdo ndo percebendo a aplicacdo de outras, nem a pertinéncia da
utilizacdo desta ou de outra nocdo na resolucdo do problema, simplesmente por
ter uma concepcdo limitada desses conceitos.

6) A apreensdo visual, muitas vezes, interfere condicionando a apreensio
operatdria. Constatamos, no teste diagndstico, uma dificuldade muito grande nos
alunos em perceber a aplicagdo do teorema de Thales em situagbes em gue néo
se forneciam as configuragfes. O fato de se dar um destague maior a produgéo
desse saber com situagBes-problema fornecendo as configuragoes, talvez, seja
um dos motivos desta associacdo e da ndo-percepcdo em outras. Como
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minimizar a influéncia da apreensdo visual relacionada a imagem prototipica da
aplicacdo do teorema de Thales em prol da aquisi¢éo da apreensdo operatoria?

3.2 —-Problemaética

Uma vez detectado (via teste diagndstico, pesquisas, teses de mestrado,
palestras, congressos) que a maioria dos alunos hoje em dia tem uma concepgéo
limitada do teorema de Thales, ocasionada por uma prética de ensino e reforcada pelos
livros didéticos, e que talvez sejam esses 0s motivos que levaram muitos alunos, apos o
ensino dessa nogéo, a ndo perceber a aplicagdo dela em qualquer configuragdo ou em
situagdes em que as configuragdes ndo sejam fornecidas, ou, mesmo quando percebida
sua aplicagdo, a ndo montar a proporcéo adequadamente, os problemas se resumem em:

“Como produzir uma sequéncia de ensino, que proporcione ao aluno a

apreensdo da nocao do teorema de Thales, observando todos os aspectos
acima descritos quanto a percepcao visual, as significagdes e ao contexto?”

3.3 - Hipobteses da problematica

1) Como, na maioria dos seres humanos, com relacdo aos 0rgdos do sentido, a
visdo é o que mais se tem desenvolvido, e, com relacdo as formas de
expressdo, a apreensdo da figura é mais fécil de ser fixada em comparacdo a
um discurso em lingua natural, e em se tratando da producdo de um saber
plurissémico, acreditamos que devemos iniciar propondo situagdes-problema
em lingua natural para que o aluno produza suas configuragdes sem que se
imponha umaimagem prototipica.

2) Pensamos que diferentes configuracdes topoldgicas podem gerar o mesmo
significado desde que o sujeito esteja familiarizado com estas variabilidades
perceptivas. Acreditamos que, utilizando o software Cabri-géométre |, por se
tratar de um programa que proporciona trabalhar a geometria de forma
dindmica, poderemos, em uma mesma situacaéo-problema, estar trabalhando
com estas variabilidades perceptivas, bem como, pela observacdo e
experimentacdo, 0s sujeitos poderdo levantar conjecturas de fendmenos
variantes e invariantes, para posterior comprovacao e generalizagao.

3) Pelo fato de o plano de expresséo, em relagdo ao teorema de Thales, ndo dar
conta de apreender o plano de contelido e, como foi exposto na analise do
objeto matemético, segundo Duva (1995, p.69), toda representacdo ser
cognitivamente incompleta em relagcéo ao que ela representa e os registros de
representacdo semidtica ndo apresentarem 0S mMesSmos aspectos de um
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mesmo conteddo conceitual, portanto, para o aluno apreender a nogdo do
teorema de Thales em sua globalidade perceptiva ou mesmo semantica
sintdtica faz-se necessario diversificar 0s registros de representacéo
semidtica, explorando as conversdes implicitas ou explicitas, aém de
explorar as possibilidades de transformacéo dadas pelas regras de tratamento
de cadaregistro em questéo.

4) Segundo Duval, podemos obter uma produtividade cognitiva de articulagdo
de registros, utilizando uma rede semantica (articulagdo entre registro de
rede e registro de lingua). Com isso, acreditamos que por meio da rede
semantica podemos organizar os trés pontos de vista relacionados com essa
no¢do, bem como, fazer a articulagdo com os outros conceitos implicitos e
explicitos com as nogdes afins.

5) Trabalhando com algumas situacfes-problema de aplicacdes do teorema de
Thales, acreditamos que esta propriedade passa a ter um maior significado
para 0 aluno induzindo ou possibilitando a utilizacdo desse como estratégia
de resolucéo em outras situacdes afins.

3.4 - Metodologia para verificar, validar ou invalidar as hipoteses

Com a finalidade de tentar provar as hipdteses acima levantadas, €laboramos
uma sequéncia didatica com atividades experimentais em que o0s alunos tanto iriam
utilizar o software Cabri-géométre | quanto os instrumentos de desenho (régua,
transferidor, compasso) para fazer construcgdes, levantar dados pela observacéo, tecer
conjecturas para posterior validacdo e conclusdo de aspectos relativos a aprendizagem
das nogdes de semelhanca e do teorema de Thales. Elaboramos também uma ficha de
observagao para cada atividade visando direcionar, organizar e facilitar a anotagdo das
observagoes.

Trabalhamos com duas turmas de 8° série do Ensino Fundamental: na 8° série A,
com 30 alunos, aplicamos essa sequiéncia didética e fizemos uma observacéo mais
sistemédtica, na 8 série B, com 31 alunos, foi utilizado o livro didético (livro 1 da
analise anterior) de forma tradicional. Durante a aplicacéo de toda segiiéncia, tivemos a
presenca de um observador, gravamos as perguntas feitas ao aplicador e as respostas
dadas aos alunos, guardamos as producdes escritas dos alunos e as atividades de
construcdes feitas no computador foram salvas em disguete.

Passados aproximadamente dois meses do término da sequiéncia aplicamos um
pos-teste nas duas turmas concomitantemente, sem prévio aviso, para verificar as
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concepcdes desses alunos apds ja terem estudado essas nocles. Esse pés-teste foi
idéntico ao teste diagnostico aplicado em 1998, quando fizemos os estudos
preliminares. Durante a aplicacdo, em nenhum momento foi dito aos alunos os assuntos
abordados nesse teste, os aplicadores ndo interferiram na resolucéo dos alunos, a Unica
instrucdo dada foi que procurassem uma estratégia para resolver todas as questdes
evitando deix&las em branco.

Assim que terminamos as corregdes do pos teste, fizemos entrevista individua
com cada um dos alunos do grupo experimental dando um retorno de seu desempenho,
mostrando seus erros, elogiando os pontos positivos, pedindo esclarecimento de
algumas respostas e justificativas que ndo haviam ficado bem claras.

Utilizamos, como fontes de dados dos desempenhos iniciais dos alunos e das
mudancas ocorridas, as informacfes fornecidas pela professora da classe sobre os
alunos, as anotagdes do observador, as fichas de atividades dos alunos, os disguetes com
as atividades feitas pelos alunos no computador, as gravacdes, os depoimento de alguns
alunos, a entrevista e 0 pos-teste. Com essas informagdes, fizemos uma andise a
posteriori e a validacdo das hipoteses da pesguisa deu-se pela confrontacdo dos
resultados apresentados no teste das duas turmas e também pela confrontacdo das
analises apriori e aposteriori.

3.5 - Embasamento tedrico para justificar, fundamentar e apoiar a
problematica

Fundamentamos nossa pesquisa nos estudos feitos sobre os registros de
representacéo semiotica de Raymond Duval (1995).

Segundo Duval (1995, capitulo 1V, p.172 a 175) as atividades mateméaticas em
geometria normalmente implicam os registros das figuras e os registros da lingua
natural. Os tratamentos normalmente sdo efetuados num dos dois registros (aquele que
for mais econémico e melhor controlavel, ou a escrita ssmbdlica ou a representacéo
gréfica) e para a atividade cognitiva isso ndo é suficiente. Os tratamentos figural e
discursivo devem ser efetuados simultaneamente e de maneira interativa. A
originalidade das atitudes em geometria comparada a outras atividades mateméticas
deve-se ao fato da coordenacdo dos tratamentos especificos ao registro das figuras e o
de um discurso tedrico em lingua natural ser necessario. Ha uma falsa proximidade
entre os tratamentos que s80 naturais para cada um desses registros e 0s que a atividade
matematica exige, pois o tratamento figural esta relacionado com as leis de organizacéo
da percepcéo visua e o tratamento discursivo aparenta situar-se no prolongamento
direto da lingua, porém com um emprego especializado e ndo um emprego comum. As
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figuras induzem a uma interpretacdo perceptiva quase automatica que, as vezes, parece
convergir com ainterpretacéo matematica, mas também podem sempre divergir.

“A necessidade de uma coordenacéo entre os tratamentos levando a registros
figurais e discursivos, a falsa proximidade entre os tratamentos
matemati camente pertinentes e aquel es espontaneamente praticados em algum
dos dois registros, comandam os problemas ligados a aprendizagem da
geometria’ (Duval, 1995, p.174).

O ponto estratégico da aprendizagem da geometria reside em propor atividades
que levem a vérios tratamentos dentro de um mesmo registro, a coordenacéo de varios
registros e a pesguisa dos tratamentos pertinentes e ndo-pertinentes no interior de um
MesMo registro.

Com relacéo ao teorema de Thales, como foi exposto na andise do objeto
matematico, nés podemos, nas atividades, coordenar 0s registros discursivo
(enunciados), figural (configuracdes) e simbdlico (montagem da proporcéo). No registro
discursivo enfatizamos os pontos de vista abordados por Brousseau para enunciar o
teorema. No registro figural, levando em consideracdo as configuragdes destacamos
dois blocos de configuragdes mais pertinentes. um que induz a percepcdo da figura em
dimensdo dois e outra em dimensdo um. Confrontando as configuragdes com 0s pontos
de vista e os registros simbalicos para representar as proporgoes, foi mostrado que para
cada um dos blocos ha duas configuracGes mais pertinentes, ou sgja, aquelas em que as
transversais se interceptam acima ou abaixo das paralelas e as que se interceptam entre
as paraelas.

Essas variaveis didéticas levando a tratamentos pertinentes em cada registro
foram identificados também nas pesquisas de Cordier e Charalambos e confirmadas no
teste diagndstico que aplicamos em 1998.

Com relacdo aos tratamentos proprios ao registro das figuras geométricas, Duval
(p. 181) afirma que ndo é sempre facil “ver” sobre uma figura as relagcbes ou as
propriedades em relacdo com as hipdteses dadas e correspondendo a solugéo
pesquisada. E também propde que “de um ponto de vista cognitivo e didatico é
essencial ndo confundir a possibilidade de tratamentos figurais com a legitimidade, ou
a justificacdo matematica desses tratamentos figurais’. Além disso, a possibilidade de
tratamento figural esta ligada a possibilidade de modificages “mereoldgicas’, Opticas
ou posicionais de uma figura, modificacdes que podem ser efetuadas fisicamente ou
mentalmente e isso independentemente de todo conhecimento matematico (Duval,
1988b, p. 62-63-1994). As representacdes figurais muitas vezes séo o meio pelo qual
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podemos ver, explorar, antecipar ou limitar a classe de hipdteses ou das escolhas
consideradas na resolucdo de um problema, mas, por tras disso, esse papel das figuras é
ligado a interacdo entre uma questéo de ordem matemética e a efetuacdo do tratamento
figural pertinente em relagcdo a questdo, havendo no entanto, as “resisténcias’ ou
“arapucas’ de uma figura, fator esse, proprio dessa representacdo. E em funcao desses
fatores que se pode analisar o grau de poténcia heuristica de uma figura e que se pode
organizar uma aprendizagem centrada sobre a utilizacdo heuristica dafigura.

Duval (1995, p.188), quando trata da coordenacdo entre figura e discurso em
geometria, comenta que uma figura sO representa uma situacdo geométrica quando a
significacdo de algumas unidades figurais e de algumas de suas relagbes s&o
explicitamente fixadas no inicio. Em geometria, ndo ha desenho sem “legenda’, ou sgja,
um mesmo desenho pode levar a diferentes situagBes mateméticas servindo de suporte
intuitivo para diferentes raciocinios. Logo o desenho ndo € suficiente para afirmarmos
as propriedades desse objeto; precisamos de um enunciado para fixar as relagdes. O
acesso a uma figura geométrica € necessariamente discursivo. A conversao do discurso
em figura geométrica ndo acarreta o abandono dos tratamentos ligados ao registro de
partida, ou sgja, aos tratamentos discursivos (definigcdes, teoremas). Deve-se ter uma
interac@o entre os tratamentos figurais que guiam o caminho heuristico e os tratamentos
discursivos que, pela deducéo, constituem o caminho levando aos objetos representados
na figura. Essa interacdo pode encontrar-se bloqueada pelos fenGmenos da nédo-
congruéncia para multiplos ir e vir que a mobilizagdo simulténea desses registros
requerem.

E importante para a integraco entre o registro discursivo e o registro da figura,
gue o aluno descubra a especificidade da organizacdo dedutiva do discurso em relagéo a
suas outras formas de expansdo como a explicacdo, a argumentacéo ou a descricao.

A organizagao perceptiva de uma figura privilegia o reconhecimento de algumas
unidades figurais e tende a mascarar outras. Uma forte congruéncia entre a entrada
discursiva e a organizagdo perceptiva da figura podera constituir um obstaculo maior
para a resolucdo de um problema, se as unidades figurais levadas em conta ndo forem
diretamente visiveis sobre a figura e designadas no enunciado.

Na exploracdo de uma figura pela apreensdo operatéria, podemos ver se
manifestar uma variedade de subfiguras ndo vistas num primeiro olhar e que tem em
comum com a figura inicia as unidades figurais de dimensdo 2, 1 ou 0, 0 que permite
formar sequéncias diferentes de subfiguras. A correspondéncia entre o registro das
figuras e aquele do discurso se fixa em nivel da correspondéncia entre as unidades
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figurais e as expressdes referenciais. Acontece que, hum mesmo raciocinio, pode-se
fazer referéncia aos objetos que sdo representados pelas unidades figurais de dimensdo
2, 1 ou 0. No registro do discurso, isso ndo introduz nenhuma heterogeneidade de
tratamento. N&o é mais 0 mesmo no registro das figuras. um vai e vem constante entre
as unidades figurais de dimensdes diferentes implica saltos na percepcéo da figura. De
maneira mais geral, a nao-congruéncia dimensional parece -caracteristica da
coordenacéo entre figuras e argumentacdo. A exploracéo heuristica das figuras tende a
privilegiar as unidades de dimensdo 2 sobre agquelas de dimensdo inferior. Ao contrério,
a aplicacdo de definicdes ou teoremas na subfigura selecionada tende a privilegiar as
unidades de dimenséo 1 e 0" (Duval, 1995, p.191 a 194).

A reconfiguragdo, a superposicdo, colocagdo em profundidade e as outras
operacOes relativas as modificacbes possiveis de uma figura estdo longe de ser as
operacoes espontaneas e evidentes. Nd0 somente seu custo temporal aumenta com a
complexidade da figura, mas, sobretudo, nem todos os alunos conseguem efetué-las.
Sdo vérios os fatores em jogo na “visibilidade da modificagdo mereoldgica’ de uma
reconfiguragdo: o carater convexo ou ndo-convexo da subfigura obtida, o recobrimento
parcial ou o ndo-recobrimento das unidades figurais levadas em conta para essa
reconfiguragcdo, ou seja 0 seu desdobramento, a necessidade ou ndo de fracionar uma
dasunidadesfigurais, etc. Esses fatores tanto podem facilitar a operagdo de
reconfiguragdo como podem ocultar essa possibilidade.

“...A apreensdo operatdria, sem a qual as figuras ndo podem preencher sua
funcdo de suporte intuitivo, deve ser treinado. Pois esta fungdo nao somente
requer a neutralidade da organizacéo perceptiva espontanea de uma figura,
mas ela apresenta também um custo temporal que varia consideravelmente
segundo o numero, a heterogeneidade e as posi¢des respectivas das unidades
figurais elementares que a compdem” (Duval,1995, p.197).

Duval (1995, p.198 a 206) expde como condi¢des para o desenvolvimento da
apreensao operatoria que:

. Cada uma das operacOes relativas a modificagdo das figuras deve ser
explicitamente e sistematicamente solicitada por s sb. Para isso, deve-se,
evidentemente, propor 0s exercicios nos quais a resolucdo possa ser obtida por
um tratamento figural.

. A resolucdo de exercicios propostos ndo deve implicar nenhum recurso aos
passos de raciocinio, que exige a utilizacdo da defini¢cdo ou de teorema.
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A resolucéo de exercicios ndo deve implicar nenhuma mudanca de dimensdo na
sequéncia de subfiguras. Mas, geramente, um trabalho sobre as unidades
figurais de dimensdo 2, parece dever proceder um tratamento sobre as dimensdes
figurais de dimensdo 1 ou 0. Os exercicios para 0s gquais a resolucéo pode ser
obtida pela operacdo de reconfiguracdo preenchem perfeitamente a primeira e a
segunda condicéo.

Exercicio proposto deve buscar numa série organizada em funcdo de uma
variagdo sistemética dos fatores de visibilidade facilitando ou retardando a
apreensdo operatoria.

De maneira mais geral, essas condicOes pressupdem que se disponha de uma
classificacéo dos diferentes tipos de figuras susceptiveis de ilustrar ndo s6 um
conceito ou uma definicdo, mas, de preferéncia, uma rede de conceitos.
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PARTE II
EXPERIMENTACAO

deve-se efetivamente, reunir duas
qualidades muito incompativeis : saber observar;
0u sgja, deixar a crianca (aluno) falar, ndo desviar
nada, ndo esgotar nada e, a0 mesmo tempo, saber
buscar algo de preciso, ter a cada instante uma
hipétese de trabalho, uma teoria, verdadeira ou
falsa para controlar”.
Piaget. A Representacdo do mundo dacrianga, p.11
(apud Matui, Jiron. 1993, p.71)
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APITULO 4: APRESENTACAO DO DISPOSITIVO
EXPERIMENTAL

A fim de pesguisar como se da a apreenséo e producéo de sentido com relacéo
ao ensino-aprendizagem da geometria e mais especificamente com a no¢éo do teorema
de Thales, elaboramos uma série de atividades para serem desenvolvidas com alunos de
82 s&rie do Ensino Fundamental. Essas atividades foram plangadas para serem
trabal hadas pelos alunos em aguns momentos individualmente e em outros em duplas
ou, N0 Maximo, trios, dependendo da situacdo. Em algumas dessas atividades utilizamos
como material de apoio didético o software Cabri-géométre |, em outras, régua,
transferidor e 0 compasso ou a sobreposi¢cdo de figuras. Visamos desenvolver com essas
atividades primeiro a familiarizacdo com o software Cabri-géométre |, depois as nogoes
de semelhanca de figuras planas, semelhanca de triangulos para, a seguir, trabalhar o
teorema de Thales, explorando o0s aspectos da conservacdo das abscissas, da
conservacao darelacdo de projecdo e da dilatacéo.

Para cada uma das atividades referentes especificamente ao teorema de Thales,
elaboramos uma ficha de observacdo cifrada (anexo 4), visando além de agilizar as
anotacdes do observador, direcioné-las para que se anotem os fatos e ocorréncias que
consideramos pertinentes com 0s objetivos da situacdo proposta. Numeramos 0s
computadores e seus respectivos usuérios (duplas), procurando em toda aula manter as
mesmas duplas com os mesmos computadores para facilitar as anotagdes e posterior
organizacéo e tabulacdo dos dados. Caso houvesse necessidade da mudanca de
computador, a dupla continuaria com 0 mesmo numero e apenas trocariamos 0 numero
do computador. Nessa ficha de observacéo, para cada item a ser observado, elaboramos
alguns codigos para se preencher de forma a racionalizar o trabaho, possibilitando que
se observe mais de uma dupla. Reservamos, também, um espaco no final da folha para
eventuais anotagdes que o observador achar pertinente e que néo tenham sido previstas.

Apébs a elaboracdo dessa sequéncia didética, aplicamos as atividades com 0s
alunos da 82 série A do Ensino Fundamental de uma Escola da cidade de Taubaté,
Estado de Sdo Paulo. Em todas as atividades foi permitido o uso da calculadora e
propostas situagdes nas quais os alunos deveriam fazer algumas experimentacoes, tecer
comentarios, elaborar conjecturas e justifica-las. Apos cada série de atividades, houve
discussdes coletivas e a institucionalizagdo do conhecimento em jogo. Terminada a
aplicacdo dessa seqiiéncia, aguardamos aproximadamente uns dois meses e aplicamos
um pos-teste para verificar a concepcao desses alunos quanto as nogdes de semelhanca e
do teoremade Thales.

As questdes desse pos-teste foram as mesmas do teste diagnostico aplicado em
1998, quando fizemos os estudos preliminares, analisando a concepgdo de alguns alunos
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gue ja haviam estudado essa noc¢éo, afim de levantar os possiveis obstacul os didéticos e
dificuldades dos aunos. Intencionando fazer comparagdes para posterior validacdo da
pesquisa, aplicamos esse pds-teste também numa outra turma de alunos, na 82 série B,
da mesma escola, que havia estudado essa nogcdo de forma tradicional. O pos-teste foi
aplicado nessas duas turmas no mesmo dia e na mesma hora, os alunos de ambas as
turmas ndo sabiam que iriam fazer o pos-teste, nem tiveram informagcdes dos
conhecimentos em jogo na resolucdo dessas questdes. Para validacdo da pesquisa,
utilizamos os resultados do pés-teste e 0 desenvolvimento dos alunos observados
durante a experimentacao.

4.1.—- Justificativas e quadro tedrico

Antes de iniciarmos a descri¢do e andlise das atividades propostas e o relato da
experimentacdo achamos pertinente primeiro situar a experimentagéo com relacéo ao
quadro tedrico e fazer as justificativas das escolhas feitas, do uso do software Cabri
Géometre | e do dispositivo experimental em relacdo a problemética da pesguisa. A
seguir, descrever as condigOes em que ocorreu a experimentacdo e relatar um pouco da
vivéncia dos aunos durante as primeiras sé&ries do Ensino Fundamental para que
tenhamos uma visao do perfil desses alunos perante a escola e 0 ensino da geometria o
que facilitara mais a frente entender seus comportamentos e atitudes.

4.1.1.- Experimentacdo com relacdo ao quadro tedrico

Para elaboracéo da seqliéncia didatica e, posteriormente, para a andlise do pés-
teste, utilizamos como referencial tedrico 0s registros de representacdo semidtica
propostos por Raymond Duval, os resultados da pesquisa feita por Cordier (1991)
apoiada na teoria da tipicalidade e nas observacOes feitas por Charalambos (1991) na
pesquisa sobre homotetia com relacéo ao teoremade Thales.

Segundo Cordier, algumas representactes sdo mais familiares para os alunos que
outras, normalmente as mais familiares conduzem ao sucesso e as menos familiares
levam ao fracasso. Constatou em sua experimentacdo que as representagdes tipicas do
teorema de Thales estéo ligadas as figuras geométricas (nimero e posi¢ao das paralelas)
e as projecdes (sendo mais tipica quando as projecdes se fazem no mesmo sentido).

Charalambos salienta que, explorando nas atividades a variedade de
configuragbes homotéticas e a articulagcdo entre o registro numérico e 0 registro
figurativo, o indice de sucesso na aplicagdo do teorema de Thales aumenta; porém,
ainda persistem algumas diferencas quanto as situaces figurativas, maior acerto nas
configuragdes em que se tem triangulos sobrepostos do que quando esses sdo 0postos
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pelo vértice, e, com relacdo ao célculo dos lados obliquos ou dos lados paralel os, sendo
maior o erro no calculo dos lados paraelos.

Quanto aos registros de representacdo semiotica de Duval, apoiamo-nos:

. no fato de que uma nogédo ndo pode ser formada com base em um Unico registro,
necessitando-se trabalhar a diversificagdo e integracdo dos registros para a
formagdo do conceito e para ndo se confundir o objeto representado com sua

representacao;

. na conversao de registros e o posterior tratamento desse;

. nas unidades figurais elementares para 0 registro das representagoes
geométricas,

. no estudo das configuragdes e proposi ¢oes pertinentes,

. nos fendmenos rel acionados “a congruéncia ou ndo-congruéncia;

. na conversdo de registros diferentes, entre enunciado e 0s processos de
resol ucéo;

. nas apreensdes necessarias para assimilacdo das nogdes geométricas e para sua

aplicagdo na resolugdo de um problema. As apreensdes exploradas foram a
apreensdo perceptiva e a apreensdo operatoria

4.1.2.- Justificativa das escolhas feitas

Objetivando realizar a pesquisa num contexto o0 mais proximo possivel da
realidade vivida por alunos e professores, é que optamos por aplicar a sequéncia
didética na 82 série do Ensino Fundamental de uma Escola da cidade de Taubaté, dentro
do horéario normal das aulas de matemética, trabalhando com todos os aunos sem
nenhuma discriminagdo. A decisdo de escolher essa Escola da cidade de Taubaté deveu-
se a varios motivos. ser uma escola de aplicagdo da Universidade e tem hoje uma
direcdo aberta a pesquisas e a novas tecnologias, ter um laboratério de informética;
receber alunos de vérios bairros da cidade e de cidades vizinhas, proporcionando
convivéncia com uma clientela bem diversificada e ndo apenas com uma €lite;
proporcionar aos alunos o estudo do Desenho Geométrico desde a 52 série do Ensino
Fundamental, o que nos leva a pensar que esses aunos ja adquiriram as nogdes
geométricas e de construgdes facilitando, talvez, a manipulagdo do software Cabri-
géometre |.

Optamos por organizar atividades em grupo por varios motivos, tais como: no
laboratorio, devido a quantidade de computadores disponiveis e, principalmente, porque
o trabalho em grupo ajuda os alunos a desenvolverem as habilidades de expresséo oral e
escrita, 0 convivio em grupo, intencionando que troguem informagdes uns com 0s
outros, discutam procedimentos e estratégias para a resolucdo das atividades, levantem
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conjecturas e hipdteses, tecam comentarios e conclusdes comuns, visando com isso o
enriquecimento de cada um dos aunos. Algumas atividades foram propostas
individualmente para que os alunos ndo criassem dependéncia do grupo e para que
tivessem a oportunidade de testar seus conhecimentos e habilidades refletindo sobre
seus erros, acertos e dificuldades. Em algumas atividades que foram propostas para
serem realizadas em casa, pedimos que fizessem sozinhos para ndo terem desculpas
alegando a dificuldade de se encontrar. Na sada de aula, essas atividades foram
discutidas em grupo. Utilizamos também a régua e 0 compasso por serem instrumentos
gue todos os alunos tém e supde-se que sailbam manipular, o que facilita a realizacdo de
algumas experimentacdes e construcdes em casa.

Como material de apoio pedagdgico, optamos trabalhar com o software Cabri-
géometre | por proporcionar trabalhar uma geometria dindmica e também devido a
outras vantagens que iremos relatar a seguir na justificativa do uso desse programa.

4.1.3. — Justificativa do uso do programa Cabri-Géometre

O programa educacional Cabri-géometre | foi desenvolvido no laboratério de
Estruturas Discretas e de Didética do Instituto de Informética e de Matematica Aplicada
de Grenoble (IMAG) na Universidade Joseph Fourier de Grenoble- Franca. “Ele € um
ambiente informatico aberto no qual o usuério pode explorar um dominio particular e
descobrir suas propriedades, com um minimo de gjuda do sistema. Foi desenvolvido
para a exploracéo do universo da geometria elementar.” (Saddo,1997, p.149)

Os motivos que nos levaram a escolher o software “Cabri-géometre I” foram:

. ser um programa educacional;

. ser um programa de facil manipulagdo devido a coexisténcia das primitivas de
construcdo de desenho puro e das primitivas geomeétricas (ponto, reta, segmento,
circunferéncia, etc.), o que permite construir todas as figuras geomeétricas
elementares que podem ser tragcadas numa folha de papel com a utilizagcéo da
régua e do compasso;

. ser mais vantajoso em relacdo a construcdo com régua e compasso por
possibilitar uma modificagdo dindmica do desenho, ou sga, conseguir, pelo
deslocamento de um dos elementos basicos do desenho (por meio do mouse),
deformar a figura construida respeitando as propriedades geométricas utilizadas
na construcdo ou decorrentes dessa. Essa caracteristica do programa
proporciona, apés a construcdo de um desenho com agumas propriedades
determinadas, 0 acesso rgpido e continuo a uma familia de desenhos que mantém
essas propriedades associadas a uma mesma figura, constituindo-se assim numa
ferramenta rica de validagdo experimental de fatos geomeétricos, sem contudo
criar umaimagem prototipica;
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. permite a diferenciacdo entre desenho e figura. A figura € em nosso estudo o
objeto tedrico geométrico (um conjunto de elementos geomeétricos ligados por
relagdes) enquanto que o desenho € uma representacdo material desse objeto
tedrico, um traco sobre a areia, 0 papel, a tela do computador ou todo outro
suporte fisico. A um mesmo desenho podem corresponder varias figuras,
segundo a leitura tedrica que se fizer. Em particular, um desenho, por s SO, ndo
pode levar em conta a variabilidade dos elementos da figura aos quais ele é
associado;.

. permite a interacéo entre o perceptivo e o geomeétrico de forma frutifera, quando
empregado levando em conta a exploracéo desses dois aspectos. Interacdo entre
o visual e o tedrico;

. permite um novo contrato didatico em vérios sentidos: um deles com relacéo a
construcdo, em que ndo se trata mais de produzir um desenho, mas sim uma
figura que conserva suas propriedades,

. permite, por meio do menu historico, reconstituir os passos de construcdes
utilizados pelos alunos;

. permite a exploracdo das propriedades de uma figura ja construida numa
atividade caixa preta;

. possibilita a ateracdo do menu, excluindo algumas construgdes ou

acrescentando outras através das macro construgoes, de acordo com os objetivos.

4.1.4.- Justificativa do dispositivo experimental com relacéo a
problematica

Lembrando o que jafoi exposto no estudo do objeto matematico e na descricéo
da problematica, o teorema de Thales € uma nocdo que utiliza mais de uma forma de
expressdo para ser manifestada. Desse modo procuramos elaborar uma seqiéncia
didética explorando a integracéo entre os registros figural, discursivo e numeérico, 0s
tratamentos pertinentes num mesmo registro e as varias faces pelas quais podemos ver o
teorema de Thales, ou sgja, os pontos de vista citados por Guy Brousseau (conservagao
das abscissas, conservagdo da relacdo de projecdo e dilatagdo), visando produzir a
unidade no meio a diversidade. Para abordarmos esses pontos de vista relacionando-os
com as no¢des de semelhanca, homotetia e as razbes trigonomeétricas, criamos uma rede
semantica e elaboramos as atividades procurando ir formando essas nogdes seguindo a
ordem proposta na rede semantica.

Devido ao fato de os problemas referentes ao ensino-aprendizagem do teorema
de Thales estarem relacionados com os aspectos da percepcdo, das significagdes e do
contexto, intencionando minimiza-los e procurando validar as hipéteses levantadas, é
gue tomamos algumas decisdes relativas as escol has feitas na el aboragéo das atividades.
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A primeira decisdo foi quanto a0 uso do software Cabri-géometre 1.
Acreditamos que essa Uutilizacdo sgja Util no sentido de propiciar explorar as
variabilidades perceptivas das possiveis configuracbes do teorema de Thales, por se
tratar de um programa gque permite trabalhar com uma geometria dinamica.

Procuramos apresentar a maioria das atividades no registro discursivo evitando
fornecer um esquema ou uma configuracdo com o intuito de ndo criarmos uma imagem
prototipica uma vez que ndo existe uma configuracdo Unica que explicitamente
represente todas as demais. Assim, cada grupo tera a possibilidade de construir a sua
configuragdo ao utilizar o computador como um meio de conversdo do registro
discursivo dado pelos enunciados para um registro grafico. Ao redlizarem essa
representacao eles deverdo fazer algumas observacfes quanto as razdes, as proporcdes
analisando as vérias posi¢des que sao permitidas pelas caracteristicas do Cabri-géometre
| levantando algumas conjecturas e, a seguir, tentando justificdlas matematicamente.
Procedendo assim, acreditamos que esses alunos terdo a possibilidade de chegar a
conclusdes préximas das proposicdes de Thales percebendo que ndo existe uma Unica
representacdo para cada situacéo, pois, além das varias representacoes gréficas que eles
produziram manipulando o computador, terdo a oportunidade de ver que nem todos os
grupos construiram as mesmas configuragdes, porém chegaram a proposicoes
equivalentes. Intencionamos, nas atividades iniciais especificas do teorema de Thales,
abordar os trés aspectos pelos quais podemos olhar essa no¢do. Primeiro, sob o ponto de
vista da dilatacdo que poderd ser justificado pela semelhanca de tridngulos
(conhecimento que acabaram de adquirir nas atividades iniciais). A seguir, a
conservagdo das abscissas em que os alunos dever8o perceber que existem outras
proporcdes possiveis de serem construidas utilizando a medida dos segmentos formados
por duas transversais a um feixe de paralelas ou utilizando a medida dos segmentos
formados pelos lados ndo paralelos de trigngulos sobrepostos ou opostos pelo veértice.
Depois, elaboramos uma atividade na qual, além de adquirir a nocdo de projecéo
paralela, esses aunos terdo a possibilidade de explorar e concluir pela observagéo das
relacdes entre as medidas dos segmentos formados nas vérias configuragcdes possiveis
utilizando retas paralelas, transversais e/ou triangulos sobrepostos, a conservacdo da
relacdo de projecdo. Por meio dessas atividades esperamos que os alunos consigam
formar a nocéo do teorema de Thales associando as vérias configuracdes e significacbes
implicitas.

Plangjamos, antes de iniciarmos o estudo da semelhanca e do teorema de Thales,
aplicar algumas atividades para familiarizar os alunos com o programa e tratar alguns
assuntos essenciais para o entendimento do teorema como razdes e proporcoes.

No estudo da semelhanga, realizamos algumas atividades no computador outras
foram pedidas para que o0 aluno resolvesse em casa.
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4.2 - Condicdo da experimentacao

A Escola na qual fizemos a experimentacdo € uma Autarquia Municipal que faz
parte da Universidade de Taubaté. Ela ministra a educagdo basica, mantendo o Ensino
Fundamental, da 12 a 82 série, 0 Ensino Médio, com trés séries anuais e o Ensino Médio
e a Educacdo Profissional com as HabilitagcBes Profissionais Técnicas em Eletronica,
Informéatica, Mecanica, Patologia Clinica e Protese Denté&ria. Por ndo se ter na regido
muitos cursos profissionalizantes, a escola recebe alunos dos diferentes bairros da
cidade e das varias cidades vizinhas como Cagapava, Pindamonhangaba, Santo Anténio
do Pinhal, Ubatuba, Campos do Jord&o, Jacarei, S0 Luiz do Paraitinga e Tremembé, o
que proporciona a formacéo de classes bem heterogéneas, tanto sob o aspecto socia
guanto cultural.

Quanto ao nivel socioecondémico, a maioria dos alunos dessa escola é de classe
média e baixa e o nivel sociocultural reflete, assim, o poder aquisitivo das familias que
valorizam mais os habitos de consumo que as atividades educativas e culturais. A
clientela escolar em geral é composta de alunos na faixa etéria de 7 a 21 anos no
periodo diurno e de 15 a 35 anos no periodo noturno.

No ano de 1999, foram formadas trés turmas de 82 série do Ensino Fundamental.
Dessas trés turmas, optamos por fazer a experimentacéo em apenas uma, ou sga, na 82
série A, pelo fato de estarmos, nesse ano, ministrando as aulas de matematica nessa
classe. Na 8?2 série B, 0 ensino da matemética ocorreu de forma tradicional, seguindo o
livro didatico (BIANCHINI, Edwaldo. 1996. Matemética 82 série.4? edicéo ver. e ampl.
Sé0 Paulo: Moderna). O procedimento nessas aulas era: o professor explicava um
assunto novo, resolvia os exemplos do livro; o aluno prestava atencéo, em seguida,
resolvia os exercicios propostos um pouco em sala de aula e o0 resto em casa; na aula
seguinte, o professor dava as respostas dos exercicios e resolvia agueles que os alunos
manifestassem ndo ter entendido ou néo ter acertado. A 82 série B serviu como um dos
parametros de referéncia para anadlise e validagcdo da sequiéncia didética.

Na grade curricular referente a0 Ensino Fundamental, estdo previstas 6 aulas
semanais, de 50 minutos cada, para serem ministradas com os contetidos do componente
curricular Matemética. Plangjamos utilizar, dessas seis aulas semanais, de trés a quatro
aulas por semana para aplicar a seqiéncia piloto junto aos alunos da 82 série A do
Ensino Fundamental, ficando estas aulas, a principio, divididas da seguinte forma:

terca-feira (duas aulas) no Laboratorio de Informética;

guarta-feira (duas aulas) atividades de dgebra na salade aula;

quinta-feira (duas aulas) na sala de aula, sendo, inicialmente, uma para tratar os
assuntos de algebra, e a outra os de geometria, porém, quando necessdrias, foram
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utilizadas as duas aulas para abordar geometria, ora para dar fechamento as atividades
propostas para casa, ora parainstitucionalizar ou dar fechamento as atividades propostas
no Laboratorio.

Planejamos trabalhar com 30 alunos e 15 computadores, ou seja dois alunos por
computador, porém, isso ndo foi possivel, no primeiro encontro constatamos gue apenas
14 computadores estavam disponiveis, assim replanejamos para que 12 computadores
fossem utilizados com dois alunos cada e os dois restantes com trés alunos cada um. De
modo geral, em quase todos os encontros no laboratério acabamos por ficar com dois
alunos em cada computador pelo fato de sempre alguem faltar.

Ao todo, nessa experimentacdo foram utilizadas 25 aulas de 50 minutos cada,
perfazendo um total de 14 encontros. Dessas aulas, duas foram utilizadas com
atividades visando a familiarizagdo dos alunos com o software Cabri-géometre | aém
da revisdo dos conceitos basicos da geometria elementar, duas para abordar e revisar 0s
conceitos de razdo e proporgdo, 8 para tratar os conteldos de semelhanca de figuras
planas e semelhancga de tridngul os, 13 para abordar especificamente a nogao do teorema
de Thales. Iniciamos a experimentacdo no dia 3 de agosto de 1999 e a Ultima atividade
foi aplicada no dia 28 de setembro de 1999. Nesse periodo houve algumas interrupcdes
das aulas devido a alguns feriados, a feira-cultural da escola e a outros eventos.

Na 8?2 série B, para se trabalhar esses conteiidos, foram utilizadas, ao todo, 16
aulas, sendo 10 aulas para tratar de razbes de segmentos e o teorema de Thales, 6 aulas
para abordar a semelhanca e semelhanca de triangul os. Esse estudo teve inicio no dia 27
de julho de 1999 e terminou em 19 de agosto de 1999.

Durante a aplicacdo da sequéncia didética referente & no¢éo do teorema de
Thales, tivemos a presenca de um observador, que procurou, de uma forma gera,
observar todas as duplas e, mais sistematicamente, trés duplas. Para facilitar, agilizar e
direcionar as anotagdes utilizou a ficha de observagdo (anexo 4) que elaboramos para
cada atividade com objetivos especificos e teceu observacdes gerais e especificas que
achou pertinente no momento. Gravamos as perguntas feitas pelos alunos e as respostas
dadas a elas. Os alunos salvaram em disquete as construcdes feitas no computador. As
atividades e producgtes dos alunos foram recol hidas para posterior andlise.

No dia 11 de novembro de 1999, fazendo 44 dias que a turma A havia
participado da experimentacdo e a outra turma 72 dias em relagdo ao estudo de
semelhanca, aplicamos o0 pos-teste nas duas turmas no mesmo horario. Ambas as turmas
ndo tinham conhecimento de que seria aplicado um pos-teste e nem 0s conceitos que
estariam em jogo nesse teste.
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Aplicamos o pds-teste, na 8% série A, junto com a professora de Inglés; na 82
série B, com a presenca da professora de Matemética da sala e do observador. As
instrucbes dadas no inicio da aplicacéo do pos-teste, em ambas as turmas, foram dadas
em conjunto com o0 observador. Quando aplicamos esse pds-teste, as duas turmas ja
haviam estudado as relagbes métricas no tridngulo retangulo, razdes trigonométricas o
teorema de Pitagoras e as leis do seno e do cosseno.

4.3— Panorama dos conhecimentos disponiveis dos alunos da
experimentacao

Iniciamos o ano letivo de 1999 com 33 alunos freguientando a 82 série A do
Ensino Fundamental, dos quais 20 alunos eram do sexo feminino (60,6 %) e 13 alunos
do sexo masculino (39,4%). No segundo semestre, quando aplicamos a sequéncia
didética, estavamos com 30 aunos, sendo 20 meninas e 10 meninos. A faixa etéria
desses alunos estava em torno de 13 anos a 15 anos (45,45% com 13anos, 51,52% com
14 anos e 3,03% com 15 anos). Desses alunos 63,64% tinham computador em casa e
36,36% néao tinham. Todos esses alunos estavam freqientando a 82 série pela primeira
vez. Desses 30 alunos, 25 ja estudavam na escola desde a 5° série, um veio da escola
Estadual, um da escola Municipal e trés de escolas particulares. Quanto a repeténcia em
séries anteriores, constatamos que 6 alunos haviam sido reprovados apenas uma vez e
24 alunos nunca haviam sido reprovados.

Levando em conta que o processo de conhecer comporta um ciclo, ou sga, 0s
conceitos, procedimentos e experiéncias aprendidos numa série influenciam o fazer na
série seguinte, achamos necessario descrever em linhas gerais como se deu o0 ensino-
aprendizagem nas séries anteriores, iniciando os comentérios pela 52 série.

Em 1996, no periodo da tarde, havia duas turmas de alunos frequentando a 5°
serie, todos esses alunos tiveram duas aulas semanais de Desenho Geomeétrico com a
mesma professora, nas quais, aém de adquirir os conceitos basicos e as notactes
utilizadas no desenho geométrico, tiveram a oportunidade de aprender manusear 0s
instrumentos de desenho como a régua, paramedir e construir segmentos, o transferidor
para medir e construir angulos, o par de esquadros para tracar paralelas e
perpendiculares e 0 compasso para transportar medidas de segmentos e tracar
circunferéncias.

Na disciplina de Matemética das 6 aulas semanais, quatro foram dedicadas ao
ensino de dlgebra e duas para 0 ensino de geometria. As aulas de dgebra, em ambas as
turmas, foram ministradas pela mesma professora de forma tradicional fazendo-se uso
do livro didético. Na parte de geometria cada turma teve aula com uma professora.
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Segundo informagtes dos alunos a 52 série A, durante o ano letivo ndo se utilizou do
livro didatico para o ensino da geometria, sendo trabalhado bastante a geometria
utilizando-se da dobradura para a confeccéo de solidos geométricos e do cubo-soma.
Muitos desses alunos ndo perceberam a relacéo das atividades de dobradura com os
conceitos geomeétricos e tiveram a sensacdo de que néo aprenderam nada de geometria e
sentiram-se prejudicados com relacdo a outra turma. Na turma da 52 série B, a outra
professora trabalhou com os alunos as atividades de dobradura para confeccdo de
solidos geométricos e do cubo-soma, porém, paralelamente, desenvolveu as atividades
de geometria propostas no livro didético de forma tradicional, ensinando a area das
principais figuras planas usando formulas.

Em 1997, tivemos, no periodo da tarde, trés turmas de alunos freqglientando a 62
seérie, todos esses alunos tiveram duas aulas semanais de Desenho Geométrico, com a
mesma professora, nas quais reviram alguns conceitos bésicos e desenvolveram bastante
atividades de construgdes utilizando-se da régua e do par de esguadros nas construcdes
de tridngulos e quadrilédteros e do compasso para as construcdes de circunferéncias
circunscritas a tridngulos, para o desenvolvimento de atividades relacionadas as
posi¢des de reta e circunferéncia e, entre duas circunferéncias no plano. Aos alunos que
vieram de outras escolas e que ndo haviam aprendido desenho na 5 série, foram
ministradas aulas de adaptacdo. A disciplina de Matemética era ministrada por dois
professores, um de algebra (4 aulas) e outro de geometria (2 aulas). Nas aulas de
geometria foi trabalhado razdo, proporgdo, regra de trés simples e composta e 0s
conteidos de geometria abordados no livro didético adotado.

Nesse ano iniciaram-se na escola aulas de Informética Educativa, nas quais, por
guase um semestre, os alunos ndo tiveram contato com o Laboratorio de Informética, o
que gerou um certo descontentamento por parte dos aunos e uma descrenca no
processo, visto que ndo |hes foi proporcionado o prometido. Quando comegaram a
freqlientar o Laboratorio, realizaram algumas atividades com o software Paint-Brush e
WordPad, que, segundo informacéo da professora, o “objetivo era de por meio da acdo
de desenhar e de escrever os alunos fossem se familiarizando com o teclado, com o
mouse, abrir e fechar o programa” . A seguir, foi utilizado o software Cabri-géometre |
para a exploracdo de alguns conceitos tratados nas aulas de desenho e nas de geometria.
“Construiram poligonos a partir da circunferéncia e da divisio em partes iguais,
sempre oE.?ervando se 0 ponto pertence ou ndo a circunferéncia circunscrita ao
poligono”*°. Essa experiéncia, acreditamos que ndo tenha sido muito produtiva para
esses alunos devido a se ter mais de dois aunos por computador, as aulas ndo terem

19 Informag&o segundo relatdrio das aulas de informética- 2° semestre — elaborado pela professora de
Informatica Educativa.
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sido muito bem plangadas, as atividades serem estruturadas de forma que o auno
ficasse muito livre e a vontade para manusear 0s programas, pois a idéia era de que cada
aluno explorasse as ferramentas disponiveis. Nesse contexto, muitas vezes esses alunos
salam desses programas mexendo em outros, 0 que gerou, de certa forma, uma aparente
indisciplina, um descomprometimento do aluno, 0 que talvez proporcionou a esses
alunos a conotagao de que ir ao Laboratorio era passar 0 tempo, ndo precisando escrever
nada.

Em 1998, tivemos na escola trés turmas de 72 série do Ensino Fundamental,
sendo duas no periodo da manha e uma no periodo da tarde. Nesse ano esses alunos ndo
tiveram mais aulas de Informatica Educativa e a disciplina de Matematica ndo foi
dividida em dgebra e geometria; sendo assim, cada turma teve um Unico professor
lecionando essa disciplina. Como cada turma teve um professor, ndo houve uma
padronizacdo nos procedimentos. Tivemos professores que, para tratar os contetidos de
matematica, dividiram as aulas durante a semana em agebra e geometria trabalhando os
contelidos paralelamente. Na turma da tarde, o professor preferiu trabalhar todos os
contelidos de dgebra para depois iniciar o estudo da geometria, acabando por ndo dar
tempo de ver todo assunto abordado no livro didatico. Nas aulas de Desenho
Geométrico, o0 objetivo era trabahar todas as construges fundamentais utilizando
apenas a régua e 0 compasso, tangéncia, lugar geométrico e posicdes relativas entre
duas circunferéncias no plano.

Sintetizando, os alunos das 82 séries do Ensino Fundamental de 1999 que estdo
nessa escola desde a 5 série, vivenciaram um ensino-aprendizagem de matemética de
forma tradicional, no qual utilizavam como material de apoio pedagogico o livro
diddtico™ e embora estudando na mesma escola, tiveram experiéncias bem
diversificadas. As turmas A, B, e C foram montadas mesclando os alunos das trés
sétimas séries do ano anterior com os alunos que vieram de outras escolas ocasionando
salas bem heterogéneas. A 8% série A e a 8° série B frequientavam aulas no periodo da
manha e a 8% série C no periodo da tarde. A todos esses alunos foram dadas as nogdes
do desenho geométrico; em cada classe havia alunos que ja tinham tido uma experiéncia
com o computador e outros que nunca tinham utilizado.

Notamos, no transcorrer do ano letivo, a necessidade de alguns alunos em se
apoiar no livro didatico, ndo confiando em si, limitando seu potencia de criatividade e
iniciativa na resolucdo de problemas, sempre procurando uma receita ou formula
méagica. Talvez essas atitudes sgjam fruto do ensino tradicional.

11 Bjanchini, 1997
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4.4- Apresentacdo das situacdes propostas

As situagtes propostas aos alunos durante a experimentacdo foram divididas em
duas etapas. Na primeira etapa visdvamos a familiarizacdo do aluno com o software
Cabri-géometre I, a revisdo de algumas nogdes geomeétricas, a formagédo dos grupos e a
experiéncia de se trabalhar em grupo. Na etapa seguinte, intenciondvamos a formacéo
dos conceitos de semelhanca e do teorema de Thales, para isso elaboramos uma
sequéncia didatica composta de duas partes que nomeamos de Parte A e Parte B. Na
Parte A, propusemos atividades visando a construcdo dos conceitos de semelhanca de
figuras planas e semelhanca de tridngul os; na Parte B, a do teorema de Thales.

Antes de aplicarmos essa seqiiéncia didética, fizemos uma andlise a priori das
atividades propostas, visando a uma posterior validagcdo das mesmas ap0s sua aplicacdo
para tirarmos algumas conclusdes que nos possibilitassem aperfeicoar a mesma
intencionando uma posterior aplicagdo e/ou, mesmo, fazer a andlise dos fendbmenos
relativos ao ensino-aprendizagem dessas nogoes.

4.4.1 - Analiseapriori das situacdes propostas

Iniciamos esta andlise descrevendo os objetivos gerais das situagoes referentes a
primeira etapa e as atividades propostas, a seguir, fizemos a andlise da sequéncia
didética Parte A e Parte B.

A primeira etapa da experimentacdo teve por objetivo propiciar a0 aluno a
familiarizacdo com o software Cabri-géometre |, por meio de atividades que |he
permitiria, primeiro, conhecer os principais menus e suas opcoes, depois a exploracdo e
a construcéo das opgdes do menu construcdo com a finalidade de rever a definicéo de
algumas nocbes geométricas, a0 mesmo tempo em que se explora a manipulagdo do
programa. Nessas atividades também tivemos a intencdo de ir desenvolvendo aidéia do
trabalho em grupo, da leitura, a capacidade de analisar, observar, tecer comentario e
tirar conclusdes, atitudes essas pouco trabalhadas com esses alunos na disciplina de
matematica, até entdo. Apos a realizacdo dessas atividades fizemos um fechamento,
discutindo e comentando com os alunos algumas caracteristicas do programa e de suas
opcdes, sintetizando os conceitos abordados, e justificando as escolhas feitas. No
encontro seguinte, recordamos 0s conceitos de razdo de segmentos, de segmentos
proporcionais, segmentos comensuraveis e incomensuravels, proporcdo e suas
propriedades. Plangiamos para etapa utilizar 4 aulas de 50 minutos, ou sgja, duas
no laboratorio e duas em sala de aula. As atividades propostas para essa etapa estdo no
anexo 1.
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Atividades da sequiéncia didatica Parte A — Semelhanca

Para a segunda etapa das situacdes organizamos atividades para serem realizadas
tanto fazendo uso do recurso informético quanto pela manipulacdo dos instrumentos de
desenho e da sobreposicéo de figuras geométricas.

Na Parte A, iniciamos a experimentacdo propondo duas atividades nas quais
utilizamos como recurso didatico a maguina copiadora e os instrumentos de desenho
régua e transferidor. Essas atividades foram realizadas pelos alunos, individualmente,
em casa e foi pedido que trouxessem para serem discutidas em grupo.

A primeira teve por objetivo mostrar a reducdo e ampliacdo das figuras
proporcionando aos alunos a possibilidade de analisar algumas caracteristicas que
permanecem invariantes (medida dos éngulos e razdo entre os lados), enquanto outras
variam (medida dos lados, area, perimetro). Para a agilizacéo da atividade, fornecemos
aos alunos as figuras ja ampliadas e reduzidas.

A segunda objetivou verificar se o auno percebe a relacdo entre as figuras
semelhantes, ou sgja, quando a razdo de semelhanca entre a medida dos lados é um
nimero qualquer k, a raz&o entre seu perimetro também ék e entre a sua area é k2.

Essas atividades foram adaptadas do livro “ Proporcionalidad Geometrica y
Semglanza’ Grupo Beta, editorial Sintesis, p. 149, como descrito abaixo:

1) Dado o desenho abaixo, tire um xérox ampliando e outro reduzindo as figuras. Meca
os lados e os angulos de todas as figuras e responda:
a) 0 que ocorreu com os angulos quando a figura foi ampliada (houve variacdo)? e
quando afigurafoi reduzida?
b) calcule arazdo entre a medida dos lados de cada figura com a medida dos lados
correspondentes na ampliacdo e na reducéo.
¢) ampliando ou reduzindo as figuras o que ficou invariante? o que variou?
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2) Utilizando os desenhos da atividade anterior:

a) calcule as areas das figuras da ficha, depois calcule as éreas das figuras ampliadas e
reduzidas e em seguida determine a raz&o entre as areas de cada figura da ficha com
a area de sua respectiva ampliacéo ou reducao;

b) calcule o perimetro das figuras da ficha, depois calcule o perimetro das figuras
ampliadas e reduzidas, e em seguida determine a razéo entre o perimetro de cada
figura daficha com o perimetro da sua respectiva ampliacéo e reducéo;

c) observe as razdes encontradas entre as medidas dos lados, das areas e do perimetro e
determine umarelacdo entre elas.

ApOs a redlizagdo das atividades descritas acima, acreditamos que os alunos
comecardo a ter o sentimento do que é variante e do que é invariante nas figuras
semelhantes, ou sgja, que a medida dos angulos se mantém constante, enquanto, as
medidas dos lados, embora possam sofrer alteragdo, sdo proporcionais. Feito isso,
construimos a sequéncia didatica — Parte A, descrita abaixo, com atividades para serem
desenvolvidas com o Cabri-géométre | visando formarmos os conceitos de semelhanca
de figuras planas.

Sequiéncia Didatica - Parte A - (2° encontro no laboratério)

Atividade 1
£ “~<—_'~\—:>'1\ Obs.: Quatro segmentos S0 proporcionais se 0s NUMeros
Y \\\ gue exprimem suas medidas, na mesma unidade,
1.0 D \\ T ~
RN . formam uma proporcao.
2o \D.‘\\g_
B 2o CF G

Abrindo o arquivo A: Sl11, vocé encontra os quadrildteros ABCD e EFGH.
Movendo os pontos A e B vocé consegue ampliar ou reduzir a area dos quadriléteros e
movendo o ponto F vocé pode ampliar ou reduzir a érea do quadrilatero EFGH, sem
modificar as medidas do quadrilatero ABCD. Utilizando no menu “diversos’ a opcgao
“medir’ marque as medidas dos lados e angulos destes quadrilateros, observe esses
valores e responda:

a) deslocando o ponto F o quadrilatero EFGH mantém a mesma forma, ou sgja, a
mesma aparéncia em relacdo ao quadrildtero ABCD ou ele se deforma? Resp.:

b) escreva 0 que vocé observa com relagdo aos angulos internos desses
quadrilateros.

c) deslocando os pontos A, B e F, 0 que vocé observou no item anterior, ele continua
valido?

d) desloque o ponto F até que EF figue o dobro de AB. Observe e escreva que relacéo
existe entre as outras medidas do quadrilatero ABCD com relacdo ao quadrilétero
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EFGH, ou sga, AB = EF, AD = EH,BC=__ FG,CD=___ GH.

€) desloque o ponto F até que EF fique o triplo de AB. Observe e escreva gque relacéo
existe entre as outras medidas do quadrilatero ABCD com relacdo ao quadrilétero
EFGH, ou sgja, AB = EF ,AD = EH,BC= FG, CD = GH.

f) sera que deslocando o ponto F em qualquer posicdo a razdo entre as medidas dos
lados correspondentes de um dos quadrilateros com relacdo ao outro se mantem
constante, ou sgja, os lados correspondentes sdo proporcionais? (Nesse caso, 0S
lados correspondentes sdo: AB e EF, AD eEH, BC eFG, CD e GH).

Vocé pode fazer esta verificagdo: desloque o ponto F, fixe uma posicéo,
preencha a tabela abaixo e fagca uma andlise. Repitaisso para uma outra posi ¢ao.

Ppeco 2 posiceD
AB = ABH- AB H- ABH-
BC FG BOFG BC FG BOFG
@D) G A& D) G @
_ DA He DAHE DA He DAHE
Conclusao: Os quadrilateros ABCD e EFGH a mesma aparéncia, os angulos
congruentes e a medida dos lados proporcionais.
Atividade 2

L
C
)
Abrindo o arquivo A: S12, vocé encontrard os quadrilateros ABCD e 1JLM.

Utilizando no menu “diversos’ a opgdo “medir”, marque as medidas dos lados e angulos
desses quadrilateros, observe essas medidas e responda:

a) os quadrilateros ABCD e IJLM tém a mesma forma, ou sgja, a mesma aparéncia?

Deslocando os pontos |, J e M o quadrildtero | JLM mantem a mesma aparéncia em
relacéo ao quadrildtero ABCD? Escreva o que vocé observou. Resp.

b) escreva 0 que vocé observa com relagdo aos angulos internos desses
quadrilateros.

c) deslocando os pontos |, J e M, 0 que vocé observou no item anterior continua valido?
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d) desloque o ponto J até que 1J fique o dobro de AB. Observe e escreva que relacéo
existe entre: AB = 1J, AD = IM,BC= JL,CD = LM.Resp.

Dedogue o ponto M e veifigue se essa relagio se mantem. Resp.

€) desloque o ponto J até que IJ fique o triplo de AB. Observe e escreva que relacéo
existe entre: AB= 1J, AD= IM, BC= JL, CD= LM. Resp.

f) deslocando o ponto J em qualquer posicao arazéo entre as medidas doslados : AB e
1J, AD e IM, BC e JL, CD e LM; se mantem constante, ou sgja, os lados
correspondentes sdo proporcionais?

Se achar necess&rio, pode fazer esta verificagéo: desloque o ponto J e M, fixe
uma posicdo, preencha a tabela abaixo e fagca uma anadlise. Repita isso para uma outra
pOsi ¢ao.

1° posicdo 2° posigéo
AB 1J AB/IJ AB 1J AB/IJ
BC JL BC/JL BC JL BC/JL
CD LM CD/LM CD LM CD/LM
DA MI DA/MI DA MI DA/MI
Conclusdo: Os quadrilateros ABCD e IJLM __ a mesma aparéncia, os angulos
congruentes e a medida dos lados proporcionais.

Atividade 3

A

Abrindo o arquivo A: S13, vocé encontrara os quadrilateros ABCD e NOPQ.
Movendo os pontos A e B vocé conseguira ampliar ou reduzir a area do quadrilatero
ABCD; dedocando o ponto S vocé podera ampliar ou reduzir a érea do quadrilatero
NOPQ e deslocando o ponto R vocé mudard as medidas dos angulos internos do
quadrilatero NOPQ sem modificar as medidas do quadril&ero ABCD. Utilizando no
menu “diversos’ a opgao “medir’, marque as medidas dos lados e angulos desses
quadrilteros, observe esses valores e responda:

a) deslocando o ponto R, escreva o que vocé observa com relagéo a dimensdo dos dois
quadrilateros
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0 quadrildtero NOPQ mantém a mesma forma, ou sga, a mesma aparéncia em
relacéo ao quadriladtero ABCD ou ele se deforma? Resp

Deslocando o ponto S, escreva o que vocé observa com relacdo a dimensdo dos dois
quadrilateros

b) escreva 0 que vocé observa com relacdo aos angulos internos desses quadriléteros.

c) deslocando os pontosR e S, o0 que vocé observou no item anterior continua valido?

d) desloque o ponto S até que NO fique o dobro de AB. Observe e escreva que rel acéo
existe entre: NO e AB, OP eBC, PQeCD, NQ eAD

€) desloque o ponto S até que NO fique o triplo de AB. Observe e escreva gque relacéo
existe entre: NO e AB, OP eBC, PQeCD, NQ eAD

f) sera que, deslocando o ponto S em qualquer posicdo, a razdo entre as medidas dos
lados. NO e AB, OP e BC, PQ e CD, NQ e AD; se mantem constante, ou segja, 0s
lados séo proporcionais?

Vocé pode fazer esta verificagdo: deslogue os pontos R e S, fixa uma posicéo,
preencha a tabela abaixo e fagca uma analise. Repitaisso para uma outra posi ¢ao.

1° posicdo 2° posigéo
AB NO AB/NO AB NO AB/NO
BC OP BC/OP BC OP BC/OP
CD PQ CD/PQ CD PQ CD/PQ
DA QN DA/QN DA QN DA/QN
Conclusdo: Os quadrilateros ABCD e NOPQ a mesma aparéncia, 0S
angulos congruentes e a medida dos lados proporcionais.

Objetivo das atividadesde 1 a 4:

Por meio dessas atividades, os alunos deverdo perceber que ao se ampliar ou se
reduzir a &rea das figuras, somente quando os angulos correspondentes sdo congruentes
e a medida dos lados proporcionais € que as figuras permanecem com a mesma forma
ndo sofrendo deformacgdes, a seguir, definimos figuras semelhantes. Nas trés atividades
iniciais, temos situagdes em que, ao ampliarmos ou reduzirmos a érea dos quadril &eros,
seus lados sdo proporcionais e seus angulos se mantém constantes, outros que seus
angulos se mantém constantes e seus lados ndo sdo proporcionais e uma que Seus
angulos ndo sdo congruentes e seus lados sdo proporcionais, iSso respectivamente nas
atividades 1, 2 e 3.
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Atividade 4
Observando os quadrilateros das atividades 1, 2 e 3, responda:

- Ao “amplia” e “reduzir” as figuras, quais delas mantiveram a medida dos lados

correspondentes proporcionais?

- Ao “ampliar” e “reduzir’ as figuras, quais delas mantiveram a medida dos angulos

correspondentes congruentes?

- Ao “amplia” e “reduzir” as figuras, quais delas mantiveram a medida dos lados
correspondentes proporcionails e dos angul os correspondentes congruentes?

- Em qual ou quaisfiguras, ao “ampliar” e “reduzir”, as caracteristicas foram as mesmas
observadas nas figuras ampliadas e ou reduzidas pela maguina copiadora?

Chamamos de figuras semelhantes aquelas que possuem todos os angulos
correspondentes congruentes e lados correspondentes proporcionais.

OBS. - Angulos homdlogos s30 angulos cujos vértices se correspondem;
- Lados homélogos sdo lados cujas extremidades sao vértices que se correspondem;
- Razdo de semelhanca é a razéo entre a medida dos lados homdlogos de dois
poligonos semel hantes.
- Angulos correspondentes -
- Lados correspondentes -

Diante disso podemos afirmar que os quadrilateros ABCD e sd0
semelhantes. Quando EF € o dobro de AB a razdo de semelhanca entre os quadriléteros
eABCD é_ ;equando EF éo triplo de AB arazéo de semelhanca entre os
quadrilateros e ABCD é

Atividade5 - Cabri —S3

Abra o arquivo A: S3 e vocé vera representada na tela a figura ABCDE e o inicio de
uma outra. Comparando as duas, tente terminar a constru¢éo da segunda figura para que ela
sgja semelhante a primeira.

1.5 2.0

4.0
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Observacdo: O objetivo dessa atividade € que o aluno aplique a definicdo de figuras
semelhantes para terminar a construcdo. Se observarem na figura o retangulo ABCE, poder&o
terminar essa atividade ou pela construcdo dos angulos de 150° (90° + 60°) ou, se
perceberem, pela construcdo do triangulo equilétero CDE.

Atividade 6 — Cabri — S2

Abra o arquivo A: S2 e vocé vera representada na tela a figura ABCD e o inicio de
uma outra. Comparando as duas, tente terminar a constru¢éo da segunda figura para que ela
sgja semelhante a primeira.

o
I:].1.11I] [:mc
2.43 cm . 2.80 cm 360 cm
B A

A 2.80 cm ’ 3.60 cm B~

Observacdo: paraterminar a figura, os alunos poderdo construir os angulos de vértice
A e de vértice C ou 0 angulo A e o segmento C'D’. Para determinar C'D’, pode-se
determinar o ponto médio M de A'B’ uma vez que AB € o dobro de CD, construir o
paralelogramo M’B’C'P’, fazer uma circunferénciade raio C'P’, determinar o ponto D’
interseccao dessa circunferéncia com o lado do angulo.

Atividades pararealizar em casa
Concluida essa seqiiéncia didatica utilizando o Cabri-géomeétre |, os alunos
deveriam realizar em casa as atividades 3, 4 e 5 que também foram adaptac6es do livro
“Proporcionalidad Geometrica y Semejanza” Grupo Beta, editorial Sintesis, pag 152 e
162, como segue:

3) Quiais das seguintes fotografias séo semel hantes a figurado item a? Por qué?
- Explicar em gque se diferenciam as figuras semelhantes das que séo so parecidas.
- @) b) c) d) €)

= -
i - R

T 51 | &

Objetivo:
Pretendemos com essa atividade diagnosticar a concepcao que os alunos tém de figuras
semelhantes e de figuras parecidas.
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4)

Amplie a figura ao lado, dobrando suas
medidas, e reduza esta figura de forma que
suas medidas fiquem pela metade.

Responda:

Qual arazdo de semelhanca?

- Qual o perimetro das figuras?
Quanto aumentou o perimetro?

- Qua a érea? Quanto aumentou

aarea?

Objetivo:
Aplicar adefinicdo de figuras semel hantes na ampliac&o e reducdo de figuras.

5) Observe os triangulos retangul os anexos (anexo 2). Todos sdo parecidos? Parecido é
0 mesmo que semel hante?
- Meca seus angulos. O que observou?
- Meca seus lados. Complete a tabela seguinte.

Triangulos 1 2 3 4 5 6 7 8

Cateto >

Cateto <

cat >
cat <

Razdo :

(1 agudo >

[0 agudo <

- Agrupe os tridngul os que acredita serem semel hantes.
- Cologue-os sobrepostos no triangulo maior de forma a coincidir o angulo reto.
- Escrevam o que vocés observam:

Objetivo:

Por meio da atividade, o aluno devera perceber que todos os tridngulos cujos
angulos sdo congruentes sdo semel hantes, e, sobrepondo-os de modo a coincidir um de
seus vertices, seus lados correspondentes possivel mente sdo paralelos.

As atividades realizadas no laboratorio e aquel as propostas para casa deverdo ser
discutidas e debatidas em sala de aula apés as observagoes.

No encontro seguinte, prevemos, pela reflexdo e experimentacdo, utilizando
régua e compasso se for necessario, pesquisar as condigdes e critérios para termos
tridngulos semelhantes e posteriormente resolver alguns exercicios sobre 0 assunto.
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Paralelamente ao estudo de semelhanca, os alunos deverdo na disciplina de Desenho
Geométrico estudar homotetia. Finalizada essa etapa podemos, enfim, iniciar a
formag&o do conceito do teorema de Thales.

Atividades da sequiéncia didatica Parte B —teorema de Thales

Fizemos a opcéo por iniciar este estudo utilizando o software Cabri-géométre 1,
por ser um ambiente dindmico, no qual acreditamos ser possivel explorar as diferentes
configuracbes pertinentes para cada atividade e suas variabilidades perceptivas,
evitando assim instaurar uma imagem prototipica. Para isso montamos a sequéncia
didética Parte B, com atividades que propiciam aos aunos o desenvolvimento de
algumas habilidades e atitudes, tais como:

. trabalho em grupo;

. leitura e interpretacéo de texto;

. conversao do registro discursivo para o registro grafico;
. execucao de experimentacoes,

. observacoes;

. conjecturas;

. levantamento de hipoteses,

. conclusdes,

. justificativas.

Plangiamos, para sequéncia didatica, utilizar dez aulas de 50 minutos,
distribuidas da seguinte forma: quatro para realizacéo das atividades no laboratorio de
informatica, duas para discussdo das atividades, conclusdes e justificativas, uma para
ingtitucionalizar o teorema de Thales, trés para trabalharmos aguns exercicios e
problemas de aplicacéo.

Sequéncia Didatica - Parte B - (3° encontro no laboratorio)

Atividade 1 - adaptada (livro Cabri p. 114 e 115)

Construir um triangulo qualquer RTU, em seguida, construir o ponto S sobre o
segmento RU. A paralela a UT passando por S, corta areta RT em K. Crie e mega 0s
segmentos. RS, RU, RK, RT,SK e UT.

Desloque os pontos e verifique se a figura que vocé construiu permanece com as
caracteristicas dadas no enunciado. Em caso afirmativo chame o professor. Em caso
negativo refaga

Anote as medidas: RU= , RT= , UT=

N&o desoquemaisR, U eT.

Escolhendo vérias posi¢des de S sobre RU preencha atabela.
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Posicdo de S 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
medida de RS RS/RU
medida de RK RK/RT
medida de Sk SK/ UT
Exploracéo:

Ao tracar a paralela, quantos e quais triangul os vocé formou?
Se 0 ponto S estiver no meio de UR, qual é o valor do quociente RS/RU ?

Em cada posicéo, as razdes entre si tém 0 mesmo valor?

Esses triangul os séo semel hantes? Justifique.

Andisando a tabela que vocé construiu, pesquise quais proporcoes
podemos obter com as diferentes medidas.

Apds observar esta atividade, tente enunciar alguma relagdo entre a paraela de
um dos lados do triangul o e os outros lados.

Salvar —A: Bl

Objetivo:

Através desta atividade, o aluno devera perceber que “toda paralela a um dos
lados de um tridangulo, ndo passando por um de seus Vvértices, divide os outros dois
lados em segmentos proporcionais’.

A figura abaixo representa uma das configuracdes que poderemos obter.

Figura 50

Como sdo vérias as solucbes possiveis de serem encontradas, fica dificil
descrevé-las, porém as conclusdes encontradas deverdo ser equivalentes, se a construgéo
for feita adequadamente. Nessa atividade, para ndo terem problema com a construgéo,
deverdo sempre: nomear os pontos para facilitar a identificagdo caso haja aguma
ambiglidade; estar atentos na determinagéo do ponto S, usando a opgdo ponto sobre

140



objeto; na paralela, fazer a construcdo e ndo simplesmente criar a reta aparentemente
paralela; observar e criar os segmentos que forem medir.

Ao construir a situagdo proposta, cada aluno podera representar a paralela em
uma posicdo. Essa posicao vai ser consequéncia de como foram nomeados os vertices
do tridngulo. Fazendo a conversdo do registro discursivo para o registro grafico,
provavelmente as primeiras unidades figurais elementares que iriamos perceber seriam
as de dimensdo dois, pois 0 proprio enunciado nos remete a i sso.

Atividade 2 -

Tragar 2 retas AC e AB concorrentes em A. Criar o segmento BC. Construir um
ponto D sobre AB e a Paralela a BC por D. Nomear o ponto de intersec¢do desta reta
com AC de E. Deslocando o ponto D representar as possiveis configuracdes na folha de
papel sulfite anexa. A seguir, chamar o professor.

Crie os segmentos AD, AE, DE, AB, AC, BC e para cada configuracéo, marque
suas medidas.

Para cada configuragdo os triangulos formados ADE e ABC sé0 semel hantes?

Verifiqgue em cada configurag&o quais sdo os lados correspondentes e complete a
tabela de forma que os lados correspondentes fiquem associados nas colunas. A seguir,
calcule arazéo entre a medida dos segmentos correspondentes.

lados do tridng. ABC |AB= AC= BC= lados do tridng. ABC |AB= AC= BC=
lados do tridng. ADE lados do triang. ADE

razao razéo

lados do tridng. ABC |AB= AC= BC= lados do tridng. ABC |AB= AC= BC=
lados do tridng. ADE lados do tridng. ADE

razao raz&o

Tente representar para cada uma das configuracdes todas as proporcdes possivels
com esses segmentos. Verifique se as proporgdes sdo vaidas para qualquer uma das
configuracdes.

Concluséo:
Troque idéia com seu parceiro e tentem escrever uma relagdo ou conclusdo desta
atividade.

Salvar —A:B2

Objetivo:

Por meio desta atividade o aluno devera perceber além das diversas maneiras de
Se representar um par de retas concorrentes interceptadas por paralelas que, em qualquer
uma das configuragbes podemos obter segmentos proporcionais. Por meio da
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experimentacéo e da observacao dos triangul os semelhantes o aluno podera expressar a
proporcionalidade pel o aspecto da conservacao das abscissas ou pela dilatagao.

Andlise didatica e matematica:

S80 vérias as solugbes e configuraces possiveis de serem encontradas, fica
dificil descrevé-las; porém, as conclusdes deverdo ser equivalentes. Esperamos que no
minimo os grupos consigam trés configuragdes que julgamos serem pertinentes. Essas
configuragdes surgirdo como consequéncia da posi¢céo do ponto D, ou sga, quando o
ponto D esta entre A e B, temos dois tridngul os sobrepostos, quando D esta oposto a B
em relagdo a A, temos o0s tridngulos opostos pelo vértice, e a outra € quando o ponto B
estd entre A e D na qua os tridngulos ficariam sobrepostos. A diferenca entre as
configuragBes dos tridngulos sobrepostos esta na razdo de semelhanca entre os
tridngulos ADE e ABC formados, pois, na primeira situacdo ADE é uma reducdo do
tridngulo ABC e na outra o tridngulo ADE € uma ampliagdo. Nessa atividade, os
problemas que poderdo surgir em relacdo a construgdo sdo: ndo Se nomear 0S pontos
dificultando a identificagdo dos segmentos no caso de ambiguidade e na hora de medir
0S segmentos; na determinagdo do ponto D se ndo usarem a opgdo ponto sobre objeto,
na paralela se ndo for feita usando essa opgéo No menu construgdo, se ndo utilizarem a
opcao interseccaéo de dois objetos para encontrar o ponto E, na leitura e determinacéo
das medidas dos segmentos. Nessa acéo de deslocar o ponto D para explorar as varias
configuragBes acreditamos que além de estarem se familiarizando com esse esquema 0s
alunos também estdo desenvolvendo a visualizagdo das subfiguras.

Fazendo a conversdo do registro discursivo para o registro gréfico,
provavelmente teremos uma ambiglidade visual, pois ora podemos perceber as
unidades figurais de dimens&o dois, ora as de dimensdo um; o enunciado inicial enfatiza
as unidades figurais de dimensdo um (retas concorrentes, reta paralela, segmentos)
visando a construgdo da situagdo; a seguir, destaca os triangulos ADE e ABC,
amejando gque se pesguise se sd0 ou ndo semelhantes. 1sso talvez seja um exercicio para
se trabal har a visualizagéo.

Vejaabaixo trés possiveis configuracdes a encontrar:

4.0
20 c2o0 E

A 2.4
2.1

2.1
4.2 o

A=729 p 22 B
5.1

Figura 51
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Atividade 3-
Observacdo: Projecao Paralela

Dado um ponto P e uma reta r, chamamos de projecéo de P sobre r, segundo
uma direcdo d, o ponto (P’) de interseccdo da reta paralela a d passando por P com a
retar. Veafigural abaixo:

Fig. 1 ~.p X
Fig. 2

Projecao Ortogonal:

Dado um ponto P e umaretar, chamamos de projecéo ortogonal de P sobrer ao
ponto (P’) de interseccéo da reta perpendicular a r passando por P. Vea a figura 2
acima.

Tragar duas retas concorrentesr eseumaretad ndo paraelaar es. Construa
sobrer os pontos A e B e crie o segmento AB. Em seguida, determine os pontos C e D
projecdo dos pontos A e B sobre a reta s, segundo a direcdo d. O segmento CD ¢é a
projecéo do segmento AB sobre aretas. Construa o ponto M médio de AB e determine
suaprojecdo M”.
Responda: Em que posicdo; com relacdo ao segmento CD, vocés acham que esta a
projecao do ponto médio de AB sobre s?
Verifique sua hipétese medindo o segmento CM” e M'D, a seguir desloque as retas e
verifique se esta hipétese ainda é valida.
Concluséo:

Marque um ponto qualquer P sobre r e determine a projecdo P° de P sobre s
segundo a dire¢cdo d. Verifique, em vérias posicdes, se arazdo entre os segmentos AP e
sua projecdo CP’ se mantém constante. Fixe uma posi¢do, mega e anote as medidas dos
segmentos : AB= , AP= , PB= , CD= , CP'= ,PD=__ . A
seguir, escreva todas as raz0es e as proporgoes que Vocé conseguir formar com esses
segmentos.

Objetivo: Por meio desta atividade o aluno podera perceber a proporcionalidade
entre 0s segmentos sob 0 aspecto da projecdo, além de apreender o conceito de projecéo
segundo uma direcéo.
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Analise didatica e matematica:
A figura abaixo representa uma das configuraces que se pode obter.

Figura 52

S80 vérias as solugdes e configuragbes possiveis de serem encontradas, no
entanto, deverdo chegar a conclusdes equivalentes. Essas configurages surgirdo como
consequénciadaposicéo dasretasr, sed e dos pontos A e B, ou sgja, searetad estiver
na posi¢do horizontal, vertical ou inclinada as paralelas também estardo nessa posi¢éo
respectivamente; dependendo da localizag&o dos pontos A e B sobre r iremos encontrar
as configuragbes dos tridngulos sobrepostos ou aquela dos triangulos opostos pelo
vértice. Nessa atividade, poderemos ter o problema na construgdo da situacdo se as
opcdes do menu construcdo (ponto sobre ponto, interseccéo de dois objetos, paral elas)
ndo forem utilizadas convenientemente, o que talvez, iria induzir tirar conclusdo ndo
pertinente. Na ac8o de deslocar o ponto P verificando nas vérias posicdes se a razéo
entre 0s segmentos e suas projecdes se mantém constante, acreditdvamos, aém da
fixagdo do conceito de projecdo, estar desenvolvendo a percepcdo e a exploragdo das
configuracoes.

Apdbs a conversdo do registro discursivo para o registro grafico provavelmente
na apreensdo da figura teremos uma ambiguidade visual pois, ora poderemos perceber
as unidades figurais de dimens&o dois, ora as de dimensdo um (retas concorrentes, reta
paralela, segmentos) talvez alguns alunos ndo percebam as unidades de dimensdo dois.

No proximo encontro, na sala de aula, esperamos institucionalizar o teorema de
Thales propondo primeiramente que os alunos em duplas leiam alguns enunciados e
tentem representar uma configuracdo e as proporgdes correspondentes, depois
discutiremos as representacdes encontradas e a seguir, vamos refletir um pouco na
histéria da matemética sobre as conjecturas de como talvez Thales descobriu a atura
das pirémides. Parte dessa atividade proposta esta descrita abaixo e o resto no anexo 3.

Nas atividades 1, 2 e 3 — Parte B — podemos perceber algumas relacbes entre
retas paralelas e segmentos proporcionais. Essas relagoes, durante muito tempo, foram
denominadas Teorema dos Segmentos Proporcionais e hoje as conhecemos por
“TeoremadeThales’.
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b)

“O gque vem a ser um teorema?’
Teorema : “ proposicao que precisa ser demonstrada para se tornar evidente’
(Dicionério Prético Ilustrado, publicado sob a diregio de Jaime de Séguier, edicio actualizada e
aumentada por José Lello e Edgar Lello- LELLO & IRMAO- Editores—1972).
Teorema: “relacdo verdadeira numa teoria determinada’ (Dicion&io da Mateméatica
Moderna- CHAMBADAL, Lucien- tradugio de ANDRADE, lone- ED. Nacional, 1978).

A principio vamos considerar o teorema como uma relacdo verdadeira e refletir
sobre seus enunciados e, mais para frente, veremos al guma de suas demonstragoes.

Selecionamos abaixo alguns enunciados relativos ao teorema de Thales. Leia-0s
com atencao e tente esbocar uma configuracdo que represente estes enunciados e suas
respectivas proporgoes.

a) Nos elementos de Euclides (proposicéo 2 do livro VI), temos:

“Se tracarmos uma paralela a um dos lados de um triangulo, esta reta cortara
propor cionalmente os lados desse triangulo, e, se os lados de um triangulo séo
cortados proporcionalmente, a reta que une as secgdes sera paralela ao outro
lado do triangulo”.

“ Se duas retas sao transversais a um feixe de paralelas, entédo a razao entre
dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razio entre 0s segmentos
correspondentes da outra”.

“Se retas paralelas determinam sobre duas transversais segmentos
correspondentes, entdo as razbes entre esses segmentos correspondentes
formam uma proporc¢ao”.

Uma vez institucionalizada a no¢éo do teorema de Thales, pretendemos trabal har
algumas de suas aplicacdes procurando além de Ihe dar significado redlizar atividades
para fixagdo desse contelido explorando a conversdo dos registros discursivo, figura e
simbdlico. As atividades 4, 5 e 6 foram plangadas para serem trabalhadas com o
software Cabri-géométre 1. JA nos exercicios de aplicacdo a utilizagdo do Cabri sera
opcional, ou sgja, poderdo ser executadas com o recurso do computador ou utilizando-se
dos instrumentos de desenho.

Atividade 4 -

Construir um pentagono ABCDE e um ponto O no interior da figura. Tracar os
segmentos: AO, OE, OB, OC, OD. Determinar os pontos A",B°, C’, D", E" tal que
AO'= 1/20A; OB’= 1/20B; OC'= 1/20C........ , & Seguir, trace os segmentos A'B’,
B'C,CD,DE eE'A".
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Pesquisar:

a) Quaisretas ou segmentos so paralelos nessa figura? Tente justificar.

b) Provar utilizando as propriedades que vocé conhece que OA'B” = OAB

c) Comparar os angulos do pentagono ABCDE eA'B'C'D'E".

,,,,,,

O pentagono A'B'C'D'E” éum(a) do pentéagono ABCDE na escala _

,,,,,

O pentagono ABCDE é um(a) do pentagono A'B'C’'D’E” na escala _

Observacdo: Podemos perceber nesta atividade o reciproco do teorema de
Thales, vga

Para cada uma das configuragdes abaixo podemos afirmar que:

B 7\ Se AB =AC entdoBC// DE
A
¢ D

Objetivo:
O objetivo desta atividade é explorar o reciproco do teoremade Thales.

Analise didatica e matematica:
A figura abaixo representa uma das possiveis configuragdes que podemos obter
nessa situacao.

4  OA'B"=b1.6 ° 0A'B"=51.6 °
AB=51.6 ° 0AB=51.6 °
OE’A™= 40.3 ° B 0B'C’=57.9 °
OEA=40.3 ° OBC’=57.9 © OBC=57.9 °
0BCc=57.9 *  0C'D"=645°
0CD=64.5 °
OD'E’=50.6 °
ODE=50.6 °
OD'E’=50.6 ° 0C’D” =64.5 ° OE’A’= 40.3 °
ODE=50.6 ° 0 0CD=64.5 ° OEA=40.3 °
Figura 53

Nessa atividade os alunos, pesquisando e tentando justificar quais segmentos séo
paraelos, poderdo estar formando a nogdo do reciproco do teorema de Thales, sob o
aspecto da dilatacdo, a0 observar a proporcionaidade entre os segmentos AO” e AO,
OB” e OB, OC" e OC, OD" e OD, OE" e OE e consequentemente a semelhanca dos
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triangulos sobrepostos, pelo caso LLL, o que implicitamente acarreta a igualdade dos
angulos e o paraelismo entre os segmentos AB e A'B", BCeB'C',CD eC'D’, DE e
D'E’, EA e E'A". Como esses alunos na disciplina de Desenho Geométrico, nesse
momento, estédo aprendendo a nogdo e construcdo de figuras homotéticas talvez até
justifiquem por meio dessaidéa.

Observando experimentalmente que os angulos correspondentes (AO'B” e OAB,
OB'C" e OBC, OC'D” e OCD, ODE" e ODE, OE'A" e OEA) sdo congruentes podera
ser um outro modo de se provar e justificar que os segmentos AB e A'B°, BC e B'C’,
CDeCD’,DEeDE", EAeE A" sdo paralelos.

Como a apreensdo perceptiva da figura, destague os elementos figurais de
dimensdo 2, no caso os tridngul os sobrepostos, talvez esse fato, facilite para o aluno na
apreensdo operatéria perceber a semelhanca entre os triangulos. Para a apreensdo
operatoria, também uma das atividades cognitivas requerida e sugerida nessa atividade é
aconversao entre os registros discursivo, figural, smbalico e discursivo, nessa ordem.

Na discussdo dessa atividade pretendemos além de institucionalizar o reciproco
do teorema de Thales, mostrar a relacéo entre os conceitos de semelhanca de figuras
planas, homotetia e o teorema de Thales.

Atividade 5 —

Verifique experimentalmente usando Cabri se a afirmagdo seguinte ndo é
verdadeira para algum triangulo.

A “bissetriz de um angulo interno de um triangulo divide o lado oposto em
segmentos proporcionais aos lados adjacentes’

Esboco proporgao

Tente justificar esta afirmagdo utilizando o teorema de Thales. Trace uma
paralela a bissetriz passando por um de seus vértices e determine o ponto de interseccéo
da paralela com areta formada pelos outros vértices.

Objetivo:
Trabalhar as consequiéncias do teorema de Thal es pesquisando
experimentalmente o teorema das bissetrizes dos angul os internos de um tridngulo.

Analise matematica e didatica:

Nessa atividade esperamos gque os alunos interpretem o enunciado fazendo a
conversao do registro discursivo para o registro figural, por meio do software Cabri,
obtendo uma figura que represente situacéo, e, por meio do deslocamento dos
pontos, percebam que nas varias figuras obtidas sempre a razdo entre os segmentos
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formados pela bissetriz de um angulo interno do tridngulo no lado oposto é igual arazéo
entre 0s segmentos adjacentes a este angulo.

C
1.5¥ cm

ACiAB=0.64
CD/BD=0.64
2.48 cm ACIAB=CD/BD

2.50 cm

A 3.94 cm B
Figura54

Depois de terem observado que propriedade possivelmente € verdadeira
para qualquer triangulo pretendemos que 0s mesmos procurem justificar essa afirmacao
utilizando o teorema de Thales. Utilizando ainda o recurso do Cabri, poderéo perceber a
igualdade entre um dos lados (adjacente ao angulo da bissetriz) do tridngulo e o
segmento formado pela paralela no prolongamento do outro lado adjacente ao angulo
interno do triangulo. Perc do igualdade talvez fique mais facil provar ou
demonstrar essa propriedade™. Vea a figura 54. Depois da discusséo desta atividade e
institucionalizacdo desse conhecimento, os alunos poderdo consultar o livro didatico
adotado para observar como o autor faz a demonstracdo e desenvolver os exercicios

propostos.

Tragando uma paralela a bissetriz
AT pelo wértice C, e, prolongando o lado
AP, tendo P como a interseccdo dessa
paralela com AR, podemnos perceber
experimentalmente que AC=AP

Sendo ADSCP, por Thales temos
gque: COIVDB=AP/AR. Como AP=4C,
podemos escrever que; ACIAB=CDV/DB

P 230 cm4 273 cm B
Figura 55

Atividade 6 —
Construir um trapézio ABCD. Os lados ndo paraelos do trapézio se interceptam
em O As diagonais se interceptam em |. A reta Ol corta os lados paraelos do trapézio
emM eN.
Qual éaposicdo de M ede N sobre os lados?

Justifique sua afirmagéo.

19 Essa propriedade foi citada no capitulo 1 (pag.35) quando descrevemos algumas aplicacdes do teorema
de Thales.

148



Analise matematica e didatica:
Por meio do recurso do Cabri os alunos poderdo construir uma figura que
represente essa situagdo procurando explorar as relacdes que se pode obter com as
medidas dos segmentos e/ou angulos da figura e perceber que os pontos M e N séo 0s
pontos medios dos lados CD e AB respectivamente. A figura abaixo ilustra essa
situacao.
DM=1.10 cm
MC=1.10 cm
AN=2.24 cm

MB=2.24 cm
DI=1.44 cm

0D=1.47 cm

DA=1.53 cm

0OM=1.61 cm

MN=1.67 cm
0C=2.33 cm

1IB=2.92 cm _

Cl=0.98 cm CB=2.41 cm

1A4=1.99 cm  CMfAN=0.49
MI=0.55% cm MDINB=0.49
IN=1.12 cm CDJAB=0.49

CilA=MIfIN=CM/AN= 0.49
DMINB=MI/IN=DIfIB=0.49
CD{AB=CI/IA=DI}IB=0.49

Figura 56

Uma vez observado que M e N sdo pontos médios, para justificar essa
constatacéo, deverdo explorar as propriedades pertinentes na figura, realizando a
atividade cognitiva de decomposi¢éo e reconfiguracao até encontrar a solucgéo.

Aplicagdes do teorema de Thales

1) Dois trigngulos ABC e PQR sdo semelhantes. Os lados homdélogos AC e PQ
medem, respectivamente, 5cm e 8cm. Qual é o perimetro do triangulo ABC, sabendo
que o do triangulo PQR é 22cm? (Bezerra, M. J. — pag. 142)
Solucéo:

Como ostriangulos ABC e PQR sdo semel hantes, os lados homdélogos AC e PQ,
AB e PR, BC e RQ e os perimetros respectivos sdo proporcionais. Considerando p
perimetro do triangulo ABC e P o perimetro do triangulo PQR podemos escrever as
proporcoes seguintes:

Esboco:
Q
AC_PAC_R c
PQ P p P . 8
5 p 5 8
8 2 p 2 b R
P A p=2 P p=22cm
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Para determinar o valor desconhecido p nas proporgdes acima podemos ter uma
solugdo geométrica, utilizando o teorema de Thales, ou uma solucdo algébrica,
aplicando o principio fundamental da proporcionalidade.

a) solucdo geométrica l

Sendo CDAOE, temos pot Thales
gue 08 segmentos AC, A, AT e
AFE sdo propotcionais.

8.00 a

C

p=13,75 D E
P=22,00

solucdo geométrica 2

Figura 57

b) solucdo algébrica:
Realizando um tratamento no registro simbdlico das proporgdes, determinamos o

valor de p como descrito abaixo:
g = 2_[)2 ou S = % no qual pelo principio fundamenta da proporcionalidade podemos
p

escrever 8.p=5.22 - p =1—;0 - p=13,75.

2) As bases de um trapézio retangulo medem 16cm e 12cm e a altura, 8cm. Calcular a
altura do menor triangulo obtido pelo prolongamento dos lados ndo paralelos do
trapézio. (Bezerra, M. J.- pag. 144)

| teorema de Thales (dilatacéo), a paralela (CD) a um dos lados

Solucéo:
v Como as bases AB e CD do trapézio sdo paraelas,
P I:'k\ temos que os tridngulos sobrepostos formados com o
i \\ prolongamento dos lados transversais CB e AD sio
i Hx semelhantes, logo seus lados sdo proporcionais. Pensando no
h i N
I

12,0 ¢ de um triangulo (ABP) determina sobre os outros dois lados
8.0 E segmentos proporcionais, entdo podemos escrever que:
B PD_DC h 12

= ou = ., 16h=12h+96 . h=24cm
PA AB h+8 16

Figura 58
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3) Um feixe de quatro paralelas determina, sobre umatransversal t, segmentos de 2, 3,
4 centimetros, e sobre umatransversal t”, outros segmentos cuja soma das medidas é
18cm. Calcule os trés segmentos determinados sobret”. (Bezerra, M. J. — pag. 150)

Solucao: Para determinarmos os valores de x, y ou
z , como mostra a figura ao lado, podemos estar
pensando no teorema de Thales sob qualquer um
dos pontos de vista citados por Guy Brousseau,
pois esses valores se referem aos segmentos
formados nas transversais. Pela conservagdo da
relacdo de projecéo temos:

Figura 59

4) Verifique em quais configuragdes abaixo 0s segmentos azuis s&o paralelos.
a) b) ) C) P 473

N,
'
\
A
=
@
ra
[~

Solugao:

Para resolvermos essa questdo devemos mobilizar o reciproco do teorema de
Thales, ou sgja para gque as retas azuis sgjam paralelas os segmentos formados nas
transversais dever&o ser proporcionais.

Para fazermos a verificagdo podemos montar as proporcoes:

. na configuracg&o do item a, sob qualquer um dos pontos de vista;

. na configuracdo do item b, sobre o aspecto da dilatagdo que esta favorecido pela
posi¢cao dos triangul os em relagdo a apreensdo perceptiva;

. na configurac&o do item ¢, também sob o aspecto da dilatagdo, porém nesse caso

a apreensdo perceptiva dos dois tridngulos ndo é tao evidente podendo propiciar
erros ao se montar as proporcoes. Vejaa seguir, as proporgdes possiveis.

5_3 2_3 _4 3 2 4
a)—=— b)—=—=— C)—=—=—
2 15 3 45 6 75 5 10
5(15) = 2.(3)Fso  2(4,5) = 3(3): 3(6) = 4(4,5) 3(5) = 2(7,5): 2(10) = 4(5)
2(6) =3(4) Verdadeiro 3(10) = 4(7,5) Verdadeiro

Observando as relagdes acima que formam proporgdes, constatamos que sO nas
configuragdes dos itens b e ¢ € que os segmentos azuis séo paralelos.

5) Numa certa hora do dia um senhor de 1,6m observou gque sua sombra era de 26cm e
gue a sombra do prédio onde mora erade 2,5m. Determine a altura desse prédio?
Solugao:
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Dependendo como se interpreta e se representa figuramente o problema
percebe-se mais facilmente a semelhancga do triangulo formado pelo prédio, sua sombra,
e 0 raio do sol com o tridngulo formado pelo senhor, sua sombra e o raio do sol, ou, a
aplicacdo do teorema de Thales observado sob o ponto de vista da dilatacdo na
configuragéo dos triangul os sobrepostos. A figura (60) representa a primeira situagcéo e

afigura6l, asegunda.

Prédio
Senthor h
1,EnL
| e
26cm 2.5m

160 _ N eh=40000 - h11538m
26 250
160 _ 26 o6 h=40000 - h 01538cm
h 250
Figura 60
Précin

h _ 160

250 26

—— =— - 26.h=40000 - h [01538cm

h Serhor

1,ﬁ"|f
+

2 5m Zbcm

Figura 61

v Nas questdes de 1 a 5, pudemos resolver fazendo a conversao entre os registros
discursivo, figural e simbdlico, nessa ordem, e depois o tratamento pertinente no
registro simbdlico. Ja nas questdes seguintes, ou sgja de 6 a 10, devemos fazer a
conversdo dos registros discursivo, simbadlico e figural, nessa ordem, finalizando

com o tratamento figural.

6) Criar um segmento AB e dividir em 6 partesiguais.

Solucéo geométrica:

A

Como AP]_:P1P2:P2P3:P3P4:P4P5:P5P6
e CP1//IDPJ/IEP;//[FP4/IGP5/IBP6, pelo
teorema de Thaes temos que
AC=CD=DE=EF=FG=GB

Figura 62
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7) Criar um segmento BC e dividir em partes proporcionaisa?2 e 3.

Solucédo geométrica:
B D."

Considerando,
BP1=P1P>=P,P3=P3P,=P4Ps= uma unidade
e DP, /I CPs, temos que, BP, = duas
unidades, P,Ps= trés unidades e por Thales

podemos dizer queE - _bC Sendo

BP2 P2P5°
assim, BD é proporciona a duas unidades
e DC atrés unidades.

Figura 63

8) Criar um segmento AB e determinar 0s segmentos:
a) AC, sendo que AC = 2/3AB,
b) AD, sendo que AD= 5/3AB.
Solucéo geométrica:

Figura 64

Para determinarmos graficamente o segmento AC, dividimos o segmento AB em
trés partesiguais, utilizando a nogdo do teorema de Thales, e consideramos duas destas
partes como sendo AC, pois AC equivale a dois tergos de AB. O segmento AD foi
obtido acrescentando-se dois tercos de AB ao segmento AB  Na figura acima AP;=
P,P,=P,P;=P3P,=P,Ps= uma unidade e CP,//BP3//DPs Logo, AC é proporcional a duas
unidades, AB é proporcional atrés unidades e AD a cinco unidades.

9) Determinar aquarta proporcional entre os segmentos a= 2, b= 3 e c=4.

Para determinar a quarta proporcional entre os segmentos de medidas a, b e ¢
podemos fazer uso de tratamentos algébrico ou gréafico utilizando o teorema de Thales.
Na resolucdo algébrica primeiro realizamos a conversdo do registro discursivo para o
registro simbdlica e a seguir os tratamentos pertinentes nesse registro. A resolucdo
graficatambém necessita da conversao do registro discursivo para o registro simbdlico e
depois, a conversao do registro simbdlico para o registro figural onde serdo realizados
0s tratamentos necessarios. Vea:
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'1

Figura 65

10) Determinar aterceira proporcional entre esses segmentos: a= 3 e b=4.

Para determinar a terceira proporcional entre os segmentos de medidas a e b,
também, podemos fazer uso de tratamentos al gébrico ou grafico utilizando o teorema de
Thales. Na resolugdo algébrica primeiro realizamos a conversdo do registro discursivo
para 0 registro simbdlica e a seguir 0s tratamentos pertinentes nesse registro. A
resolucdo grafica também necessita da conversdo do registro discursivo para o registro
simbdlico e depois, a conversdo do registro ssmbdlico para o registro figural onde serdo
realizados os tratamentos necessarios. Vejafigura 66.

b8

u v, o, v a= 3u, b= 4u, c= 32 proporcional "
A B C D E |

I
oo
olbh

- 3c=16 - c 53

olo

Figura 66
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4.4.2 — Experimentacdo erelato da experimentacéo

Nesta secdo iremos relatar por semana os procedimentos da experimentagéo,
quais eram os objetivos, as observacdes feitas e algumas consideragdes prévias.

Como haviamos plangjado, aplicamos a seqliéncia didatica em trés ou quatro
aulas das seis aulas semanais que os alunos da 8° série A do Ensino Fundamental
tinham de Matematica, ficando essas aulas a principio divididas da seguinte forma:

- terca-feira (2 aulas) no laboratorio de informética;

- guarta-feira ( 2 aulas) para as atividades de algebrana salade aulg;

- quinta-feira (2 aulas) na sada de aula, para discussdes, fechamento e
institucionalizagdo das atividades propostas em classe, e no laboratdrio ou para casa.

12 semana (4 aulas)
Iniciamos a experimentacdo no dia 3 de agosto de 1999, com 28 dos 30 alunos

da 8° série A. Nesse primeiro encontro, dada a disponibilidade de apenas 14

computadores, replangjamos para que 12 computadores fossem trabalhados com dois

alunos cada e 2 com trés,
A primeira atividade foi elaborada com a finalidade de familiarizar o aluno com

o software Cabri-géomeétre | e a0 mesmo tempo, rever alguns conceitos basicos da

geometria elementar por meio da exploracéo das opcdes do menu construcéo.

Apos arealizacdo dessa atividade, fizemos uma sintese dos conceitos principais.
Na aula seguinte, fizemos o fechamento desta atividade destacando os seguintes
pontos.

a) sintese dos conceitos abordados;

b) 0 porqué da escolha deste programa e de se estar tentando fazer algo novo,
mostrando as vantagens e desvantagens de se utilizar este programa como um
auxiliar no processo ensino - aprendizagem.

- vantagens destacadas:

e apos areaizacdo de uma construcdo podemos, por meio da movimentacdo dos
objetos criados perceber experimentalmente algumas propriedades referentes a
familia das figuras construidas;

» programade fécil utilizacéo;

» elaboracdo de construcbes com mais precisao que com arégua e compasso.

- desvantagens:

e aproximagdo da maquina ser com uma casa decimal, fazendo com que nem
sempre os val ores obtidos sejam muito precisos,

C) a observacdo de algumas possivels propriedades em determinadas construcoes
de manter-se invariavel ao se movimentar as figuras gjuda-nos na visualizagéo e
no levantamento de uma possivel hipdtese, porém, nem sempre € suficiente para
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afirmarmos que toda figura com essas caracteristicas possuem estas
propriedades. Em outras palavras, a verificacdo de algumas propriedades por
meio da experimentacdo ndo exclui a necessidade da demonstragéo, ou sgja, hdo
e suficiente para se fazer afirmagdes, mas sim para levantar hipoteses.
d) guanto aos menus e opgdes dos menus destacamos.

e ndo seconstréi nada sem ter criado os objetos;

» adiferenca entre os trés tipos de pontos apresentados pelo programa (ponto
criado, ponto sobre objeto, interseccdo de dois objetos);

» adiferencaentre reta e reta definida por dois pontos;

» adiferenca entre circunferéncia e circunferéncia definida por dois pontos (uma
fixa o raio, a outra permite uma variagdo do raio aém do deslocamento dos
pontos sobre a circunferéncia.

Na outra aula, recordamos com os alunos os conceitos de razdo de segmentos,
segmentos proporcionais, segmentos comensuraveis e incomensuravels, proporgéo, as
diferentes formas de se representar uma proporgdo, bem como, suas propriedades. A
finalidade de revermos esses assuntos foi de proporcionar a todos as competéncias
necessdrias para uma melhor realizacdo das atividades (1 e 2) propostas para casa.

28 semana (4 aulas)

Na terca-feira os alunos entregaram as atividades 1 e 2 propostas para casa e
iniciaram a primeira atividade da sequéncia didética— Parte A - referente a semelhanca
de figuras planas.

As atividades 1 e 2 propostas para casa tinham por objetivo permitir ao aluno
observar que ao se ampliar ou se reduzir uma figura na maguina copiadora algumas
caracteristicas das figuras permanecem invariantes (medida dos angulos e razéo entre os
lados) enquanto outras variam (medida dos lados, area, perimetro). Essas atividades
foram propostas para casa ha semana anterior, com o intuito de que os alunos viessem
ao laboratério com essas observacdes para que apos a exploracdo das figuras criadas
com o programa pudessem fazer comparagdes e perceber o que € variavel e invariavel
quando duas figuras sdo parecidas ou ndo, quando tém a mesma forma e quando uma é
ampliacéo ou reducéo da outra. A seguir, pretendiamos institucionalizar o conceito de
semelhanca, propor as demais atividades de casa e algumas do livro didético adotado
para gque tivessem a possibilidade de apreender esta no¢do e mobilizando-a na semana
seguinte por meio da sequiéncia didatica -Parte B- formassem o conceito do teorema de
Thales. Porém isso ndo ocorreu, a maioria dos alunos so conseguiu fazer até a atividade
3 da seguéncia Parte A. Na quinta-feira, discutimos e corrigimos as atividades 1 e 2
propostas para casa e pretendiamos devolver as anotacdes feitas no laboratorio para que
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em grupo concluissem a atividade 4 e formalizassem a nocdo de semelhanga; no
entanto, ndo foi possivel terminar.

Com relacdo as atividades 1 e 2, constatamos que:

. apenas 50 % dos alunos fizeram, ou tentaram fazer as atividades,

. destes, muitos tiveram bastante dificuldade em expressar e organizar os dados
das respostas de maneira clara, ou seja, apreensivel por qualquer um que lesse;

. houve bastante variagdo nas medidas encontradas. Houve aluno que colocou a

medida exata que encontrou, outros aproximaram os valores de modo a ter
medidas exatas, ou de meio em meio;

. com relagdo aos angul os, todos fizeram sem nenhum problema;

. ao comparar as figuras com suas ampliages ou reducdes, todos perceberam que
0s angulos ndo variaram e que a medida dos lados mudou, porém, ninguém
percebeu que as razbes permaneceram constantes, ou sga, também ndo
variaram;

. no calculo das areas, nas figuras ssmples como quadrado, reténgulo e tridngulo,
ndo houve nenhum problema, porém quando foram calcular as outras (0 L e 0
M) fizeram a decomposi¢éo das figuras em figuras conhecidas e as consideraram
independentes, ou sgja, separadamente como se fossem outras figuras ssimples,
n&o calculando o total;

. vérios alunos ndo calcularam arazdo entre as &reas,
. ninguém concluiu as relagtes entre as razfes das medidas dos lados, das &reas e
do perimetro.

v' Consider agles::

A proposta ficou muito longa, com muitas informagdes a0 mesmo tempo. As
figuras podiam até ter sido outras. Primeiro deveria ter trabalhado apenas com a razéo
entre a medida dos lados, para definir figuras semelhantes, ou sgja, deveriater proposto
apenas a atividade nimero um. Depois de ter definido figuras semelhantes e trabahado
as outras atividades é que a atividade dois poderia ser aplicada, de preferéncia, apos
trabalhar uma outra atividade gue tenha o mesmo objetivo, porém, com razéo de
semelhanca sendo um ndmero inteiro, 0 que facilitaria a percepcdo das relacdes, sO
entdo estenderia para umarazéo qualquer.

Na terca-feira, durante a aplicacdo da Sequéncia Didética Parte A ndo pudemos
trabalhar com os 14 computadores, pois em um deles ndo foi possivel acessar 0
programa. Nesse dia percebeu-se:

. muita dificuldade nos alunos em expressar a relacéo entre as medidas dos lados

correspondentes das figuras. Na atividade 1(d), os alunos perceberam que a
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medida dos lados da 22 figura era o dobro da medida dos lados da 1° figura, mas,
a0 expressar por escrito a relacdo entre a 12 e a 22, ndo foi fécil perceber e
concluir que a 12 éigual a metade da 22

. muitos ndo |éem as atividades até o fim, principalmente as observacdes e vao
logo perguntando para o Professor “O que é para fazer?’, “Nao entendi.”.

. dificuldade em entender o significado da raz&o como sendo um nimero decimal,
principalmente quando 0 nUMero € menor que um € Maior que zero;

. na atividade 2 dificuldade em entender o item f. (deslocando o ponto J em

gualquer posicao a razao entre as medidas dos lados. AB e IJ, AD e IM, BC e
JL, CD e LM, se mantem constante, ou sgja, os lados correspondentes sio
proporcionais?);

. alguns alunos, ao realizar cada atividade, ndo associavam a conclusdo de um dos
itens desta com os outros e foram respondendo como se cada item fosse uma
outra questdo e ndo perceberam algumas incoeréncias cometidas nas andlises e
ou conclusdes. Talvez esse fato ocorra devido aos mesmos estarem acostumados
apenas com 0s exercicios propostos no livro didético, que, geralmente, sdo
guestdes curtas e de aplicacdo de algum agoritmo, ndo se percebem questdes
gue induzam o aluno afazer analise e tecer conclusoes;

. dos 13 grupos, 10 avancaram até a atividade 3, faltando fazer o fechamento com
a atividade 4. Os outros trés grupos conseguiram chegar até a atividade dois,
faltando as atividades 3 e 4 (fechamento).

Todas as atividades feitas no laboratdrio foram recolhidas. Aos aunos,
entregamos uma ficharesumo para que anotassem o0s dados encontrados, as
observagdes e conclusdes feitas.

v' Consider ages:

Para uma proxima aplicacdo, acreditamos que na ficha que vai ficar com os
alunos, os quadriléteros das atividades 2 e 3 ndo deverdo estar congruentes. 1sso porque
devemos dar exemplo de uma situagcdo geral e ndo particular para que se possa explorar
a relacdo entre os elementos da figura e ndo sO a apreensdo perceptiva. Além disso, as
medidas dos lados e angulos do quadrilatero ABCD poderéo ser fornecidas.

Achamos que as atividades ficaram extensas, podendo-se reduzi-las fazendo a
verificagdo em apenas uma posicdo. Assim, cada dupla escolherd uma posicéo e,
quando fizermos as discussdes coletivas, provavelmente iréo perceber treze situagoes
diferentes porém com conclusdes similares.

Varios grupos apresentaram muita dificuldade para abrir 0 arquivo do disquete,
poderiamos na propria atividade ter escrito: “para abrir o arquivo va no menu arquivo,
opcao abrir, apague 0 que esta digitado e escreva A: S11, em seguida, clique o.k.”.
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Como ndo conseguimos fechar a atividade institucionalizando a nogcdo de
semelhanca, ndo foi possivel propor a continuacéo das atividades de casa, ficando isso
para quinta-feira.

Na primeira aula de quinta-feira, corrigimos as atividades 1 e 2 propostas para
casa, esclarecendo algumas duvidas e destacando as observacOes levantadas. Na
segunda aula, tentamos fechar as atividades da seqUéncia - Parte A e definir
semelhanga. Propusemos aos alunos que terminassem as atividades da seqiiéncia - Parte
A utilizando régua e compasso e as atividades 3, 4 e 5, da ficha de casa, para entregar na
terca- feira. Por ser a Ultima aula do dia, muitos alunos, faltando uns vinte minutos para
terminar a aula, ja fecharam o material, ndo anotaram mais nada e temos aimpresséo de
gue nem estavam ouvindo as informagdes dadas.

32 semana (3 aulas)

Na terca-feira, apenas dois alunos fizeram o que havia sido proposto, os demais
alegaram ndo ter entendido o que era para ser feito. Como ndo haviamos “acomodado”
o conceito de semelhanca, ndo fomos ao laboratorio, pois, para redizar as demais
atividades deveriamos mobilizar esse conceito. Pensando que iriam ao laboratdrio,
muitos ndo trouxeram o material (caderno e livro didatico), dificultando um pouco o
andamento normal de aula.

Devolvemos aos alunos as atividades feitas no laboratorio (seqiiéncia - Parte A)
e uma ficha-resumo dessas atividades para que, em duplas, anotassem as informagdes
levantadas e fizéssemos o fechamento do conceito de semelhanca. Feito isso, aplicamos
0 conceito de semelhanca para resolver 0s exercicios propostos no livro didatico
adotado (p. 125, 126, 127 e 128). Para casa, havia sido proposto que os alunos fizessem
as atividades 3, 4 e 5 (ficha de casa) e as atividades 5 e 6 da sequéncia didética- parte A-
utilizando régua e compasso.

Quinta-feira foram feitas as correcbes dos exercicios do livro adotado e
recolhidas as atividades de casa. Constatamos que apenas 56% dos alunos entregaram
as atividades, ou sgja, dezessete alunos fizeram atarefa.

Analisando as atividades feitas pel os a unos constatamos que:

Atividade 3 - (fichade casa) —
Objetivo: identificar as fotografias semelhantes e explicar em que se diferenciam as
figuras semelhantes das que sdo sb parecidas.

Dos aunos que entregaram as atividades, quatro ndo fizeram esta, uma escreveu
que figura parecida é a mesma coisa que figura semelhante, uma confundiu semelhante
com congruente, os demais identificaram as figuras corretas, porém, alguns escreveram
gue as figuras semelhantes séo as que mantém a mesma forma mas diferem no tamanho
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e as parecidas tém o mesmo formato mas lados e angulos ndo congruentes, trés ndo
diferenciaram figuras semelhantes e figuras parecidas e dois colocaram que figuras
parecidas tém a mesma aparéncia com as medidas podendo ser diferentes e as
semelhantes tém aparéncia e medidas iguais, uma chegou mais proximo com
dificuldade de expressar e um aluno escreveu “as figuras semelhantes sio a d e a e,
porque sdo proporcionais’. Notamos nessa atividade que o termo proporciona sO
apareceu umavez, talvez por esse conceito ndo estar bem sedimentado nesses alunos ou
mesmo pela figura proposta ndo favorecer esse tipo de pensamento pois, figura é
aberta e todas as figuras até entdo que foram fornecidas para se verificar propor¢éo eram
fechadas. Ninguém escreveu a medida dos lados e angulos das figuras, dando a
impressao de que responderam levando em conta o aspecto visual.

Atividades 4

Objetivo: ampliar e reduzir a figura, determinar a razéo de semelhanga, a &rea e o
perimetro, e verificar quanto aumentou ou diminuiu a area e o perimetro.

Observacao: A figuradadafoi desenhada numa malha quadriculada.

Dos alunos que entregaram, trés ndo fizeram; uma néo fez nem a ampliagdo nem
areducdo e demonstra pelas respostas ndo saber 0 que é razéo de semelhanca, perimetro
e area” quatro so fizeram a ampliagdo e reducdo ndo efetuando os calculos (razéo,
perimetro e ared); trés calcularam a area das figuras contando a quantidade de
guadradinhos, ndo se importando com a medida dos lados do quadrado, assim
concluiram que as figuras tém &rea igual a 18 unidades; duas erraram o caculo do
perimetro e da &rea, os demais fizeram certo a ampliacdo, a reducéo e os caculos e para
verificar quanto aumentou ou diminuiu a &rea e o perimetro calcularam a diferenca;
sendo que no perimetro escreveram aumentou o dobro e na &rea sO escreveram a
diferenca sem pensar narazdo entre as éress.

Atividade5

Objetivo: Comparando vérios tridngulos retangulos, medindo seus lados e angulos,
identificando os que sdo semelhantes e sobrepondo-os, os alunos poder&o
perceber que ser parecido ndo implica ser semelhante e que ao sobrepor,
fazendo coincidir o angulo reto, as hipotenusas séo paralelas.

Dos aunos que entregaram, duas ndo fizeram; oito sO mediram os lados e
angulos, escreveram que parecido ndo é o mesmo que semelhante e ndo identificaram os
triangul os semel hantes; seis mediram os lados e angulos, identificaram os semelhantes e
perceberam que ser semelhante ndo e 0 mesmo que ser parecido; um apenas, além de

3 Essa aduna falta muito nas aulas (motivo gravidez) e na aplicacdo do pos-teste estava em licenca
gestante.
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tudo que os outros observaram, percebeu que ao sobrepor os tridngulos semelhantes
fazendo coincidir o angulo reto os lados (hipotenusa) ficam paralelos. A maioria néo
recortou os tridngul os e ndo fez a sobreposi ¢céo.

Atividades 5 e 6 da seqiiéncia didatica - Parte A
Objetivos: desenhar figuras semelhantes ao modelo, dada a medida de um de seus lados.
Observacdo: A figura dada ndo esta sobre nenhum tipo de malha.

Dos aunos que entregaram, apenas quatro ndo fizeram essas atividades e os
demais ndo tiveram nenhum problema.

42 semana (3 aulas)

A partir desta semana comecamos a fazer as observagdes mais sistemati camente.
O professor Luiz se prontificou a ser o observador das sessdes feitas no laboratorio.
Organizamos fichas de observacdo cifradas para cada atividade, visando a agilizacdo
das anotacdes; utilizamos o gravador para gravar as perguntas feitas pelos alunos e as
respostas dadas pelo professor; quando necessario, fizemos algumas entrevistas com
algumas duplas e salvamos em disquete as construgdes feitas pelos alunos.

Com o propésito de racionalizar a ficha de observagdo, numeramos o0s
computadores e as duplas da seguinte forma:

Grupo 1 —aunosnimero 2 e 3

Grupo 2 - alunos nimero 10 e 7

Grupo 3 - alunos nimero 4 e 14

Grupo 4 - alunos nimero 32 e 20

Grupo 5 - alunos nimero 29 e 19

Grupo 6 - alunos nimero 11e 1

Grupo 7 - alunos nimero 5 e 21

Grupo 8 - alunos nimero 24 e 31

Grupo 9 - alunos nimero 30 e 18

Grupo 10 - alunos nimero 12 e 27

Grupo 11 - alunos nimero 8 e 15

Grupo 12 - alunos nimero 23, 17 e 13

Grupo 13 - alunos nimero 33, 25 e 22

Grupo 14 - alunos nimero 16 e 6

Observacgao: os alunos que faltaram no dia da aplicagdo do pos-teste (1, 13, 14, 18, 31)
estdo com seus numeros escritos em vermelho visando identifica-los para posterior
andlise dos dados.
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Nesta semana iniciamos a Sequéncia Didatica - Parte B - que tem por objetivo a
utilizacdo do programa Cabri-géometre | para redizacdo de atividades de
experimentacéo visando a introducdo do teorema de Thales.

Havia sido previsto que os alunos realizariam as trés atividades iniciais em um
encontro, mas iSso ndo ocorreu, terminaram apenas a atividade 1 ficando as demais para
aoutra semana.

A atividade 1 (aplicada em 24/08/99) tem por objetivo fazer o aluno perceber
que “toda paralela a um dos lados de um triangulo, ndo passando por um de seus
vertices, divide os outros dois lados em segmentos proporcionais’.

Durante a aplicacdo da atividade, observamos que:

. com relagdo ao enunciado, percebemos que sO uma das duplas teve dificuldade
em entender por falta de atencéo ao ler;

. todas as duplas foram fazendo a atividade direto no computador, nenhuma fez
um rascunho ou esbogo antes de comecar a construcao;

. exceto o grupo 14, todos os demais tiveram alguma duvida ou dificuldade ao
manipular 0 programa, necessitando a intervencdo do professor para alguns
esclarecimentos.

Destacaremos abaixo os erros e dividas surgidas.

a) Houve dois grupos que fizeram as construcdes corretamente, porém, chamaram
o professor achando que havia algum erro, pois, para eles as retas (inclinadas)
ndo estavam paralelas so seriam paraléelas se ambas fossem horizontais. 1sto nos
leva a constatar uma limitagdo no conceito de paralela em que, provavelmente, a
apreensao perceptiva supera a apreensao operatéria, fazendo com que duvidem
dos dados do problema e do recurso do computador.

b) Cinco duplas n&o usaram adequadamente as opgdes do menu no que se refere a
ponto. Para construir um ponto sobre um objeto, criaram o ponto. Para
determinar o ponto de interseccdo entre dois objetos criaram um ponto ou
construiram um ponto sobre apenas um dos objetos.

C) Um grupo, ao pretender nomear o ponto S, acabou nomeando uma das retas.

d) Alguns grupos apresentaram dificuldade em medir os segmentos pois ndo 0s
haviam criado.

No célculo das razdes, a maioria dos grupos ndo manifestou dificuldade. Os
grupos 9 e 10 sO indicaram as razbes, ndo fizeram a divisdo, o que dificultou a
interpretacdo. Os grupos 4 e 8 manifestaram dificuldade tanto na determinagéo quanto
nainterpretacéo darazéo.

Para verificar se os tridngulos formados eram semelhantes, apenas o grupo 2
marcou e mediu os angulos internos. Quatro dos outros grupos escreveram que 0S
angulos sdo iguais, sem precisar medir. O grupo 1 deduziu que sdo iguais, pois “ta na
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cara’, se “deslocarmos o0 ponto S até U conseguimos sobrepor um angulo no outro”

(“assm que fizemos na atividade 5, de casa’). Os grupos 3 e 14 afirmaram gue 0s

angulos sdo iguais devido as retas SK e UT serem paralelas, e o grupo 13 apenas

afirmou sem justificar. O grupo 4 ndo respondeu este item, e 0s demais ndo se referiram

aos angulos, sendo que destes, seis grupos, afirmaram que sao semelhantes por manter a

mesma forma (grupos 5, 6, 7, 8, 9, 10). Os grupos 11 e 12 escreveram que Sa0

semel hantes pois suas medidas sdo proporcionais.

- Com relacdo a proporgdo, houve trés grupos que deixaram em branco este item
(4, 9 e 11), dois grupos que escreveram adequadamente (1,2), o grupo 10
montou trés corretamente e uma errada, os demais grupos (3, 5, 6, 7, 8, 12, 13,
14) confundiram razéo com proporcao.

- Quanto a escrever a relacdo entre a paralela a um dos lados de um triangulo,
observamos que Cinco grupos ndo escreveram nada (grupos 1, 4, 5, 9 e 11) os
demais citaremos abaixo.

Grupo 2 e 3 - “Movendo S, muda-se a medida de US, SR, RK, KT e a medida dos

angulos continuamiguais” .

Grupo 6 - “Alguns deram propor ¢ao outros nao”.

Grupo 7 - “Os segmentos originais que formam o triangulo maior se mantém com a
mesma medida, ja as medidas dos segmentos criados pelos pontos (S, K)
variaram’.

Grupo 8 - “No primeiro triangulo as medidas se prevalecem, ja no 2° triangulo que foi
construido pelos pontos S e K se variam, quando deslocamos o ponto S’

Grupo 10 - “O segmento SK vai ser sempre igual aos segmentos RS e RK” (construiu
um triangulo equilatero).

Grupo 12- “Todos os lados inclusive a paralela formam uma proporgdo” (triangulo
equilétero).

Grupo 13- “Formaram outros segmentos - apés tracada a reta SK, formaram
segmentos SR, SU, RK e KT”.

Grupo 14 - “Tracando a reta paralela, formaram-se dois triangulos semelhantes, pois
possuem angulos congruentes’.

Na quinta-feira, fizemos o fechamento desta atividade, comentando as respostas
dadas, esclarecendo as dificuldades e erros encontrados, bem como, concluindo a
relagcdo entre os segmentos formados pela paralela a um dos lados de um triangul o.

v' Consider ages:
- Trés aunos entraram na 2° aula. Um faltou.
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- O professor teve um pouco de dificuldade em atender os alunos, gravar e anotar
algumas observacOes, pois eles ndo estavam acostumados com esse tipo de
atividade e atitudes necessitando muitas vezes chamar o professor.

- Nas explicacOes coletivas no laboratério, varios alunos ndo prestavam atencao.
Primeiro pela posicdo, segundo por que querem trabalhar no computador e s6
pensar no problema quando surgir.

- Faltou trabalhar mais com os alunos construcdes em geral utilizando o software
Cabri para que os mesmos vivenciassem as trés formas de construir e criar
pontos, medir segmentos, nomear pontos e retas para que quando fossem realizar
as atividades a manipulacéo do programa ndo fosse um entrave, possibilitando
uma melhor percepcao da atividade.

- Temos aimpressao de que os alunos n&o terminam prontamente a atividade.

O uso do computador por muitos professores € sentido a priori como uma
ameaga a0 seu papel, alegando ser uma coisa fria, em que a relagdo humana fica
comprometida. Vivenciando esta experiéncia de trabalhar com a informatica na
educacdo usando o software Cabri-géometre I, constatamos que o papel do professor
jamais serd comprometido, pelo contrério, ele passa a ter outra cor. O relacionamento
professor-aluno, aluno-aluno fica gradativamente mais intenso e menos superficial.
Muitas vezes temos que trabalhar em duplas ou trios, pois hdo temos computadores para
todos. O professor tem que elaborar as atividades de forma que cada grupo possa
realizé-las com um certo grau de autonomia, transformando seu papel de transmissor de
informagdes para mediador .

Elaboramos vérias atividades para que o auno fosse formando a nogdo de
semelhancga tendo o intuito de mais para frente mobilizar essa nogdo para formar o
significado do teorema de Thales e especificar a semelhanga de triangul os.

Os alunos trabalharam em duplas para que, trocando experiéncias e idéias,
fossem redlizando as atividades fazendo observagbes, pesguisando e tecendo
comentarios e conclusdes.

Embora no laboratério os alunos tenham certa autonomia na reaizagdo das
atividades, o papel do professor continua sendo importante no sentido tanto da
elaboragcdo das situagbes, quanto na orientacdo e institucionalizagdo das acbes. A
relagdo professor-aluno fica mais forte, pois o professor tem a possibilidade de estar
mais proximo de cada aluno percebendo-o por suas vérias formas de expresséo, ou sgja,
na forma oral quando solicita o professor e manifesta suas dificuldades ou tenta
justificar suas construcdes e conjecturas, na forma escrita quando responde as atividades
e na forma gestual quando se expressa com o professor ou com 0s colegas. Temos a
possibilidade de, observando suas respostas e atitudes, perceber 0s conceitos que ndo
foram bem elaborados pelos alunos ou outros conceitos que embora muitas vezes séo
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utilizados e mobilizados por eles o significado ndo foi bem formado, apenas
memorizaram um algoritmo. Nestas atividades iniciais percebe-se bem as dificuldades
quanto a significacdo dos conceitos de razéo, proporcdo, nimeros decimais e retas
paraelas.

Todas as dificuldades e erros apresentados pelos alunos quanto a utilizagéo do
programa ja haviam sido comentadas pelo professor no fechamento da primeira semana,
porém véarios aunos ndo apreenderam, sendo necessario vivenciar a Situacdo para
compreender. Muitos alunos sO percebem as coisas que foram ditas pela vivéncia,
experimentacdo e erro. O conhecimento é construido gradativamente por meio das
vérias atividades e experimentacles feitas.

52 semana (3 aulas)

Nesta semana continuamos a Sequéncia Didética - Parte B - aplicando a
atividade 2 no dia 31/08/99.

A atividade 2 tem por objetivo fazer com que o aluno perceba que além das
diversas maneiras de se representar um par de retas concorrentes interceptadas por retas
paraelas, em qualquer uma das configuracOes podemos obter segmentos proporcionais.
Por meio da experimentagdo e da observagdo dos triangulos semelhantes, o auno
podera expressar a proporcionalidade pelo aspecto da conservagdo das abscissas ou pela
dilatacéo.

Durante a aplicag&o da atividade, observamos que:

- sO o grupo 9 teve dificuldade em entender o enunciado e marcar o ponto E;

- todos os grupos foram fazendo as construgdes direto no computador, néo
sentindo necessidade de um esbogo;

- 0 grupo 6 teve algumas dificuldades em manipular com o programa (ponto sobre
objeto) e medir 0s segmentos, nos demais ndo se percebeu dificuldade;

- todos os grupos iniciaram a atividade de forma que as paralelas ficassem na
posi¢do inclinada;

- alguns grupos (3, 4, 9) tiveram dificuldade em entender como representar as
configuracoes,

- todos 0s grupos representaram a configuragdo em que as transversals se
interceptam entre as paral el as e também quando ndo se interceptam;

- ao verificar se os tridngulos formados sdo semelhantes, observamos que s o

grupo 1 n&o respondeu, o grupo 9 disse que ndo sdo semelhantes, os grupos 5, 11

e 12 apenas escreveram que sao semelhantes, os grupos 2, 3, 4 e 10 se referiram

aos angulos para justificar, os grupos 6 e 7 justificaram que os lados eram

proporcionais sendo que o grupo 6 sd encontrou propor¢do na 1° configuragao,

pois nas demais havia marcado as medidas erradas. Os grupos 13 e 14

justificaram devido aos triangulos serem formados por retas paralelas, assim:
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grupo 13- “ os triangulos ficam semelhantes, pois sdo formados por retas
paralelas’ e grupo 14- “Sm, sdo semelhantes pois CB e ED sdo paralelas,
sendo assim a inclinagdo da reta ndo mudou em relacéo a reta r, tornando os
triangul os semel hantes”;

- percebemos que quase todos 0s grupos ndo apresentaram dificuldade em
identificar os lados correspondentes das figuras exceto os grupos 4, 5 e 10. Os
grupos 5, 6, 7 e 9 identificaram os lados correspondentes porém marcaram
algumas medidas erradas, os grupos 3 e 9 tiveram erro na divisdo. Os grupos (1,
2,11, 12, 13, 14) néo tiveram problema;

- a0 montar as proporcdes, 0os grupos 3, 4 ndo fizeram; 0s grupos 5 e 6
escreveram que ndo existe proporcdo (marcaram medidas erradas). Os grupos 7,
10, 11 e 13 ndo montaram a proporcdo. Os grupos 9 e 14 demonstraram ndo
saber bem o que é proporgdo. Os grupos 10 e 14 ndo associaram as razoes
corretamente. Apenas os grupos (1, 2, 12) mediram corretamente e escreveram a
proporcao adequadamente;

- quanto a concluir as relacdes observadas nesta atividade contatamos que o0s
grupos 2, 3, 4 e 11 deixaram em branco, os demais citaremos abai xo:

Grupo 1 - “Quando tracada uma paralela, mesmo deslocando os pontos ela nunca

muda’”.

Grupo 5 - “Mesmo deslocando o ponto D os angulos da figura (ABC e ADE) continuam
guase com a mesma medida com diferenca de 1 ou 2 graus, ja os lados mudam
radicalmente de medida e mesmo assim os 2 triangul os sdo semelhantes’ .

Grupo 6 - “Com apenas 1 par de paralelas e 2 retas concorrentes poderiamos formar
varias configuracoes diferentes”.

Grupo 7- “Em qualguer posicao elas vao se manter paralelas, segmentos AB, BC, AC
ndo mudam de tamanho” .

Grupo 9 - “Se vocé fizer alteracéo néo tera nenhuma proporcao” (perderam afigura na
hora de gravar).

Grupo 10 - “Os triangul os formados sdo sempre semel hantes nas configuragoes’.

Grupo 12 - “Todos 0s angulos opostos pelo vértice A séo congruentes’.

Grupo 13 - “Concluimos que os triangulos sdo semelhantes e se houver mudanca em

alguma das retas as propor ¢oes serdo as mesmas’.

Grupo 14 - “Nao importa o lugar da reta paralela os triangulos sempre seréo

semel hantes”.

v' Consideracoes:

- Quatro alunos entraram na 2° aula. Uma aluna faltou.

- Numa outra atividade, pedir para justificar por que os tridhgulos sdo
semel hantes.
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- Alguns grupos tiveram dificuldade em salvar no disquete suas construcoes,
acabando por perderem o que haviam feito.

- Alguns grupos ficaram prejudicados a0 analisar as construgbes e levantar
hipéteses de propriedades devido a ndo terem executado adequadamente as
construcdes por falta de habilidade na utilizacdo do programa.

6% semana
Nesta semana ndo conseguimos trabahar as atividades, pois terca-feira (7 de
setembro) ndo houve aula, quarta-feira os alunos tiveram, durante a aula de matematica,
atividades com o setor de orientagdo educacional, quinta-feira os aunos foram ao
shopping para montar afeira-cultural.

72 semana (1 aula)
Nesta semana também ndo foi possivel dar continuidade a experimentacéo.
Terca-feira o laboratério ainda ndo estava arrumado para podermos utilizélo.
Na quarta-feira trabalhamos com dlgebra e na quinta-feira estudamos os casos de
semelhancga de triangul os.

82 semana (4 aulas)

Naterca-feira, dia 21/09/99, fomos ao laboratorio para desenvolver a atividade 3
da parte B e posteriormente a institucionalizacdo do teorema de Thales. Percebemos,
nesta semana, que os alunos estavam menos agitados, procurando desenvolver as
atividades sem solicitar muito o professor.

Uma das dificuldades apresentadas em geral foi o ndo-entendimento do conceito
de projecdo segundo uma diregdo. Véarios grupos ndo haviam lido a explicacdo do que
era projecdo e foram logo iniciando a atividade, outros leram e ndo entenderam. Os
grupos 7 e 8 primeiro fizeram a “experimentacéo” da definicdo de projecdo segundo
uma direcdo para depois iniciar a atividade. O grupo 12 manifestou ndo saber o que é
transversal. De forma geral, os alunos entenderam o enunciado. Todos comecaram a
desenvolver a atividade direto no computador, nenhum grupo fez esbogo. Os grupos 9 e
10 ainda apresentaram dificuldades na utilizacdo das ferramentas do Cabri, no que diz
respeito ao ponto de interseccao, os demais fizeram a atividade sem nenhum problema.

Nenhum grupo teve dificuldade em representar as configuracoes.

Com excecdo do grupo 1 que representou as paraelas na posicao vertical, todos
0s demai s representaram as paralelas na posi¢ao inclinada.

Quanto a interseccdo das transversais, observamos que os grupos 1, 3, 7, 8, 10,
11 e 12 representaram as transversais se interceptando entre as paralelas, ja os grupos 2,
4,5, 6,9, 13 e 14 néo.
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Com excegdo do grupo 9, todos os demais concluiram que a projecdo do ponto
meédio de um segmento esta no ponto medio do segmento projetado. O grupo 4 percebeu
gue é ponto meédio, porém ndo escreveu a conclusao.

Percebemos pouca dificuldade quanto a representar as razdes. Os grupos 2 e 3
ndo escreveram as razdes, 0s grupos 1, 4, 5 e 6 escreveram quase todas as razdes
possivels, 0 grupo 7 marcou medida errada, o grupo 9 n&o calculou, e os grupos 8, 11,
12, 13 e 14 escreveram somente as razdes entre um segmento e a sua projecdo. O grupo
10 apresentou algumas medidas estranhas e ndo foi possivel conferir com o disquete
(ndo conseguimos abrir).

Os grupos 6, 8, 9,10, 13 e 14 ndo escreveram as proporcdes, os demais sim, e
observamos que 0s grupos 2, 3, 4, 5, 11 e 12 registraram como conservacdo da relacéo
de projecdo, os grupos 1 e 5 a conservacdo das abscissas e 0s grupos 13 e 14, embora
ndo tenham escrito a proporcdo calcularam as razGes entre um segmento e a sua
projecéo.

As conclusdes escritas pel os alunos foram:

Grupo 2 - “Todos os segmentos de r que tém projecao em s, sao iguais, assim formam
proporc¢des’. Quiseram dizer provavel mente que as razbes eram iguais.

Grupo 3 - “As medidas das projecOes de seus respectivos segmentos sdo iguais,
formando proporcfes’. Quiseram dizer provavelmente que as razdes eram
iguais.

Grupo 6 - “Deram propor¢ao 0s segmentos paralelos que possuem a mesma medida”.

Grupo 7 - “Entre os segmentos de uma reta e suas respectivas projecdes ndo sao
proporcionais’.

Grupo 8 - “O segmento € proporcional a sua projecao”.

Grupo 9 - “Posso enunciar varias relacfes, pois todos 0s segmentos possuem
projecoes.”

Grupo 10- “Todos os segmentos formados na reta r tém a mesma medida”

Grupo 11- “Os segmentos SA0 proporcionais as suas projecoes’.

Grupo 12- “Suas raz0es sao congruentes, portanto as projegdes com 0s segmentos
respectivos formam propor ¢oes.”

Grupo 13- “Os segmentos e suas projecoes dao as mesmas razdes’.

Grupo 14- “Todos 0s segmentos S0 proporcionais as suas projecoes.”

Terminada esta atividade, alguns grupos comegaram a fazer a atividade de
institucionalizagdo do teorema de Thales lendo aguns enunciados e tentando montar
uma configuragao e a sua respectiva proporc¢ado, bem como ler um pouco de historia.

Ao desenhar as configuracdes observamos:

a) com relagdo ao 1° enunciado (tragar uma paralela a um dos lados de um
triangulo), apenas trés grupos representaram na posicdo horizontal (1, 9, 12), os
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b)

demais na posicéo inclinada (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 14), sendo que um dos
grupos ndo soube representar a paralela (13); seis grupos ndo representaram a
proporcao (1, 2, 3, 6, 7, 13), dois representaram errado (9, 5) e os demais
expressaram corretamente (4, 8, 10, 11, 12, 14);

com relagéo ao segundo enunciado (“ Se duas retas sdo transversais a um feixe
de paralelas, entdo a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas é igual
a razao entre os segmentos correspondentes da outra’) em que se induz
expressar a proporcdo por meio da conservacdo das abscissas, nove grupos
representaram na posicdo horizontal (5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14) os demais na
posicdo inclinada (1, 2, 3, 4, 12). Trés grupos representaram as transversais se
interceptando entre as paralelas (1, 4, 11). Sete grupos ndo fizeram a proporcéo
(1, 2,3,4,5, 6, 7) os demais representaram adequadamente;

com relacdo ao terceiro enunciado (“Se retas paralelas determinam sobre duas
transversais segmentos correspondentes, entéo as razes entre esses segmentos
correspondentes formam uma proporcéo”), em que se induz expressar a
proporcdo por meio da conservacdo da relacdo de projecdo, onze grupos
representaram na posi¢céo horizontal (1, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14) os
demais na posicdo inclinada (2, 3, 7). Trés grupos representaram as transversais
se interceptando entre as paralelas (1, 4, 7). Seis grupos néo fizeram a proporcao
(1, 4, 5, 6, 7 e 11) os demais representaram, sendo que dois destes montaram
inadequadamente (2, 3). Os grupos 9, 10 e 12 ndo expressaram pela relacdo de
projecdo como se induz e sim pela conservacao das abscissas.

v Observagdes:

O grupo 14, nos trés enunciados, representou a propor¢do pela conservagdo da
relacdo de projecdo, ndo se atendo muito para o enunciado.

Percebe-se que a maioria dos alunos, quando val tracar qualquer reta, comeca
sempre desenhando na posicdo horizontal da esquerda para a direita como
normal mente escrevemos. Notamos gue nas atividades feitas com o computador
isso também ocorre. Na primeira atividade, para quase todas as duplas, 0s alunos
construiram e nomearam os veértices do tridngulo, depois marcaram um ponto
sobre um dos lados e tragaram a paralela. Com isso a posi¢ao das paralelas foi
uma consequéncia devido a posicdo dos vértices jA estar determinada
aleatoriamente fazendo com que as paralelas ficassem na posicdo inclinada.
Constatamos no primeiro enunciado que se assemelha com a primeira atividade
que a maioria dos alunos também desenhou as paralelas na posi¢éo inclinada o
gue leva-nos a suspeitar que a atividade no computador induziu na formagéo de
uma configuracdo diferente das sugeridas nos livros didéticos e elaboradas por
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um grupo de alunos que ndo havia utilizado o computador, ou sgja, a paralela na
posic¢ao horizontal.

Na atividade 2 - Parte B - todos os alunos construiram as paraelas na posi¢cao
inclinada e as transversais se interceptando entre as paralelas o que também ndo
€ uma configuracdo muito explorada nos livros didaticos e nem uma
configuragdo tipica entre os alunos que ndo utilizaram o computador para
aprender o teorema de Thales. I1sso ocorreu talvez pela forma de se enunciar a
atividade, em que as primeiras construcdes seriam duas retas concorrentes e a
posicdo das paralelas seria consequéncia delas. Esta atividade visava explorar o
teorema de Thales em suas varias configuragdes sob 0 aspecto da conservagao
das abscissas ou pela dilatacéo (semelhancga de tridngulos). O segundo enunciado
também sugere expressar a propor¢do sob esses pontos de vista; no entanto,
devido a maneira que foi enunciado, a maioria dos alunos comegou a construcéo
pelo feixe de retas paralelas tracando-as na posicao horizontal e as transversais
ndo se interceptando entre as paralelas.

Na atividade 3 - parte B - todos os aunos construiram as paraelas na posi¢ao
inclinada e 50% as transversais se interceptando entre as paralelas, o que
também ndo é uma configuragdo muito explorada nos livros didaticos e nem uma
configuracdo tipica entre os aunos que ndo utilizaram o computador para
aprender o teorema de Thales. 1sso também deve ter ocorrido pela forma de se
enunciar a atividade em que a posicéo das paralelas € uma consequiéncia das
construgdes anteriores. Esta atividade visava explorar o teorema de Thales sob o
aspecto da conservacdo da relacdo de projecdo. O terceiro enunciado também
tem esse mesmo objetivo, embora, ndo se utilize da palavra projecéo. Ao tentar
representar a configuragéo sugerida, a maioria dos alunos construiu as paralelas
na posi¢ao horizontal e as transversais ndo se interceptando entre as paralelas.

92 semana —(3 aulas)
Nesta semana trabalhamos as atividades envolvendo as consequéncias do

teorema de Thales e os problemas de aplicacdes. Iniciamos no dia 28 de setembro e
concluimos no dia 30 de setembro. No primeiro dia quatro alunos faltaram e, no

segundo, tivemos a auséncia de oito.

No dia 28/09/99, as atividades foram desenvolvidas no laboratorio de

informética, onde os aunos trabalharam as atividades 4, 5 e 6. Ja no dia 30, ndo foi
possivel utilizar o laboratério, com isso 0os alunos desenvolveram as atividades de
aplicacdo do teorema de Thales utilizando régua e compasso.

O objetivo da atividade 4 era trabalhar o reciproco do teorema de Thales. Nessa

atividade notamos que os alunos néo tiveram muita dificuldade, quase ndo solicitaram o
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professor, percebemos uma evolucdo no responder e justificar as afirmacbes e

conclusbes feitas. As justificativas dadas para as retas paralelas foram bem

diversificadas:

- uns utilizaram a semelhanca de tridngulos alegando que uma vez que os lados
S80 proporcionais os angulos deverdo serem iguais, logo as retas séo paraelas,

- outros mediram os angulos;

- dois dos grupos justificaram pelo teorema de Thales.

Na quinta questdo, a maioria dos grupos teve dificuldade em interpretar,
construir e, principalmente, justificar o teorema da bissetriz dos angulos internos de um
triangulo. Apenas dois grupos chegaram proximo da resposta.

Na questdo 6, alguns alunos ndo lembraram o que é um trapézio. Quase todos 0s
grupos fizeram essa atividade e chegaram a conclusio de que é ponto médio, porém néo
justificaram utilizando propriedades, responderam e justificaram apenas com as
constatacOes feitas no computador que, para eles, era o suficiente (se estou vendo, ndo
preciso demonstrar).

Nos problemas de aplicacdo, foram feitas varias perguntas para a professora,
notamos muita inseguranca por parte dos alunos, principalmente porque ndo havia
configuragéo em algumas das atividades.

Na primeira atividade foi pedido para calcular o perimetro de um tridngulo PQR
semelhante ao tridngulo ABC dados o perimetro de ABC e a medida de dois lados
homaologos. Como houve auséncia de varios alunos, alguns grupos foram desfeitos,
outros ficaram com trés elementos. Dos grupos que fizeram a atividade, apenas 5
acertaram (grupo 8, 11, 12, 13 e 14); o grupo 2 atribuiu valores para os lados PR e QR
de forma que o perimetro sgja 22 (8+8+6); os grupos 3, 9 e 10 erraram devido a ter
invertido arazéo referente ao perimetro.

Na segunda atividade dadas as bases de um trapézio, eles deveriam determinar a
altura do triangulo menor formado pelo prolongamento dos lados ndo-paralelos. Os
grupos 8, 11 e 14 conseguiram resolver certo; o grupo 3 errou (calculou érea); 0s grupos
9, 10, 12 e 13 erraram devido a ndo ter considerado a atura do tridngulo maior como
sendo oito mais h.

Na terceira atividade, foi pedido para determinar a medida dos segmentos
formados por uma transversal interceptada por trés retas paralelas conhecendo-se a
soma dos segmentos e a medida dos segmentos correspondentes numa outra transversal .
Essa questdo, exceto o grupo 2, que so fez 0 esboco, os demais acertaram.

Na quarta questdo foram fornecidas trés configuracdes para que verificassem se
0S segmentos em destaque eram ou ndo paraelos. Nessa questéo, o grupo 2 afirmou que
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todas eram devido aos angulos serem congruentes (mediram); os grupos 8 e 5 néo
fizeram; os demais acertaram (3, 9, 10, 11, 12, 13 e 14).

A quinta questdo € um problema de aplicacdo para se calcular a altura de um
prédio conhecendo-se a sombra do prédio, a dtura e a sombra de um homem. Nessa
questdo, varios grupos ficaram discutindo o problema das unidades metro e centimetro
manifestando dificuldade em entender e converter tudo para centimetro ou tudo para
metro. Essa questdo sO 0 grupo 2 acertou; os grupos 3, 5, 8, 11 néo fizeram (acabou a
aula) e os grupos 9, 10, 12 e 14 montaram a proporcao certa, perceberam que deveriam
fazer a conversdo das unidade, porém erraram.

As demais questbes que envolviam a conversdo dos registros discursivo,
simbdlico e figural, nesta ordem, s6 o grupo 2 fez e acertou, 0os demais ndo se
interessaram em resolver alegando ja saber fazer por ja terem aprendido em Desenho
Geométrico.

v' Consideracfes gerais

No transcorrer da aplicacdo da Sequiéncia Didética, percebemos que a postura do
aluno foi mudando com o passar das semanas no sentido de: maior participagdo nas
discussfes, tomada de iniciativa, sugestdo de estratégias diferentes para resolver os
problemas ndo sd de geometria, mas também nas aulas de agebra, questionamentos,
criticas, principamente guando alguma coisa parece 6bvia e se pede para justificar,
provar ou demonstrar. Achamos gque essa mudanca de postura foi devido ao tipo de
atividade proposta favorecida pelo uso do software Cabri-géométre | e pela postura do
professor em sala de aula ensinando o0 aluno a aprender a aprender.

Notamos, durante a aplicacdo e discussdo das atividades, que alguns alunos, que
normal mente ndo obtinham as melhores notas, eram os primeiros a criticar, contestar e
até dar sugestbes. Os alunos que sempre tiravam notas altas, manifestaram muita
ansiedade, inseguranga, constantemente chamavam o professor durante a realizacéo das
atividades sentindo necessidade de confirmagdes, do apoio do livro didético na busca de
formul as magicas.

Alguns fatores acreditamos que dificultaram um pouco o trabalho, mas, por
outro lado, s8o coisas que sempre podem ocorrer no sistema ensino-aprendizagem, tais
COmo:

. ndo-comprometimento de alguns alunos, no sentido de faltarem as aulas por
gual quer motivo perdendo a sequiéncia das atividades,
. por estarem no Ultimo ano do ciclo, tinham o sentimento que ja passaram de ano

e relaxaram bastante no segundo semestre;
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. nao-realizacdo de algumas atividades propostas para casa e até em classe, pois
ha alunos que ndo séo interessados ficam enrolando e acabam néo participando

como deviam;
. muita interrupcéo do trabal ho;
. devido ao aluno estar muito acostumado com o livro didatico e com as aulas

tradicionais, no comego ficou um pouco complicado, havia muita inseguranca,
ansiedade por parte dos alunos que ficavam esperando que o professor desse um
exemplo ou resolvesse os problemas propostos para eles sem ao menos terem
lido o enunciado;

. depois que institucionalizamos o teorema de Thales, alguns alunos manifestaram
um pouco de desinteresse em continuar as atividades achando que o assunto é
muito fécil, j& sabiam, por ter estudado no segundo bimestre nas aulas de
Desenho Geométrico. Nas primeiras atividades da segiiéncia Parte B ninguém
manifestou e nem percebeu nenhuma semelhangca com o que ja haviam
aprendido. Acreditamos que talvez o fato de terem estudado antes, essa no¢cdo na
outra disciplina possa ter comprometido em parte a pesquisa, mas por outro lado
0 grupo de referéncia (82 série B), também teve a mesma formagéo, com a

mesma professora;

. num proximo ano intencionamos replangar os programas de Desenho
Geométrico e Matemética procurando articular melhor os conceitos;

. ndo foi possivel trabalhar a demonstracdo do teorema de Thales, pois como as

aulas vao até novembro, nos meses de outubro e novembro ha muitos feriados,
viagem, excursdo da formatura, optamos em ndo estudar a demonstracdo com
detalhes, ficamos sO com as provas e judtificativas para poder tratar outros
assuntos de geometria que também consideramos importante em sua formacéo
como o teorema de Pitégoras, as razdes métricas no tridngulo retangulo e num
triangulo qualquer.

Quando terminamos a aplicacéo da seqiéncia, pedimos para 0s alunos escreverem suas
opinides a respeito das aulas, do uso do computador como recurso didético, fazendo

criticas e dando sugestdes. Procuramos deixar os alunos bem a vontade para se
expressarem. N&o foram todos 0s alunos que quiseram escrever.

Citamos a seguir o que foi escrito:

. “Gostariamos de dizer que as aulas de geometria no laboratério de informética sdo
muito produtivas. Pedimos desculpas por as vezes ndo prestarmos atencdo nas aulas,
falar fora de hora, baguncar na sala, e as vezes ndo fazer o que a senhora pede.
Agradecemos muito pela senhora se esforgar tanto, querendo fazer um trabalho téo
importante para nosso futuro, embora outras pessoas na sala ndo acreditem nisso. NOs
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gostamos muito da senhora, e pedimos desculpas por tantos “ conflitos nesses Ultimos
dias!”

“Seu projeto de geometria € o melhor que eu ja vi, tenho certeza que a senhora
conseguird completar seus objetivos conosco. Talvez alguns ndo percebam que esse
projeto é para nos ajudar mais do que a propria senhora. Esse projeto me interessou
muito, se a minha sala Ilhe magoou em alguma coisa pego perddo por todos, mesmo que
eles ndo percebam que erraram no jeito de julgé-la, pois ndo podemos julgar ninguém
pela aparéncia e ssm pelo coragdo. Do meu ponto de vista esse projeto me ajudou muito
nas tarefas, nas provas e nas aulas na minha aprendizagem. Aprendi a gostar da
senhora como professora e amiga que tenho certeza que a senhora é para conosco.”

“Na minha opinido o seu projeto de geometria esta sendo bom ndo s6 na minha
opinido como na dos outros com certeza também serdo, 0 seu projeto serviu para
mostrar uma maneira pratica e facil de aprender geometria acho que até agora para
todos esta tendo resultado as aulas em computador, ndo para aprendizagem, mas
também para uma aula diferente, ou sgga uma aula mais tranqila, sem muita matéria
dando disponibilidade aos alunos. Com certeza 0 seu projeto vai trazer boas respostas
mais a frente, e que todos consigam aprender para conseguirem boas notas. Essa é
minha opini&o sobre o projeto.”

“Eu Leonardo de Almeida Corréa, fui bem recompensado com esse novo método de
ensino geométrico criado pela professora Nancy, apesar de algumas falhas, tais como
aprender sem saber 0 que estd fazendo e aulas “ainda” muito devagares e
desaproveitaveis, aprendi a me expressar melhor no papel devido aos incentivos dados
pela professora quando pedia para os alunos justificarem as suas respostas e as aulas,
para mim, foram mais dinmicas e menos cansativas, tirando-nos da rotina estressante
da sala de aula e dando-nos a liberdade de comunicarmaos com nossos colegas. Este é
um bom e talvez, se aperfeicoado, revolucionario método de aprendizagem e incentivo
para a Geometria.”
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4.5 - Andlise dosresultados do pos-teste

Apds, aproximadamente, dois meses do término da aplicacdo da seqiiéncia-piloto
na 8° série sem que os alunos soubessem de antemao, aplicamos um teste (0 mesmo
aplicado aos aunos do 1° Ensino Médio em 1998) com afinalidade de verificar:

. se 0s alunos possuiam uma concepcdo limitada ou global do teorema de Thales;,

. se 0s aunos reconheciam a aplicagdo do teorema nas atividades propostas;

. Se a posicao das paralelas interferia no reconhecimento e no sucesso da aplicacéo
do teorema;

. Se a posicdo das paralelas com relagdo ao ponto de interseccdo das transversais

interferia no reconhecimento e no sucesso da aplicagdo do teorema;

. se os aunos conseguiam resolver e justificar por meio de propriedades os
problemas propostos sem se ater a0 aspecto visual, bem como resolver
problemas dados na lingua natural, para os quais as configuragdes ndo sao
fornecidas;

. se houve mudancas de atitudes apds esse periodo.

Aplicamos este teste no dia 11 de novembro de 1999, em duas 8° séries do
Ensino Fundamental: uma que trabalhou os conceitos de semelhanga e do teorema de
Thales (por meio da seqliéncia didatica) seguindo os principios da engenharia didatica e
utilizando como uma das ferramentas e material de apoio o software Cabri—géometre |
(8° série A, a que iremos referir como grupo experimental), e a outra que estudou estes
conceitos utilizando apenas o livro diddtico num sistema de ensino aprendizagem
tradicional (8° série B, a que iremos nos referir como grupo de referéncia). Aplicamos o
teste no mesmo dia e hora para as duas turmas. Na 8* A, junto com a professora de
inglés, e na 8% B com o observador e a professora de Matemética da classe. Os alunos
foram avisados da importancia de se fazer o teste com seriedade, ou sgja, procurando
responder todas as questdes sem se comunicarem e de forma legivel mostrando o
desenvolvimento para que pudéssemos entender e perceber como estdo raciocinando
pararedizar astarefas. Foi permitido o uso da calculadora, uma vez que o objetivo ndo
era verificar se 0 aluno sabe operar com nUMeros reais e sim se consegue reconhecer e
mobilizar a aplicagdo do teorema de Thales em vérias situagdes, bem como o seu
reciproco. N&o foram ditos a nenhum auno quais assuntos estariam por tras das
questes. Na 8° série A tivemos a presenca de 25 alunos e a auséncia de 5, ja na 8° série
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B compareceram neste dia 27 alunos e 5 alunos faltaram. Os alunos, tanto de uma sala
quanto da outra, haviam tido aulas de Desenho Geomeétrico com a mesma professora e
estudaram geometricamente as aplicacdes do teorema de Thales utilizando régua e
compasso. As aplicacoes trabalhadas foram: divisdo de segmentos em partes iguais ou
proporcionais e a determinacdo grafica da terceira e quarta proporcional. Essas
aplicacOes foram trabalhadas em ambas as classes antes de terem visto o teorema de
Thales na disciplina de Matemética.

Apos a correcdo deste teste, fizemos uma entrevista individual com os alunos do
grupo experimental, dando um retorno do desempenho de cada um, mostrando os erros,
e pedindo esclarecimentos de a guns procedimentos utilizados.

Faremos agora uma andise quantitativa e depois qualitativa dos dados,
procurando cruzar alguns resultados comparando o0 desempenho de uma classe com
relacdo a outra. Para isso, vamos andisar cada questdo individuamente e
posteriormente o conjunto em relacdo aos acertos, erros e questdes em branco. Para a
andlise qualitativa, iremos utilizar o software CHIC para construcdo da arvore de
similaridade, da arvore hierarquica de implicacéo e do grafico de implicagdo, da mesma
forma que fizemos para a andlise do teste-diagnostico.
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4.5.1- Andlise quantitativa do pos-teste

Para facilitar a interpretacéo e a posterior andlise dos dados, classificamos as
variaves estatisticas dos resultados encontrados para cada quest&o por meio de codigos
como mostra a tabela abaixo que também sera utilizada

ara a andlise qualitativa.

CODIGO |VARIAVEL CODIGO |VARIAVEL

1 |AT1A | Aplicou Thales e acertou questdo 1A |36 | NF3A | N&o fez questdo 3A

2 |EM1A | Errou ao montar a proporgdo 1A 37 | AT3B | Aplicou Thales/acertou questdo 3B
3 |ET1A | Errou questdo 1A - absurdo 38 | EJ3B | Erroujustificativaquestdo 3 B

4 | NF1A | N&o fez questdo 1A 39 | EM3B | Errou ao montar a proporgéo - 3B
5 |AT1B |Aplicou Thaleseacertou questdo 1B |40 |ET3B | Errou questéo 3B

6 |EM1B | Errou ao montar a propor¢do 1B 41 |NJ3B | N&o justificou questo 3B

7 |ET1B |Errou questéo 1B - absurdo 42 |NF3B | N&o fez questéo 3B

8 |NF1B | N&ofez questéo 1B 43 | ATQ4 | Aplicou Thales e acertou questdo 4
9 | AX2A | Aplicou Thalese acertou questdo 1A |44 | EJQA4 | Errou ajustificativa da questdo 4
10 | EX2A | Errou célculo de X questdo 2A 45 |ETQ4 | Errou questéo 4

11 | NX2A | N&o fez questdo 2A - cllculo de X 46 |NJQ4 | N&o justificou questdo 4

12 | AY2A | Aplicou Thales e acertou questdo 2A |47 | NFQ4 | N&o fez questdo 4

13 | MY2A | Errou a0 montar a proporcdo- y- 2A 48 | ATQ5 | Aplicou Thales e acertou questdo 5
14 | EY2A | Errou célculo de Y questo 2A 49 | MCD5 | S6 montou corretamente o desenho
15| NY2A | N&o fez questdo 2A - cllculode Y 50 |ETQ5 |Errou questéo 5

16 | AX2B | Acertou célculo de x questéo 2B 51 | NFQ5 | Néo fez questio 5

17 | CX2B | Errou em conta - calculo de X — 2B 52 | ATQ6 | Aplicou Thales e acertou questao 6
18 | MX2B | Errou ao montar a proporggo- x- 2B 53 | EPQ6 | Errou parte da questo 6

19 | EX2B | Errou célculo de X questéo 2B 54 | NJQ6 | N&o justificou questéo 6

20 | NX2B | N&o fez questdo 2B - calculo de X 55 | ETQ6 | Errou questo 6

21 | AY2B | Acertou clculode Y questéo 2B 56 | NFQ6 | N&o fez questéo 6

22 |MY2B | Errou ao montar a proporgéo- y- 2B 57 | ATQ7 | Aplicou Thales e acertou questdo 7
23 |EY2B | Errou célculo de 'Y questdo 2B 58 | ETQ7 | Errou questéo 7

24 |NY2B | N&o fez questdo 2B - calculo dey 59 | NJQ7 | N&o justificou questéo 7

25 | AX2C | Acertou célculo de x questdio 2C 60 | NFQ7 | N&o fez questéo 7

26 | MX2C | Errou ao montar apropor¢do —x - 2C |61 | ATQ8 | Acertou questdo 8

27 | EX2C | Errou célculo de X questéo 2C 62 | AXQ8 | Acertou cllculo de x

28 | NX2C | N&o fez questdo 2C - célculo de X 63 | CXQ8 | Errou conta para obter x na questo 8
29 | AY2C | Aplicou Thalese acertou—y 2C- 64 | ETQS8 | Errou completamente a questo 8
30 | MY2C | Errou ao montar apropor¢do- Y-2C |65 | NJQ8 | N&o justificou questdo 8

31 | EY2C |ErroucélculodeY questdo 2C 66 | NFQ8 | N&o fez questéo 8

32 | NY2C | N&o fez questio 2C - cllculode Y 67 | ATQ9 | Acertou totalmente quest&io 9

33 | AT3A | Aplicou Thales e acertou questdo 3A | 68 | EPQ9 | Errou parcialmente questdo 9

34 | EA3A | Errou- apoiando-se naaparéncia- 3A |69 |ETQ9 | Errou questéo 9

35 | EM3A | Aplicou Thales e errou proporcdo- 3A | 70 | NFQ9 | N&o fez questdo 9
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12QUESTAO

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relacdo a primeira questéo.
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Gréfico 6 — Resultados da questéo 1 (%)

Na primeira questéo, as paralelas estdo na posicdo vertical e as transversais
interceptando-se depois das paralelas. O objetivo dessa questdo era aplicar o teorema de
Thales para determinar a medida de um segmento da transversal (1A) e verificar a
possibilidade de se calcular um dos segmentos formados em uma das paraelas (1B). A
configuracdo fornecida, de dois tridngulos sobrepostos, aparentemente retangulos,
provavelmente induziu vérios alunos da 8B a aplicarem indevidamente o teorema de
Pitagoras para determinar o valor de x e de | J. Em ambas as classes o indice maior de
erros e itens ndo feitos nesta questéo, foi para determinar o valor do segmento formado
na paralela, pois a maioria dos alunos tentou resolver sob o ponto de vista da
conservagao das abscissas errando na montagem da proporcéo. Na 82 série B, os alunos
que acertaram o caculo de |J fizeram uma decomposicdo da figura e aplicaram
semelhancga de triangul os.

De modo geral, notamos pelo gréfico 6 que os alunos da 82 série A tiveram um
desempenho um pouco melhor, tendo um indice menor de erros absurdos. Contudo,
ainda persistem agumas fahas. o indice de acerto na determinacdo do segmento
formado na paralela foi pequeno 20%; 36% dos alunos erram a0 montar a proporgao
para o calculo de x, sendo que destes, 20% nado perceberam que o segmento JT equivale
a8 - x (parte e todo).
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22QUESTAO

Na questdo 2 foi pedido para o aluno calcular os valores de x (segmento da
transversal) ey (segmento da paralela) em trés configuracoes diferentes. No item “a”, as
paraelas estdo na horizontal; no item “b”, as paralelas estdo na posi¢éo inclinada, e no
item “C” astransversais se interceptam entre as paralelas. Nesta questéo, iremos analisar
individualmente os itens 2A, 2B,e 2C, a seguir, 0s trés juntos com relacdo ao calculo de
X, e depois parao caculo dey. Vegaosgraficos 2, 3, 4,5e6.

QUESTAO 2A

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relacdo a segunda questéo, item a.

QUESTAO 2A
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Grafico 7 — Resultados da questéo 2A (%)

Constatamos nesse item que, em ambas as turmas, o indice de acertos no calculo
de x foi superior a 50% e a turma A chegou bem préximo dos 100%; porém no calculo
dey o indice de acertos é inferior a 30% e a turma B conseguiu uma porcentagem um
pouco maior que a turma A. Os alunos da turma A perceberam que se deve aplicar o
teorema de Thales no entanto erraram na montagem da propor¢do, pois ndo levaram em
conta 0 aspecto da dilatacdo ou a semelhanca dos dois tridngulos sobrepostos e
montaram a proporcdo pensando sob o ponto de vista da conservacdo das abscissas.
Esse fato talvez indique que deveriamos ter trabalhado um pouco mais a apreenséo
operatoria no que diz respeito a reconfiguracdo e a propor¢cdo em relacdo ao segmento
formado na paralela, propondo situagdes em que 0 aluno percebesse que a razéo obtida
pelos segmentos das paralelas ndo € igual a qualquer uma das razbes encontradas
utilizando-se os segmentos das transversais.
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QUESTAO 2B

Neste item, obtivemos, naturmaA, de formageral, um indice maior de sucesso e
a constatacdo da dificuldade apresentada pelos alunos com relacdo a montagem da
proporcao para o calculo da medida do segmento formado na paralela.

O gréfico 8 representa o percentual de desenvolvimento dos alunos das turmas A
e B em relacéo a segunda questéo, item b.

QUESTAO 2B
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Grafico 8 — Resultados da Questédo 2B (%)
QUESTAO 2C
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Grafico 9 — Respostas da Questdo 2C (%)

Neste item, percebemos que a turma A obteve um desempenho melhor,
apresentando uma certa dificuldade para o calculo do vaor de x, que, embora
representasse a medida do segmento formado na transversal no qual, pelos itens
anteriores, a porcentagem de acerto foi grande, o problema aqui talvez seja o fato de x
ser a soma das medidas dos lados dos dois triangulos opostos pelo vértice. Os alunos
poderiam, nesse caso, ter considerado a medida do lado AO sendo x menos nove.
Provavelmente essa sgja a mesma dificuldade encontrada na primeira questédo em que

184



deveriam ter considerado JT igual a oito menos x. Um aspecto que consideramos
positivo nesta questéo foi o indice de acerto, 52%, para o caculo dey, que, embora
pudesse ter sido melhor, foi superior ao indice do teste diagnostico e da turma B. Essa
configuracdo, segundo pesquisa de Cordier, foi considerada ndo-tipica pelos alunos e,
segundo as constatacdes de Charalambos, o indice de acertos para essa configuracdo era
sempre inferior a configuragcdo dos triangul os sobrepostos. Acreditamos que esse indice
de acertos se deu por dois motivos, primeiro devido as atividades da sequiéncia didatica
e ao uso do Cabri terem propiciado aos alunos a familiarizagdo com essa configuracao;
0 outro motivo é gque a apreensdo perceptiva dessa configuracéo favorece na apreensdo
operatOria 0 aspecto da dilatacdo nédo precisando realizar nenhuma decomposicéo da
figura.

Questédo 2 com relacdo a incognita X

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagdo aos valores de x para a segunda questéo.
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Grafico 10 — Resultados da Questdo 2 em relacéo a incognita x (%)

Lembrando: o valor de x refere-se a medida do segmento formado na transversal
ou lado n&o-paralelo dos triangul os.

Pelo gréfico 10, constatamos que a porcentagem de acerto da turma A foi
superior ao da turma B. Com relagdo as posicles das retas paraelas, temos, em ordem
decrescente das porcentagens de acerto, as posicdes. horizontal (2A), inclinada (2B) e
vertical (1A). No que diz respeito as configuragOes, os indices maiores de acertos
estavam naquelas em que os triangul os estavam sobrepostos. Com indice bem menor de
acertos, detectamos no teste-diagndstico as posi¢des horizontal, vertical e inclinada e a
configurac&o dos triangul os sobrepostos.
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Questéo 2 com relacdo aincognitay

A incognita y nos itens A e B refere-se a medida do segmento formado nas
paraelas. O gréfico 11 mostra bem como o indice de acertos em ambas as turmas foi
muito baixo. Os alunos perceberam a aplicacdo do teorema de Thales, porém erraram ao
montar a propor¢ao, pois deveriam ter pensado no teorema sob o ponto de vista da
dilatacdo ou na semelhanca de tridngulos. Observando os pontos de vista adotados para
determinar os valores de y nesta questdo, notamos que a maioria dos aunos que
montaram errado estavam resolvendo pensando na conservacdo das abscissas. Esse fato
nos leva a suspeitar que, talvez, a conservacdo das abscissas tenha sido um
conhecimento-obstaculo em relagéo ao aspecto da dilatagdo. Quanto a configuragéo, nos
itens A e B, os tridngulos estéo sobrepostos, e, no item C, sdo opostos pelo vértice,
sendo que nesta Ultima observamos 52% de acerto na turma A o que nos faz acreditar
que essa configuracdo, uma vez conhecida, favorece a apreensdo operatéria da aplicacéo
do teorema de Thales sob 0 aspecto da dilatagdo. Detectamos que 16% dos alunos da
turma A gue erraram a montagem da proporcdo no item 2C ndo perceberam que x eraa
distanciade A até D e que o lado AO do tridngulo ABO corresponde a x — 9. Uma das
alunas, em todos os itens, considerou o valor de y como sendo a metade ou o dobro da
medida do segmento paralelo.

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagdo aos valores de Y para a segunda questao.
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Grafico 11 — Resultados da Questdo 2 em relacéo a incognitay (%)

32QUESTAO

Esta questdo tem por objetivo a aplicagdo do teorema reciproco de Thales para
explicar se os segmentos RS e BC sdo paralelos. No item a, temos a configuracéo dos
tridngulos sobrepostos, e, no item b, dos tridngulos opostos pelo vértice. Pelo grafico
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12, temos a turma A, com um percentual de acerto superior a 60% nas duas
configuractes e aturma B inferior a 12%. Notamos também que naturmaA o indice de
acertos na configuracdo dos triangulos sobrepostos € inferior a outra. Talvez esse fato
valide a hipétese de o uso do computador ajudar na ndo-instauracdo de figuras
prototipicas. Um outro fato que ocorreu foi que, devido aos valores utilizados,
dependendo do ponto de vista adotado para se montar a proporcao, os valores das razoes
obtidas eram t&o préximos que alguns alunos aproximaram e consideraram o item 3a
com tendo os segmentos RS e BC paraelos.

O gréafico 12 representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das turmas
A e B em relacdo aterceira questéo.
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Grafico 12 — Resultados da questdo 3 (%)

Percebemos que alguns alunos responderam esta questéo considerando apenas 0
aspecto visual, ndo sentindo necessidade de nenhum tipo de célculo. 1sso ocorreu com
12% dos alunos do grupo experimental e com 30% do grupo de referéncia. Um aluno do
grupo experimental respondeu “se as retas sdo ou ndo paralelas’ medindo o angulo da
configuracdo fornecida. N&o se ateve ao fato de que a figura representada era sO um
esboco e que poderia ndo estar na escala. Um outro aluno do grupo experimental alegou
que sO era possivel responder essa questdo se tivessem sido dadas as medidas dos
segmentos BC ede RS.

42 QUESTAO

Esta questdo pressupde que o aluno aplique o teorema de Thales para determinar
as dimensdes dos lados do quadrilatero ADEF a fim de verificar se € ou ndo um
quadrado, uma vez que possui 0s quatro angulos retos. No grupo experimental (8%A),
16% acertaram total mente a questéo; 52% erraram ao justificar, muitos deles afirmando
que era um quadrado por ter lados iguais e angulos retos, porém sem efetuar nenhum
calculo que comprovasse a congruéncia dos lados. Outros, 25%, s6 levaram em conta o
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fato de os angulos serem retos para justificar. Uma aluna pensou na medida de 2 lados
generalizando os demais que ndo sdo paralelos. Uma outra aluna dividiu graficamente,
aplicando Thales, o lado AC que mede 3cm em trés partes iguais e verificou
experimentalmente que AF compreende duas unidades. Ela, neste caso, considerou a
figura ndo como um esboco e sim como um desenho em escala. Embora o indice de
acertos e desempenho da turma A tenha sido melhor como podemos ver no gréfico 8,
ainda muitos alunos fundamentam suas respostas levando em conta apenas a apreenso
perceptiva, ndo sentindo necessidade de nenhum tipo de confirmagdo, prova ou
demonstracéo.

Um outro aluno do grupo experimental, que acertou a questdo, resolveu bem
diferente dos outros: ele supds que, se for um quadrado, os lados terdo 2cm, aplicou
Pitagoras, calculou os segmento BE e EC depois aplicou Thales para ver se formava
proporcéo.

No grupo de referéncia, 23 % dos alunos gque responderam a questéo levaram em
conta apenas 0 aspecto visual, ndo efetuando nenhum calculo complementar.

O gréfico abaixo representa o percentual do desempenho dos alunos das turmas
A e B em relacdo a quarta questao.
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Grafico 13— Resultados da questdo 4 (%)
52 QUESTAO

O objetivo desta questéo é que o aluno perceba a aplicacéo do teorema de Thales
numa situacdo apresentada em registro discursivo sem ser fornecido nenhum tipo de
configuracdo. Para melhor perceber essa aplicacdo, os alunos deveriam realizar primeiro
uma conversao do registro discursivo para o registro grafico, a seguir, para determinar
os valores de HJ (segmento da transversal) e de JK (segmento da paralela), teriam que
realizar a conversdo do registro grafico para o registro simbdlico (proporgdo) e resolver
a proporcdo. Pelo gréfico 14, podemos verificar os desempenhos da turma A
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comparados aos da turma B. Notamos que a maioria dos alunos da 8 B, 92,6%,
deixaram essa questdo em branco, enquanto os da 82 A, 24% acertaram totalmente
fazendo esboco, calculando a proporcéo; 48% construiram um desenho representando a
Situacdo (sendo que 32% fizeram na escala, utilizando régua e compasso) e nao
escreveram a medida dos segmentos; solicitados;, 12% erraram, nem conseguindo
montar 0 esboco, e 16% deixaram em branco. Um auno fez o esboco corretamente e
depois (indevidamente) aplicou Pitdgoras. Outro fez o esboco certo, porém errou ao
considerar que a diagonal do paralelogramo forma angulo de 45° com o lado. Um outro
desenhou um trapézio no lugar do paralelogramo.

O gréfico abaixo representa o percentual do desempenho dos alunos das turmas
A e B em relacdo a quinta questao.
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Grafico 14 — Resultados da Questéo 5 (%)
62 QUESTAO

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagcdo a sexta questéo.
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Grafico 15 — Resultados da questdo 6 (%)

O objetivo desta questdo é que o aluno perceba as condi¢Oes necessérias e
suficientes para, aplicando o teorema de Thales, determinar valores desconhecidos em
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configuraces que envolvam duas ou mais paralelas. Nesta questdo, pelo gréfico 15,
constatamos 0 desempenho um pouco melhor da turma A, tendo 48% de acerto total,
36% de acerto parcia (acerto em dois dos itens), enquanto a turma B obteve 11,1% de
acerto total, 44,4% de acerto parcia e 29,6 % deixaram em branco. Tanto no grupo
experimental quanto no de referéncia o acerto parcial ocorreu nos itens b, utilizando a
conservacao das abscissas, e no item ¢, utilizando o ponto de vista da dilatacdo; os itens
a e d, alguns responderam e nédo justificaram, outros deixaram branco, ndo se sabendo
se o fato de estar em branco significa que ndo € possivel determinar ou se ndo sabem
responder.

72QUESTAO

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagdo a sétima questéo.
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Grafico 16 — Resultados da questdo 7 (%)

O objetivo € que o aluno aplique a no¢do do teorema de Thales numa situacéo
ndo tradicional sendo fornecida uma configuracéo também néo-tipica. Comparando as
turmas A e B, vemos um desempenho um pouco maior na82 A com 36% de acerto total:
24% responderam influenciados pela apreensdo perceptiva, 24% erraram, 16% nado
fizeram; ja a 82 B apresentou 7,4% de acertos total, 33,3% responderam influenciados
pela apreensdo perceptiva ndo justificando a resposta dada, 25,9% erraram, 33,3% ndo
fizeram.

Notamos, tanto numa turma quanto na outra, que os aunos que erraram
apresentaram dificuldades na leitura e interpretacéo dessa questdo pois, nos varios itens
em que se estavam dando informagdes da situagéo, esses alunos interpretaram como se
estivéssemos perguntando, com isso foram apenas confirmando o que havia sido dito.
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A maioriados alunos do grupo experimental que ndo justificaram suas respostas,
quando fizemos a entrevista para dar o retorno do teste, oramente, explicaram o
raciocinio utilizado para desenvolver a questdo e nesse momento souberam justificar
corretamente.

82 QUESTAO

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagdo a oitava questao.
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Grafico 17 — Resultados da questdo 8 (%)

O objetivo é que o auno aplique o teorema de Thales para determinar o valor
desconhecido x e depois o teorema de Pitégoras parajustificar se o tridngulo em questéo
€ ou ndo retangulo. Comparando as turmas A e B, vemos um desempenho um pouco
melhor na 82 A, com 16% de acerto total e 36% de acerto parcial, ou sgja, esses alunos
perceberam que deveriam calcular o valor de x e determinaram aplicando corretamente
o teorema de Thales, porém erraram a0 aplicar o teorema de Pitégoras. 8% acertou a
aplicacdo porém errou em conta, 24% erraram, 8% nao fizeram e 8% néo justificaram.
Na 82 B, ninguém acertou: 7,4% acertaram a aplicacdo do teorema e determinaram o
valor de x; 11,1% erraram, 48,1% ndo fizeram e 33,3% ndo judtificaram, apenas
responderam baseados na apreensdo perceptiva.

Se levarmos em consideracdo o fenbmeno de congruéncia ou nao-congruéncia
entre enunciado e processo de resolucdo, podemos classificar esse problema como de
ndo-congruéncia pois, no enunciado, explicitamente ndo ha nenhuma informacdo que
nos remeta a pensar no teorema de Thales ando ser o fato de FG e MN serem paralelas.
A figuraem s pode até lembrar, mas, quando no enunciado se destaca o triangulo EFG
e se diz que o lado EF é prolongado 1cm, provavelmente neutraliza-se a idéia do
teorema de Thales. Pensando nesse prisma, 0 aluno que acertou a questdo inteira ou que
pelo menos percebeu que deveria ter calculado o valor de x aplicando o teorema
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coerentemente, atingiu em relacdo ao conceito do teorema de Thales, a competéncia
cognitiva de nivel global, segundo definicdo do SAEB™. No que diz respeito a0 grupo
experimental, entdo podemos dizer que aproximadamente 60% dos alunos atingiram
esse nivel.

No que diz respeito a justificativa se o triangulo € retangulo ou n&o, neste grupo,
percebemos que 12% responderam levando em conta SO a apreensdo perceptiva. Um
justificou por ser paralela. Outro justificou pelo desenho, calculou x e depois construiu o
triangulo com régua e compasso. Um afirmou que os triangulos ndo sdo reténgulos
porgue “quando se é umtriangulo retangulo se tem as medidas, cada uma, uma unidade
maior que a outra, exemplo 3, 4, 5, ai ndo aconteceu isso e Simx, 7, x+7.” Um outro
aplicou Pitagoras e respondeu que “n&o é retangulo e sim obtusangulo pois 7,5% > 2,5
+ 7%, Outro, porque é um triangulo de dois lados iguais.

2 QUESTAO

O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagdo a nona questéo.
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Grafico 18 — Resultados da questdo 9 (%)

O objetivo € que o aluno aplique a no¢éo do teorema de Thales em situacfes ndo
tradicionais, para determinar o valor desconhecido de x em esquemas nos quais deveréo
pensar sob o ponto de vista da dilatacdo. Nesta questdo, pelo grafico 18, constatamos
um baixo desempenho nas duas turmas sendo que a maioria dos alunos da 82 A, 56%,
erraram e os da 82 B, 74,1%, néo fizeram. Consideramos como erro parcial (EPQ9) as
situagOes em que 0 aluno acertou a primeira pergunta e errou ou ndo fez a segunda.

A maioriados aunos respondeu essa questdo levando em conta apenas o aspecto
visual. Naentrevista, alguns alegaram que néo pensaram direito, pois estavam cansados.

v Comentério
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Varios alunos do grupo de referéncia deixaram recados no pés-teste solicitando
que, numa préxima vez, 0s avisassemos com antecedéncia para que possam estudar.
Alguns escreveram que o teste foi muito longo e cansativo . Um auno escreveu “E
gostoso fazer essas contas, mas tem perguntas que se pede para justificar e isso em
certas perguntas é para mimimpossivel falar.”

Vamos analisar todas as questfes juntas, em relacdo a acerto, erro e questdes em
branco.
Para fazer a classificagdo dos procedimentos dos alunos, em cada questéo, em
acerto, erro e ndo fez, vamos proceder na seguinte forma:
. na questéo 2B, os erros de conta por distracdo serdo considerados como acerto;
0s erros na montagem da proporgdo, na resolucdo de equaches, e erros por
absurdos como erro;

. na questéo 5, quem determinou graficamente os valores solicitados, mesmo que
ndo tenha destacado a solucéo, vamos considerar como acerto;

. na questdo 6 , em relacdo ao acerto e erro, vamos desmembrar em duas partes,
6A paraositensaed e 6B paraositensb ec;

. na questdo 8, vamos considerar quem acertou o calculo de x como acerto da
guestdo uma vez gue nosso objetivo € estar verificando a apreensdo do conceito
do teorema de Thales,

. na questdo 9, vamos considerar sb a primeira pergunta que esta relacionada ao

teorema de Thales como uma das estratégias de resolucéo.

Comparando as duas turmas, vemos, pelo grafico 19, que, exceto no calculo dey
da questdo 2A, em todas as demais, 0 grupo experimental apresenta um indice maior de
acerto do que o grupo de referéncia. O grupo de referéncia, praticamente em todas as
questdes, atingiu um percentual de acerto inferior a 50%, so atingindo indice superior na
situacdo em que era fornecida a configuracdo com as paralelas na posicado horizontal
para calcular a medida do segmento da transversal (questéo 2A, caculo de X, e questdo
6, itens b e ¢). Ja o grupo experimental mostrou ter atingido um indice bom de acerto,
tanto para o célculo dos segmentos formados na transversal, independentemente da
posicdo das paralelas, quanto na aplicacdo do reciproco do teorema de Thales, e em
situagOes em que a configuracdo ndo foi fornecida. Esse grupo sO ndo atingiu um bom
indice de acerto nas situagdes em que se deveria determinar a medida do segmento
formado nas retas paralelas (questdo 2); na questdo quatro, em que a apreensdo
perceptiva do quadrado serviu de arapuca para a apreensdo operatéria; e nas questdes
sete e nove, devido a forma como foi apresentada a questéo gerando uma leitura e
interpretacdo inadequadas.
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O gréfico abaixo representa o percentual do desenvolvimento dos alunos das
turmas A e B em relagdo ao acerto das nove questoes.
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Grafico 19 — Por centagens de acertos nas nove questdes
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Grafico 20- percentual de erros nas questdes do pés-teste

Observando o gréfico do percentual de erros nas questdes do pds-teste,
comparando as duas turmas, notamos que o grupo de referéncia praticamente atingiu um
indice de erros inferior a 50% em quase todas as questdes, apresentando indice superior
na guestdo trés que envolve o reciproco do teorema de Thales e na questdo 7 que
envolve uma aplicagdo do teorema numa situagdo ndo-tradicional. Ja o grupo
experimental atingiu um percentual de erros superior a 50% no célculo do segmento
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formado na paralela, em que utilizaram inadequadamente o ponto de vista da
conservagdo das abscissas, na questdo quatro, devido a apreensdo perceptiva; e na
questdo nove, porgue o0s alunos ja estavam cansados.
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Grafico 21 — percentual de questdes nao feitas no posteste

Com relacdo a questdo deixada literalmente sem fazer, percebemos, pelo gréfico
16, que os alunos do grupo de referéncia deixaram mais questdes sem fazer do que o0s
alunos do grupo experimental.

Mais de 50% dos alunos do grupo de referéncia deixaram sem fazer as questdoes
5 e 9 de aplicacéo do teorema de Thales sendo que na questéo 5 ndo foi fornecida a
configuracdo. Nesse grupo ainda, constatamos que a questdo que menos os alunos
deixaram sem fazer foi o calculo do valor de x na questéo 2A, ou sga, o calculo do
segmento formado na transversal numa configuragdo em que as retas paraelas estéo na
posi¢do horizontal, situagdo essa bastante explorada nos livros didéticos, levando-nos a
suspeitar que, devido a pratica de ensino ocorrida no grupo de referéncia, esses alunos
apresentam uma concepcao limitada do teorema de Thales. Uma boa parte desses alunos
ndo percebeu a aplicacdo do teorema em problemas onde ndo foi fornecida a
configuracdo e, quando esta foi dada, as mais abordadas nos livros € que tivemos maior
indice de acerto e menor indice de questbes sem fazer. As configuragBes mais familiares
para esses alunos foram quando os triangulos estavam sobrepostos e as paralelas nas
posicOes horizontal, depois na posi¢do inclinada e, por Ultimo, na posicdo vertical. Nas
situacdes de aplicagdo do reciproco do teorema de Thales, e no célculo do segmento
formado nas paral elas também houve pouco acerto e muitas questdes em branco.

No grupo experimental, podemos confirmar pelo gréfico que a questdo com
maior indice de sem fazer (28%) foi a Ultima questdo que envolvia aplicacdo do teorema
numa situacao inédita (para eles). Nessa questdo, a maioria dos que ndo fizeram alegou,
na entrevista, que nem haviam lido direito a questdo pois estavam cansados e ja tinham

195




feito bastante. Na média, o indice de questbes em branco neste grupo foi de
aproximadamente 13%.

Diante do ato indice de erro na questdo que envolvia o caculo do segmento
formado nas paralelas, fomos rever os resultados do pés-teste nas duas turmas,
procurando diagnosticar as estratégias e pontos de vista utilizados. Constatamos que:

. no grupo experimental, em 58% das questdes foi utilizado para montar a
proporcao o ponto de vista da conservacdo das abscissas, em 5% a conservacdo
darelacdo de projecéo e em 37% a dilatagdo ou semelhanca;

. no grupo de referéncia, 32% utilizou a conservacdo das abscissas, 5% a
conservagao darelacéo de projecéo e 63% o aspecto da dilatagao;
. guase todos os aunos que erraram a montagem da proporcdo para calcular o

valor do segmento formado na paralela, em ambas as turmas, tentaram utilizar o
ponto de vista da conservacdo das abscissas.
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4.5.2- Andlise qualitativa do pés-teste

Para analisarmos qualitativamente os resultados do pés-teste, faremos uso de
métodos de andlise multidimensionais que permitem visualizar, estruturar, modelizar e
explicar os fendbmenos. Para obtermos os dados multidimensionais, codificamos os
procedimentos dos alunos em cada questdo com relagdo as variaveis estatisticas de
acordo com a tabela apresentada na andlise quantitativa. Depois, montamos uma tabela
de dados binérios (1, 0), associando aluno e procedimento apresentado no pés-teste,
empregando 0 nimero 1 para representar a presenca do atributo e 0 nimero 0 a
auséncia. Essatabelafoi feitatanto para os dados obtidos no grupo experimental quanto
para 0s do grupo de referéncia e podem ser vistas no anexo 6.

Utilizando essas tabel as de dados binarios junto com o software CHIC, pudemos
obter as arvores de similaridade, as arvores hierarquicas de implicacéo e o grafico de
implicacdo que seréo estudados individual mente nesta analise multidimensional.

Ao executar a construcdo dos gréficos, como eram muitas as variavels
estatisticas, optamos por desconsiderar, em ambos 0s grupos, as variaveis que
apresentaram ocorréncias inferiores adois.

Nessas arvores e gréficos, representamos as varidvels indicando o acerto das
guestbes em azul, as que indicam erro da questdo em vermelho e em verde as que
indicam que a questéo ndo foi feita.

4.5.2.1 — Andlise Hieréarquica de Similaridade

Lembramos que o0 objetivo desta andlise € observar a classificagdo de
similaridade em termos de tipologia e semelhanca, 0 comportamento dos alunos em
relacdo as variaveis de situacdo didatica levantadas nos estudos preliminares no que diz
respeito aos aspectos da percepcdo, das significagdes e do contexto. Da percepcéo
visual, no sentido de analisar os procedimentos dos alunos com relacdo as diferentes
configuragcBes pertinentes quanto a posicdo das paraelas (vertical, horizontal e
inclinada) e quanto a posicéo da interseccdo das transversais (tridngul os sobrepostos ou
opostos pelo vértice). Das significagdes, observando os pontos de vista (conservagao
das abscissas, conservagdo da relagdo de projecéo e dilatagdo) adotados com relagcdo a
acerto ou erro no montar a proporgao. Do contexto, olhando o desempenho dos alunos
com relacdo as aplicagcbes do teorema em situacbes em que foram dadas as
configurages ou ndo, e quanto ao reciproco do teorema de Thales.

Nés vamos fazer esta andlise tanto com o grupo experimental quanto com o
grupo de referéncia visando posteriormente confronta-las.
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Iniciamos 0 estudo dessas arvores procurando observar os blocos de
comportamentos, os niveis de similaridade em geral e os nivels por bloco. Iremos
descrever, a seguir, para cada grupo, as observacfes que consideramos mais pertinentes
neste estudo.

Grupo Experimental

A arvore de similaridade referente ao grupo experimental foi dividida em seis
blocos, como mostra a figura 67 No bloco 1, fica nitido o agrupamento dos
procedimentos que conduziram ao sucesso total, ou sgja, ao acerto das questdes 1, 2, 5,
7 e 8. Nos blocos 3, 5 e 6, 0s que geraram fracasso no sentido de ter errado as questdes
ou de ndo té-las feito. Nos blocos 2 e 4 oposicdo ou dessemelhanca entre sucesso e
fracasso que se apresentam com nivel de similaridade bem baixo.

No bloco 1, temos, agrupado nos niveis mais fortes de similaridade, as variaveis
referente a todos os procedimentos que levaram ao acerto na determinagdo da medida
dos segmentos formados nas paralelas (variaveis 5, 12, 21, 48) e uma fraca semelhanca,
ou, talvez, uma dessemel hanca entre estes e 0s procedimentos para o acerto das medidas
dos segmentos formados nas transversais (varidveis 1, 25, 29, 62). Esse fato
provavelmente indica que a maioria dos aunos que acertou o cdlculo da medida do
segmento formado na paralela numa configuragdo, teve um comportamento semelhante
nas outras e na situacéo-problema em que n&o se fornecia a configuragdo; 0 mesmo
ocorrendo com o caculo do segmento formado nas transversais. 1sso possivelmente
indica que a posi¢ao das paralelas nesse grupo teve pouca influéncia com relagéo ao
sucesso no calculo dos valores desconhecidos nas paralelas €/ou nas transversais, porém
entre o calculo da medida do segmento na paralela e o calculo da medida do segmento
natransversal o indice de semelhancafoi baixo.

No bloco 3, o que observamos no bloco 1 quanto as configuracfes e ao calculo
do segmento da paralela se repete no sentido de que quem néo determinou o valor dey
numa configuracdo, provavelmente ndo determinou na outra, ou Sgja, possivelmente o
obstaculo para ndo ter feito a questdo ndo era a posi¢ao das paralelas, mas sim o calculo
da medida do segmento da paralela.

No bloco 6, o nivel mais ato de similaridade mostra que a maioria dos alunos
gue deixou sem fazer a questédo que envolvia o reciproco do teorema de Thaes na
configuracdo dos tridngulos sobrepostos, provavelmente também ndo fez quando os
tridngulos estavam opostos pelo vértice. O mesmo se observa com relag@o ao acerto,
porém com indice de similaridade menor como pode ser visto no bloco 2 (varidveis 33 e
37).
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Em relacdo a configuracdo dos triangulos sobrepostos ou opostos pelo veértice,
notamos neste grupo gque possivelmente a maioria dos alunos que acertou as questoes
numa configuragdo acertou na outra; quem ndo fez numa, também ndo fez na outra e
isso pode ser observado em ordem decrescente quanto ao indice de similaridade no
bloco 6 (variaveis 36, 42) e no bloco 2 (variaveis 33 e 37).

No bloco 6, temos, nas varidveis 34 e 64, tavez, um indicio de que quem
respondeu se as retas eram paralelas ou ndo na questdo 3A, levando em conta s6 a
apreensdo perceptiva, possivelmente também teve 0 mesmo procedimento para dizer se
o triangulo eraretangulo ou n&o na questéo 8.

No bloco 2 (variaveis 13 e 22), o nivel mais forte de similaridade mostra que a
maioria dos alunos que errou a0 montar a proporcdo quando as paralelas estavam na
posicdo horizontal também errou na situacéo das paral elas na posi¢céo inclinada.

Grupo de Referéncia

A arvore de similaridade referente ao grupo de referéncia foi dividida em quatro
blocos, como mostra afigura 68. No bloco 1, temos provavel mente uma dessemel hanca
entre os procedimentos que conduziram ao sucesso total (grupos 1 e 3) nas questdes 1, 2
e 3, e 0s de ndo ter respondido as questdes 6, 7 e 8 que envolviam aplicacdo do teorema
de Thales num contexto diferente do tradicional. As competéncias relativas as questdes
1, 2 e 3 podem ser destacadas como competéncias cognitivas de nivel operacional pois
envolvem a aplicagdo direta do teorema de Thales em situagbes em que as
configuragdes sdo fornecidas; ja nas questdes 6, 7 e 8, temos as competéncia cognitivas
de nivel global em que encontramos agdes e operacbes mais complexas, que, embora
sejam dadas as configuragdes, envolvem a aplicacéo do teorema a situagdes diferentes,
nado ficando téo evidente esse procedimento e nem sendo uma atividade ja vista por esse
grupo de alunos.

Nos blocos 2, 3 e 4, temos 0 agrupamento dos procedimentos que geraram 0
fracasso, sendo que, no bloco 2, estd no sentido de néo ter feito as questbes 1, 2, 3, 4, 5,
8, 9 e nos blocos 3 e 4 no sentido de ter errado essas questdes.

No bloco 1, o nivel mais forte de similaridade esta relacionado com as variavels
do grupo 1, parecendo indicar que a maioria dos alunos que acertou o calculo da medida
do segmento formado na reta paralela na posicéo vertical (5) teve um comportamento
semelhante na posic¢éo inclinada (21), no calculo da medida do segmento formado nas
transversais, quando a paralela estava na posicdo vertical (1), e no reciproco do teorema
de Thales na configuracdo dos triangulos sobrepostos (33) que segundo andlise
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quantitativa, a porcentagem media de acerto ficou em torno de 17,5%. Somente no nivel
18 é que a similaridade dessas variaveis esta relacionada com a variavel 12, referente ao
ciculo da medida do segmento formado na paralela, quando esta esta na posicéo
horizontal, que apresentou 29,6% de acerto. Neste mesmo bloco, podemos observar
pelas variaveis 5, 21, 12, e 9, 16, 6 que, provavelmente, hgja uma dessemelhanca entre
determinar o calculo do segmento formado nas transversais quando as paralelas estéo na
posicdo horizontal e inclinada (porcentagem meédia de acerto 59,3%) com relacéo ao
cllculo da medida do segmento formado na paralela em qualquer uma das posicoes
(porcentagem média de acerto 19,7%). O calculo do segmento formado na transversal,
quando as paralelas estavam na posicdo vertical, também se apresenta como uma
dessemelhanca em relacdo a esse mesmo calculo nas outras posicdes possivelmente
devido a vérios alunos terem aplicado indevidamente o teorema de Pitagoras na questdo
1A, se deixando levar pela apreensdo perceptiva do triangulo retangulo.

Diante disso observamos que podemos suspeitar da concepgdo limitada desse
grupo quanto a aplicacdo do teorema de Thales e conjeturar que, além de se ter indices
baixos de acerto tanto nas questdes que envolviam a aplicagdo direta do teorema de
Thales quanto nas outras, nesse grupo, os procedimentos ndo foram tédo semelhantes
dependendo da posicdo das paralelas. se era para determinar a medida do segmento
formado na paralela ou nas retas transversais, em relacdo as configuracdo dos tridngulos
sobrepostos ou opostos pelo vértice, e, também ndo observamos nenhum indice de
similaridade entre acerto em questdes em que se fornece configuracéo e a questdo 5 que
ndo apresentava a representacao de nenhuma configuragéo.

No Bloco 2, vemos, nos niveis mais fortes de similaridade, que provavelmente a
maioria dos alunos que ndo determinou o valor de x na configuragdo dos triangulos
opostos pelo veértice, também ndo determinou o valor de y nessa mesma configuracéo. A
maioria dos alunos que ndo aplicou o reciproco do teorema de Thales na configuracdo
dos triangul os sobrepostos também ndo aplicou quando os triangulos eram opostos pelo
vértice.
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4.5.2 2 - Andlise Estatistica Implicativa

Lembrando que com a andlise estatistica implicativa, podemos estudar a
implicagdo em varidveis binérias, analisando as estruturas implicativas no sentido de
que amaioria dos aunos que tem a modalidade a tem também a modalidade b.

Os gréficos 22 e 23, fornecido pelo programa CHIC permite uma andlise
implicativa das varidveis, duas a duas, como faremos a seguir, tanto para o0 grupo
experimental, quanto para o grupo de referéncia. Neste grafico, representamos as setas
em vermelho para indicar a implicacdo de 100 a 95%, as setas em azul para indicar a
implicacdo de 95 a 90%, as setas verdes de 90 a 85% e as setas cinzas indicando uma
implicacéo de 85 a 80%.

Grupo experimental

Observando o grafico 22 notamos, do lado direito, agrupamentos com as
variaveis indicando procedimentos ou modalidades de sucesso, e do lado esguerdo a
maioria dos procedimentos relativos ao fracasso. As varidveis de sucesso estdo
separadas em dois blocos. O primeiro com as variaveis 12, 21, 48, 5, 57, 1, 62, 29, 25; o
segundo com as variaveis 61, 52, 33, 43, 37,16. Também temos outros dois blocos de
agrupamentos para as variaveis que indicam procedimentos ou modalidades que
geraram fracasso. O primeiro com as variaveis 51, 15, 24, 59, 7, 44, 2, 68, 32, 28; e o
segundo com as variaveis 51, 60, 30, 8, 4, 26, 36, 42, 58, sendo que a variavel 51
(NFQ5) esta relacionada aos dois blocos.

Anadlisando cada bloco, percebemos nitidamente uma hierarquia de
complexidade em relacdo ao grau de dificuldade da questdo e em relacdo ao nimero de
ocorréncias de cada variavel.

Analisando as implicagcOes entre as varidveis do primeiro bloco referente ao
sucesso, percebemos que todas as variavels referentes ao cdlculo da medida do
segmento formado nas paralelas (y) estédo implicando o calculo do segmento formado
nas transversais (x). Provavelmente o aluno que acertou as questdes referentes ao
clculo de y, que sGo mais complexas pois sO sdo possivels serem resolvidas sob o
ponto de vista da dilatacdo, deve ter acertado as questdes relacionadas ao célculo de x,
cujo grau de dificuldade € menor e podem ser resolvidas por qualquer um dos pontos de
vista. No célculo do segmento formado na paralela, temos, na configuracdo dos
tridngul os sobrepostos, em ordem decrescente de complexidade, as varidveis em que as
paraelas estdo na posicdo horizontal, inclinada e vertical. No cdlculo do segmento
formado na transversal, temos, possivelmente, na questéo 5, de aplicacéo do teorema
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Thales sem ser dada a configuracdo, um grau de complexidade maior em relacéo as
questdes 7 e 1 para as quais se forneceu a configuragdo. Quem acertou o calculo de x na
questdo 8 (ndo-congruéncia entre enunciado e processo de resolucéo), deve ter acertado
a questdo 2C, que envolvia a aplicacdo do teorema na configuragdo dos tridngulos
opostos pelo veértice.

Analisando as implicagBes entre as variaveis do segundo bloco de sucesso,
temos que os aunos que acertaram as questdes 8 e 4, de aplicacdo do teorema de
Thales, parecem ter acertado a questdo 3 relacionada ao reciproco do teorema de Thales
e o calculo de x na questdo 2B, indicando, talvez, que, as questdes 8 e 4, que envolvem
competéncias de nivel cognitivo global, sdo mais complexas que as de aplicacdo do
reciproco do teorema de Thales e do que as de aplicacdo direta do teorema como a
questdo 2. Na aplicacdo do reciproco do teorema de Thales, temos a implicagdo da
varidvel 33 (AT3A) com a varidvel 37 (AT3B) num indice de coesdo de
aproximadamente 95% o que talvez estgja indicando que, para esse grupo de alunos, foi
mais facil acertar a aplicagdo do teorema reciproco de Thales, na configuragdo dos
tridngul os opostos pelo vértice do que quando os triangulos estavam sobrepostos. Esse
fato parece confirmar, na teoria de Duval, destacada nos estudos preliminares, que a
apreensdo operatéria na configuragdo dos tridngulos opostos pelo vértice é favorecida
pela apreensdo perceptiva e a apreensdo operatdria na configuracdo dos triangulos
sobrepostos talvez sgja mais complexa por necessitar de uma atividade cognitiva de
reconfiguragao.

A implicacdo das variaveis 61 (ATQ8) com a 30 (MY2C), e da variavel 62
(AXQ8) com 22 (MY 2B) talvez indique gue muitos alunos que erram a montagem da
proporcao para o caculo dey na questdo 2, acertam o calculo de X na questéo 8, ou sgja,
alunos que atingiram competéncia cognitiva de nivel globa para determinacdo da
medida do segmento formado na transversal provavelmente n&o atingiram competéncia
cognitiva de nivel operatério para o caculo da medida do segmento formado na
paraela

A implicacdo da variavel 32 (NY2C) com a variavel 28 (NX2C) parece indicar
gue a maioria dos alunos que ndo calculou o valor de y na questdo 2C, também ndo
calculou o valor de x na questdo 2C, pois um dos caminhos para se calcular o valores
de x dependiado vaor dey.

Quem errou a montagem da propor¢éo para o caculo de y quando as paralelas
estavam na posi¢ao inclinada ou vertical (variaveis 22 e 6), provavelmente errou quando
as para elas estavam na horizontal (variavel 13).
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Sintetizando esta andlise, podemos concluir que no grupo experimental houve
uma hierarquia de complexidade quanto ao grau de dificuldade das questdes, parecendo
ficar em ordem decrescente de complexidade a determinacéo da medida do segmento
formado nas paraelas (questdes 1B, 2A, 2B), questdes de aplicacdo do teorema de
Thales envolvendo competéncias de nivel cognitivo global sem ser dada a configuragéo
(questdo 5), e as que forneceram as configuracOes (questbes 7, 8 e 6), aplicacdo do
reciproco do teorema de Thales e, por ultimo, as questdes envolvendo competéncias de
nivel operatorio, ou segja, de aplicacdo direta do teorema de Thales para determinar a
medida do segmento formado na transversal (1A, X2A, X2B, XY 2C). Com relacéo a
configuragéo temos que aguela dos triangulos sobrepostos sdo mais complexas que as
dos tridngulos opostos pelo vértice e que, em relacdo as paralelas, em ordem
decrescente, temos as posi¢oes horizontal, inclinada e vertical. A questéo que envolviaa
paralela na posicdo horizontal parece ser mais complexa pois nem toda medida dos
segmentos estava explicita na questdo. Como o indice de coesdo entre estas variaveis foi
alto, talvez complexidade em relacdo as configuragdes ndo sgja téo pertinente, ou
sgja, parece que foram poucos os alunos que erraram o0 valor de x ou de y numa
configurag&o que nao acertaram naoutra.

Grupo de Referéncia

Observando o gréfico 23 de implicagcdo deste grupo, hotamos mais implicacoes
entre os procedimentos relativos ao fracasso, do que com relagdo ao sucesso. Em
relacdo as variaveis de sucesso, s observamos implicagdes envolvendo as questdes 1 e
2, relacionadas a aplicacdo direta do teorema de Thales, ou sga, sGo questbes que
envolvem competéncia de nivel cognitivo operatorio. Neste grupo temos, em ordem
decrescente de complexidade, as variaveis relativas ao calculo de y implicando no
ciculo de x, possivelmente indicando que a maioria dos alunos que acerta a
determinacdo da medida dos segmentos formados nas paralelas (y) também acertou a
medida do segmento formado natransversal. Em relacéo a posicéo das paralelas, parece
gue a posi¢do inclinada é mais complexa que a posicdo vertical, que, por suavez, € mais
complexa gue a horizontal.

A implicacdo davariavel 33 (AT3A) com as variaveis 28 (NX2C) e 32 (NY 2C)
possivelmente indica que quem acertou a aplicacdo do teorema reciproco de Thales na
configuragéo dos triangulos sobrepostos, ndo reconheceu a aplicagdo do teorema de
Thales na configuragéo dos tridngul os opostos pelo vértice talvez por essa configuragdo
nao ser familiar a esse grupo de alunos neste contexto.
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A implicacdo da variavel 11 com as variaveis 28, 32, 15, 20, 24, 4, 8 deve
indicar que a maioria dos alunos que ndo determinou o valor de x quando a paralela
estava na posicéo horizontal provavelmente ndo determinou os valores de y e de x
quando as paralelas estavam na posi¢ao inclinada e vertical, e na configuragdo dos
tridngul os opostos pelo vértice.

No gréfico implicativo, percebemos, também, as varidveis 58 (ETQ7), 38
(EJ3B), 69 (ETQ9), 46 (NJQ4), 41(NJ3B) implicando com a variavel 34 (EA3A),
parecendo indicar que os alunos gque erraram as gquestdes 9 e 7 erraram a justificativa ou
nao justificaram se as retas eram paraelas ou ndo na questédo 3; ndo justificaram na
guestdo 4 se a figura era um quadrado, provavelmente erraram a questdo 3A deixando-
se levar pela aparéncia, ou sgja, possivelmente, esses alunos responderam as questdes 3,
4, 7 e 9 baseados apenas ha apreensdo perceptiva.

Sintetizando, esta andlise implicativa parece indicar que os alunos do grupo de
referéncia ndo reconhecem a aplicacdo do teorema de Thales nas configuragdes dos
triangulos opostos pelo vértice e nas questdes que envolvem competéncias em nivel
cognitivo global (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Estas questbes possivelmente os alunos erraram
deixando-se levar pela apreensdo perceptiva. Nas questdes de aplicacdo do teorema
envolvendo competéncia de nivel operatério, notamos uma hierarquia de complexidade
em ordem decrescente das varidveis que envolviam a determinacdo da medida do
segmento formado nas paralelas e depois as relacionadas ao calculo da medida dos
segmentos formados nas transversais. Em relagdo a posicéo das paralelas, percebemos
em ordem decrescente de complexidade as posi¢oes inclinada, vertical e horizontal.
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4.5.2 3— Arvore hierérquica deimplicacio

Na figura 69 e 70 temos as arvores hierérquicas de implicacdo referentes
respectivamente, ao grupo experimental e ao grupo de referéncia. Faremos a seguir as
observagOes mais gerais e significativas referentes a esses grupos.

Grupo Experimental

Analisando a é&rvore hierérquica de implicagdo, percebemos nas varidveis 6, 22 e
13 que, possivelmente, os alunos que erraram a montagem da proporcdo para se
determinar a medida do segmento formado na paraela (y) quando a paralela estava na
posicdo vertical, provavelmente, erraram a0 montar a propor¢éo para a posicdo
inclinada e para a posi¢éo horizontal. Quem acertou esse calculo na posi¢do horizontal,
possivelmente, acertou na posi¢do inclinada. As varidveis 15 e 24 apresentam uma
equivaléncia parecendo indicar que os mesmos alunos que ndo determinaram o valor de
y quando a paralela estava na posicdo horizontal, ndo resolveram a questdo para a
posi¢do inclinada.

Na configuracdo dos triangulos opostos pelo vértice, temos, nas variaveis 25 e
29, um indicio de que, quem determinou o valor de x também determinou o valor dey;
nas variaveis 30 e 26, quem errou ou ndo fez a montagem da proporcéo para se calcular
o valor de y, errou ou ndo fez a proporcdo para calcular o valor de X, pois,
possivelmente, para obtermos o valor de x, dependemos do valor dey.

Na questdo 3, que tem por objetivo a aplicacdo do teorema de Thales para
verificar se duas ou mais retas sdo paralelas, levando em consideracdo as configuragoes
dos triédngul os sobrepostos (3A) e dos tridngul os opostos pelo vértice (3B), notamos, por
esse grafico, que quem acertou a 3A acertou a 3B; quem ndo fez a questdo 3A ndo fez a
3B. Esse fato, talvez, venha a contradizer em parte as constatagOes feitas no teste
diagndstico, nas pesguisas de Cordier e de Charalambos quanto ao grau de dificuldade
na aplicacdo do teorema de Thales para a configuragdo dos tridngulos opostos pelo
vértice ser maior do gque quando esses estdo sobrepostos. 1sso porque, segundo a
pesquisa de Cordier, a configuragcdo dos tridngulos sobrepostos era mais tipica que a
outra. Esse fato talvez ndo tenha ocorrido no nosso grupo experimental devido as
atividades propostas e a0 uso do software Cabri ter proporcionado aos alunos a
construcdo dessa configuragao que passou a ser para esse grupo uma configuragdo tipica
e segundo andlise pela teoria de Duval a apreensdo perceptiva nessa configuracdo
favorece a apreensdo operatdria sob o ponto de vista da dilatacéo.
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Temos, representado no grafico (figura 69) uma equivaléncia entre as variavels
43 (ATQ4) e 60 (NFQ7) parecendo indicar que os mesmos alunos que acertaram a
questdo 4 para justificar se a figura representada era ou ndo um guadrado, ndo resolveu
a questdo 7 de aplicacdo do teorema. Ambas as questdes envolvem a aplicacdo do
teorema de Thales numa situacgéo diferente da habitual e hd uma n&o-congruéncia entre
0 enunciado e 0 processo de resolucdo; porém isso talvez deva ter ocorrido pela forma
como a questdo 7 foi escrita, pois na entrevista notamos que houve uma ma
interpretacéo da questdo por um grupo de alunos que leu as afirmagdes como se fossem
perguntas independentes.

Nas variaveis 48 (ATQ5) e 57 (ATQ7), percebemos que, provavelmente, quem
acertou a questdo 5, que envolvia aplicagdo do teorema de Thal es numa situagéo em que
ndo se deu a configuragdo, acertou também a questéo 7 de aplicacdo paraaqual foi dada
a configuragdo. Isso deve ter ocorrido, possivelmente, porque quem resolveu a questéo
5, dém de saber o teorema de Thales, ndo teve dificuldade na leitura, interpretacdo e
conversdo do registro discursivo para o registro gréfico o que favoreceu a resolucéo
desta questdo. Nas variaveis 50 e 58, observamos que quem errou a questao 5 parece ter
errado a questdo 7.

Grupo de Referéncia

Nas questdes 1 e 2, cujo objetivo era determinar a medida dos segmentos
formados nas paralelas (1B, 2Ay e 2By) e a medida dos segmentos formados nas
transversais (1A, 2Ax, 2Bx, 2Cx, 2Cy) com as paraelas nas posices vertical,
horizontal e inclinada, nessa ordem, percebemos, pela arvore hierarquica de implicacéo,
gue os aunos do grupo de referéncia que ndo determinaram o valor de x em gualquer
uma das posi¢les das paral el as provavelmente ndo determinaram o valor dey (variaveis
11 e 15, 20 e 24, 4 e 8). Parece, pela equivaléncia entre as variaveis 28 e 32, que 0s
mesmos alunos que acertaram o calculo de x na questdo 2C, acertaram o calculo de 'y
nessa configuracdo dos tridngulos opostos pelo vértice e pelas varidveis 30 e 26 e que
quem errou a montagem da propor¢cdo para 0 célculo de y errou a montagem da
proporc¢do para o cdculo de x. Quem acertou o cllculo de y com a paralela na posi¢éo
vertical (5) parece ter acertado o cllculo de x nessa configuracdo (1) e o calculo de 'y
com a paralela na posic¢éo horizontal (12). Nas variaveis 21, 56 e 16 percebemos que,
possivelmente, quem acertou o calculo de y na configuracdo da paralela na posicéo
inclinada também acertou o célculo de x e ndo fez a questdo 6 de aplicacdo do teorema
de Thales.
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Quanto a questdo 3 que se refere a aplicacdo do reciproco do teorema de Thales
nas configuragcdes dos triangulos sobrepostos (3A) e na configuragdo dos triangulos
opostos pelo vértice (3B), notamos, pelas variaveis 36 e 42, que quem ndo vez a questdo
3A parece néo ter feito a questdo 3B. Nas variaveis 38, 58 e 34, temos que quem errou a
justificativa da questdo 3B, errou totalmente a questdo 7 e, possivelmente, tenha errado
a questdo 3A por levar em consideracéo sO a apreensao perceptiva para responder essas
guestdes.

Em linha gerais, a arvore hierdrquica de implicagdo do grupo de referéncia
apresenta implicagOes relacionadas a0 acerto sO nas questdes 1, 2 e 3 que envolvem
aplicacdo direta do teorema de Thaes para determinar a medida de segmentos
desconhecidos e a aplicacdo do reciproco do teorema de Thales. Nessas questdes,
percebemos gue a hierarquia de complexidade esta relacionada ao cdlculo do segmento
formado na paralela e o cdlculo do segmento formado na transversal. A implicacdo nas
demais questBes esta relacionada ou ao erro nas questdes ou em ndo té-las feito .
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PARTE |11

DISCUSSOES

“O ensinamento escrito no papel néo € o verdadeiro
ensinamento
Ensinamentos escritos séo um tipo de alimento para
a mente.
Claro, é necessario buscar algum tipo de alimento
para a mente.
Porém, é mais importante saber pela sua prépria
experiéncia.”
Susuki, Shunryu
(apud Brotto, Fabio Otuzi. 1999.p.9)
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CAPI'TULO 5: DISCUSSOES GERAIS

5.1 - Importancia da metodologia adotada

Analisando o desenvolvimento dos alunos durante a fase da aplicacdo da
sequéncia didédtica e os resultados apresentados no pés-teste, acreditamos que a
metodol ogia adotada contribuiu bastante para o desenvolvimento tanto pessoal quanto
intelectual desses alunos.

No inicio da aplicacdo da sequéncia, percebiamos muita dificuldade nesses
alunos quanto a leitura e ainterpretacéo das atividades: ndo sabiam trabalhar em duplas
no sentido de discutir estratégias e solucdes, conversar, trocar idéias, dar sugestfes,
criticar, argumentar; para eles, trabalhar em equipe era apenas dividir tarefas e custos,
ndo se sentiam muito bem em expor seu pontos de vista, em dar explicagbes dos
procedimentos adotados, em fazer observagOes, escrever conclusdes e justificativas.
Muitas vezes ficavam a espera da aprovacdo do professor quanto ao procedimento a ser
adotado ou aguardando uma explicacdo e exemplos para reproduzirem sem muito
desgaste emocional e intelectual. Com o transcorrer da aplicacdo da seqiiéncia notamos
em vé&rios aunos o desenvolvimento de autonomia, procurando fazer sozinho as
atividades sem chamar o professor, no expor asidéas, no fazer criticas com fundamento
nas solugdes apresentadas, em dar outras sugestdes de resolugdo para os problemas
expostos, em ndo ter receio de escrever suas observacoes, conclusdes e justificativas. O
desenvolvimento dessas habilidades e atitudes parece ter sido proporcionado pelo tipo
de atividade, pelo uso do programa Cabri que propiciou as discussdes, 0 levantamento
de conjecturas, a nogcdo de que podemos ter mais de uma forma de resolver um
problema, assim como, mais de uma maneira de representar uma situagdo, pela postura
do professor em sala de aula, enfim, pelo conjunto de procedimentos adotados na
aplicacdo da sequéncia.

Observando as andlises do pods-teste percebemos que 0 grupo experimental, de
uma forma geral, procurou resolver todas as questes, visto que a porcentagem de
questdes sem fazer foi baixa em relacdo ao grupo de referéncia. Em todas as questdes
observou-se uma porcentagem de acertos ata ou baixa, satisfatoria ou ndo, porém
demonstrou ter nocdo e saber aplicar o teorema de Thales em vérias situacbes e
contextos, 0 que ndo ocorreu com o grupo de referéncia que praticamente so resolveu as
questdes quando foram fornecidas a configuracéo e a aplicacéo do teorema era direta e
similar as atividades propostas nos livros didaticos.
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5.2 — Resultados da pesquisa e analise desses r esultados com relacéo as
hipoteses da pesquisa

Retomando os estudos preliminares, constatamos gque os problemas relativos ao
ensino-aprendizagem do teorema de Thales estdo relacionados com sua forma de
expressao envolvendo os aspectos da percepcao visual, das significagdes e do contexto.
Relacionados a estes aspectos, |levantamos alguns problemas e as hipdteses da pesquisa.
Para comegarmos as discussdes dos resultados da pesquisa em relacdo as hipoteses
sugeridas, vamos retomar esses problemas e as hipoteses segundo esses trés aspectos e
confrontar os resultados encontrados levando em consideragéo a teoria de Duval e os
resultados das pesquisas de Charalambos, Cordier e Brousseau.

¢ Retomando os problemas e as hipéteses da pesquisa

Com relaga@o aos aspectos da percepcdo visual, constatamos no teste diagndstico
aplicado em 1998 que o indice de acertos variou segundo & posi¢do das paralelas, a
posi¢éo da interseccdo das transversais com relacdo as paraelas, se eram fornecidos ou
ndo as configuragdes nas situagtes-problema, se era pedido para calcular a medida dos
segmentos formados nas transversais ou nas paralelas. Cordier, em sua pesquisa, destaca
gue as fontes de desvios cognitivos para a apreensdo do teorema de Thales estéo
relacionadas com as propriedades da tipicalidade, ou sga, quanto mais tipica for a
figura para o aluno, maior o indice de sucesso. Constata que as representagoes tipicas
para o teorema de Thales estéo ligadas as figuras geométricas e as projecdes. No ambito
das projecdes, salienta que a configuragdo dos triangul os sobrepostos € mais tipica que a
dos tridngulos opostos pelo vértice, e no ambito das figuras geométricas com relacéo a
posicao das paraelas amais tipica é a posi¢éo horizontal, depois a vertical e por Ultimo
a inclinada, e, quanto a interseccdo das transversais, a mais familiar € quando as
transversais ndo se interceptam entre as paraelas. Charalambos, apés trabalhar numa
experimentacdo com a variedade de configuracbes homotéticas e com a articulagdo
entre o registro numérico e o registro figurativo, constatou que, embora o percentual de
acerto com relagdo a0 teorema de Thales tenha melhorado, ainda persistem as
diferencas com relagdo as situagdes dos triangulos sobrepostos ou ndo e em relagdo ao
calculo da medida do segmento formado na paralela ou nas transversais, salientando que
o indice de acerto nas configuracfes dos tridngul os sobrepostos e no cdlculo da medida
do segmento formado na transversal foi maior que nas outras situagdes. Diante desses
resultados, colocamos a questéo:

“A maneira como se tem ensinado o teorema de Thales e a forma como essa

propriedade vem sendo apresentada nos livros didaticos tem proporcionado aos

alunos a aquisicdo de uma concepcdo limitada, bem como a formagdo de
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1)

2)

configuragOes prototipicas ocasionando a ndo-percepcdo da aplicacdo dessa
propriedade em outras configuracbes ditas ndo-tipicas. Como, entdo,
proporcionar um ensino que leve os alunos a fazer um reconhecimento e/ou
apreender que diferentes configuracbes topoldgicas articulam o0 mesmo
significado?’

Sintetizando as hipdteses relativas ao aspecto da percepcdo visua temos:
Acreditamos que, propondo situaces-problema em lingua natural, evitamos
instaurar uma imagem prototipica no aluno possibilitando-lhe produzir suas
configuragdes.

Utilizando o software Cabri-géometre | poderemos, em uma mesma situagéo-
problema, estar trabalhando com essas variabilidades perceptivas, aém de que,
pela observagdo e experimentagdo, os sujeitos poderdo levantar conjecturas de
fendOmenos variantes e invariantes, para posterior comprovacéo e generalizagao.

Os aspectos das significaces do teorema de Thales estdo relacionados com os

pontos de vista tratados por Guy Brousseau por conservacao das abscissas, conservacao
darelacéo de projecéo e dilatacdo. Entendendo que o teorema na sua significacéo global
abrange esses trés pontos de vista, levantamos a questéo:

3)

4)

“Como fazer com que o ensino do teorema de Thales e sua aplicabilidade
conduzam a apreensdo dessa globalidade sintatico-semantica? Em que medida
€ por que meios Se consegue organizar os trés pontos de vista?’

E sugerimos as hipoteses:

Para 0 aluno apreender o teorema de Thales em sua globalidade perceptiva ou
mesmo sintatico-semantica, faz-se necessario diversificar 0s registros de
representacéo, explorando as conversdes e transformacdes dadas pelas regras de
tratamento de cada registro em gquestéo.

Por meio da rede semantica podemos organizar os trés pontos de vista
relacionados com nocéo, bem como fazer a articulagdo com o0s outros
conceitos implicitos e explicitos com as nogoes afins.

Quanto ao contexto, pensamos tanto em como o teorema pode ser articulado

com 0s outros conceitos afins como em relacdo a suas aplicacbes, e levantamos 0s
problemas:

“Observando a forma como se tem ensinado essas nogdes e, mesmo, Como vem
sendo apresentadas nos livros didéticos, percebemos gque esses contelidos séo
trabalhados de forma estanque, sem nenhuma articulagdo explicita entre eles,
fazendo com que, no contexto de determinadas situagdes-problema, o aluno, na
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busca de uma estratégia de resolucdo, nhem sempre perceba as aplicaces que
sgjam mais ou menos pertinentes, ou talvez, aceda a uma determinada nocgéo
ndo percebendo a aplicacdo de outras, nem a pertinéncia da utilizacdo desta ou
de outra nogdo naresolucdo do problema, simplesmente por ter uma concepcao
limitada desses conceitos.”

“A apreensdo visual, muitas vezes, interfere condicionando a apreensdo
operatéria. Constatamos, no teste diagnéstico, uma dificuldade muito grande
nos alunos para perceber a aplicacdo do teorema de Thales em situagGes em
gue ndo se forneciam as configuragdes. O fato de se dar um destague maior a
producdo desse saber com situagOes-problema fornecendo as configuracoes,
talvez sgja um dos motivos dessa associacdo e da ndo-percepcdo em outras.
Como minimizar a influéncia da apreensdo visua relacionada a imagem
prototipica da aplicacdo do teorema de Thales em prol da aquisicdo da
apreensdo operatéria?’

A esses problemas, colocamos a seguinte hipotese:

5) Trabalhando com algumas situagOes-problema de aplicagdes do teorema de
Thales, acreditamos que essa propriedade passa a ter um maior significado para
o aluno induzindo ou possibilitando a utilizagdo dele, teorema, como estratégia
de resolucao em outras situacoes afins.

¢ Retomando o pos-teste e osresultados do pos-teste

O pos-teste constou de 9 questBes que podem ser subdivididas nos 3 niveis de
problemas colocados por Duval.

Nivel (1) — aguele em que h& congruéncia operatéria da figura e um tratamento
matemati co, neste caso uma apreensdo discursiva explicita ndo é necessaria.

Nesse nivel temos as questbes 1, 2, 3, 6 (itens b e ¢) em gue fornecemos as
configuragOes dos triangulos sobrepostos com as paralelas na posicao vertical (1),
horizontal (2A, 6B e 6C), inclinada (2B, 3A) e a dos tridngulos opostos pelo vértice
(2C, 3B) para que os alunos determinem os valores de x (segmento da transversal) e de
y (segmento da paralela), aplicando o teorema de Thales, ou verifiquem se as retas séo
paraelas aplicando o teorema reciproco (3). Segundo classificagdo do SAEB, essas
guestdes se enquadram nas que envolvem competéncias de nivel cognitivo operatorio.
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Nivel (2) — aguele em que a apreensdo discursiva € necessaria, porque ndo ha mais
congruéncia operatéria entre figura e um tratamento matemético ou porque é
explicitamente pedido como justificativa.

Nesse nivel, temos as questdes 3, 4, 6 e 8 em que fornecemos as configuracdes e
pedimos aos alunos para gue justifiquem as suas respostas. Essas questdes ndo sdo
questdes habitualmente apresentadas em livros didaticos e, exceto a questdo 3, ndo
houve na segiiéncia didatica nenhuma questéo parecida, ou sgja, foram questdes inéditas
tanto para 0 grupo experimenta quanto para o grupo de referéncia. Segundo
classificacdo do SAEB, essas questdes se enquadram nas que envolvem competéncias
de nivel cognitivo global.

Nivel (3) — aguele que exige mais de uma apreensdo discursiva, € 0 recurso aos
esguemas formais | 6gicos especificos.

Nesse nivel, temos as questbes 5, 7 e 9. Na questdo 5, ndo foi fornecida a
configuragdo, os alunos deveriam ler, interpretar, fazer a conversdo para o registro
figural, fazer a conversdo para o registro ssimbdlico, realizar os tratamentos necessérios e
responder o problema. Nas questbes 7 e 9, embora houvesse sido dada a configuracéo, a
apreensdo operatéria seria favorecida se, na medida que os aunos lessem e
interpretassem o problema, fossem marcando as informacdes dadas sobre a figura, os
segmentos gque sdo congruentes e outras informagdes implicitas no discurso. Segundo
classificagdo do SAEB, essas questdes também se enquadram nas que envolvem
competéncias de nivel cognitivo global.

Revendo a andlise do pos-teste podemos observar que o grupo de referéncia
praticamente sO resolveu os problemas que se enquadram no nivel 1 e o que foi
observado no teste diagndstico na pesquisa de Cordier e na de Charalambos € vaido
para esse grupo, ou sgja, houve uma diferenca percentual significativa entre o nimero
de acertos nas questdes 1 e 2, segundo a posi¢éo das paralelas (maior acerto na posicéo
horizontal, depois na posi¢éo inclinada e na vertical): o indice de acerto para o cdculo
da medida do segmento formado na transversal foi maior que para o segmento formado
na paralela; o indice de acerto na configuracéo dos tridngulos sobrepostos foi maior que
na outra, 0 nimero de acerto nas questdes sem configuragéo explicitafoi menor que nas
outras; dificuldades em justificar e, na maioria das questdes, respondeu baseando-se na
apreensdo perceptiva ndo sentindo necessidade de nenhum célculo para fundamentar
suas respostas.

Quanto ao grupo experimental, observamos que houve implicacdes de acerto em
todos os niveis de problemas e as porcentagens de acerto estdo relacionadas com a
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complexidade da questdo. Na andlise implicativa, detectamos nesse grupo de alunos a
seguinte hierarquia de complexidade em ordem decrescente:

. calculo da medida do segmento da paralela em qualquer contexto e configuracéo
(problemade nivel 1 e 3);

. calculo da medida do segmento formado na paralela ou na transversal sem ser
dada a configuracéo (questdo 5, problemade nivel 3);

. problemas de aplicacdo do teorema em contextos ndo-usuais (questéo 7, 6 e 8,
problemas de nivel 2 e 3);

. aplicacdo do reciproco do teorema de Thales em qualquer configuracéo (questéo
3, problema de nivel 2);

. aplicacdes do teorema de Thales nos problemas de nivel 1 para o clculo da

medida do segmento formado nas transversais (questbes 1 e 2).

Por melo da andlise quantitativa e qualitativa, observamos que, no grupo
experimental, a posicdo das paralelas e da intersecgdo das transversais (problemas de
nivel 1) agiram pouco no acerto ou ndo das questdes comparado ao célculo do segmento
da paralela ou da transversal e na resolucéo dos problemas de nivel 2 e 3, 0 que talvez
valide as hipéteses 1 e 2 quanto ao uso do Cabri e de se trabalhar com problemas na
lingua natural, os quais provavelmente, contribuiram para a ndo-formagédo de imagens
prototipicas e possibilitaram a familiarizacdo com as varias configuragoes.

A implicacdo de o acerto da questdo 5 ocasionar 0 acerto na questdo 7, ambas do
nivel 3, parece também contribuir para a validacdo da hipétese 1, possivelmente porque
guem resolveu a questdo 5, além de saber o0 teorema de Thales, ndo apresentou
dificuldade na leitura, interpretaco e conversdo do registro discursivo para o registro
grafico o que favoreceu naresolucéo da questéo 7.

Na aplicagdo do reciproco do teorema de Thales, questdo 3 (problema de nivel
2), notamos que o grupo experimental obteve, além da porcentagem de acerto maior na
configuracdo dos tridngul os opostos pelo vértice, aimplicagcdo que possivelmente quem
acertou a questdo para a configuragdo dos triangulos sobrepostos deve ter acertado a
outra cujo nivel de complexidade foi menor. Essa constatacdo difere das que foram
feitas no teste diagndstico, nas pesquisas de Cordier e de Charalambos quanto ao grau
de dificuldade na aplicacdo do teorema de Thales para a configuragdo dos triangulos
opostos pelo vértice ser maior do que quando esses estdo sobrepostos. 1sso porque
segundo a pesquisa de Cordier a configuragdo dos triangul os sobrepostos era mais tipica
gue a outra. Esse fato talvez ndo tenha ocorrido no nosso grupo experimental devido as
atividades propostas e a0 uso do software Cabri ter proporcionado aos alunos a
construcdo dessa configuragao que passou a ser para esse grupo uma configuragdo tipica
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e, segundo analise pela teoria de Duval, a apreensdo perceptiva nessa configuracéo
favorecer a apreensdo operatOria sob o ponto de vista da dilatacdo. Essa observagéo
parece de novo confirmar as hipoteses 1 e 2.

Quanto as significacbes observamos que em ambos os grupos houve
procedimentos na resolucéo das questbes envolvendo os trés pontos de vista, com
porcentagens diferentes € claro, levando-nos a pensar que no pProcesso ensino-
aprendizagem foi proporcionada a esses alunos a visdo do teorema de Thales na sua
significacéo global e provavelmente a rede semantica adotada cumpriu seu papel.

Um fato que marcou muito na analise do pés-teste foi o ato indice de erro na
montagem da proporcao, em ambas as turmas, para o calculo da medida do segmento
formado nas paralelas em qualquer uma das posi¢cOes. Embora essa ocorréncia seja
confirmada nas pesquisas de Cordier e de Charalambos, levou-nos a rever os processos
de resolucéo e a constatar que a maioria desses alunos estava tentando utilizar a
conservagao das abscissas. Diante desse panorama, comegcamos a acreditar que nesses
grupos 0 ponto de vista da conservacdo das abscissas talvez tenha sido um
conhecimento-obstaculo para a determinacdo da medida do segmento formado na
paralela, ficando-nos para um estudo posterior rever esta questéo.

Nesse prisma, e para esse grupo de alunos, a observacdo de Brousseau de que os
pontos de vista tém menos influéncia quanto aos acertos comparado a configuragdo, as
posi¢Oes das paraelas e ao reciproco do teorema de Thales ndo se verificou. Isto nos faz
acreditar que a rede semantica é necessaria, porém devemos acrescentar algumas
atividades na sequéncia didatica para tentar minimizar os erros no calculo da medida do
segmento formado na paralela.

Neste aspecto das significagdes, acreditamos que as hipéteses 3 e 4 foram
pertinentes, porém quanto a hipétese 3, temos algumas observacOes a fazer. A primeira
observacao € gque talvez na sequéncia didatica faltasse ser explorada mais a converséo
entre os registros e atividades relacionadas a apreensdo sequiencial o que, possivelmente,
teria minimizado a formacdo desse suposto conhecimento-obstaculo referente a
conservacao da abscissa. A segunda observacéo é a de que, pelo fato de os alunos terem
visto as aplicacdes do teorema de Thales na disciplina de Desenho Geométrico, quando
propusemos algumas atividades de conversdo, os alunos ndo se sentiram motivados a
fazer, ndo se atendo muito as propriedades em jogo. A Ultima observacdo € que na
aplicacdo dessas atividades muitos alunos faltaram as aulas.

Quanto ap aspecto contextual, acreditamos que a hipétese 5 foi verificada uma
vez que, nas questdes de nivel 2 e 3, que ndo eram nem um pouco familiares a esses
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alunos e envolviam competéncia de nivel cognitivo global, houve um percentual médio
de acertos e percebemos nas atividades dos alunos uma diversificacéo nas estratégias de
resolucdo. Nesses problemas de aplicacdes percebeu-se bem as teorias de Duval quanto
as apreensdes, principamente com relacdo a apreensdo perceptiva que, para alguns
alunos, serviu de armadilha para a apreensdo operatéria. Comparando as duas turmas,
houve bem menos alunos do grupo experimental que fundamentaram suas respostas
pela apreensdo perceptiva, mas, mesmo assim, em ambos 0s grupos observamos gque nas
questdes nas quais a configuracdo era dada e prevaleciam as unidades figurais de
dimensdo 2, foi mais facil o aluno se deixar influenciar pela apreenséo perceptiva do
gue nas questbes em que as configuracbes privilegiavam as unidades figurais de
dimensdo 1. Nesse ambito também entram em jogo os fendmenos de congruéncia e néo-
congruéncia entre enunciado e a configuragéo. Exempl os desses fatos temos as questdes
3, 4 e 8 que na andlise implicativa apresentaram-se com evidéncia nas correlacdes dos
procedimentos de ter respondido a questdo pela aparéncia nessa ordem de
complexidade, ou sgja, quem respondeu a questdo 3 levando em conta a apreensdo
perceptiva, parece ter respondido a 4 e a 8 pelo mesmo procedimento. Na questéo 3,
embora possamos perceber as unidades figurais de dimensdo 2 nos triangulos, o
enunciado nos remete a enxergar as unidades figurais de dimensdo 1 quando indaga se
as retas sdo0 ou ndo paraéas; ja, no enunciado 4, a apreensdo da figura destaca o
triangulo e o quadrilatero e o enunciado também nos remete a enxergar um quadrilatero
quando questiona se a figura é ou nd um quadrado; e, na questéo 8, a configuracéo
destaca os tridngulos sobrepostos, e, no enunciado, essa apreenséo é reforcada quando
pergunta se o tridngulo em questdo é retangulo. Além da observacdo anterior sobre a
figura, Duval argumenta também que os alunos acham indtil terem de demonstrar ou
provar uma propriedade que “se v€” na figura, fato esse confirmado em aguns alunos
na resolucdo da questdo 5, em que uma grande porcentagem resolveu o problema
construindo a figura na escala, e na questdo 7, a qual os aunos responderam
corretamente, porém sem justificar por escrito pois acharam que ndo havia necessidade
umavez gue estava evidente.

Um outro problema detectado pelo erro de alguns alunos do grupo experimental
nas questbes 1 e 2, item C, esta relacionado com atividades de reconfiguracdo no que
diz respeito a identificagdo da parte de um todo. Nesses alunos, observamos que
raciocinavam corretamente para aplicar o teorema de Thales nos trés pontos de vista;
porém, erravam a questdo por ndo perceber a medida implicita do segmento JT na
guestdo 1 (JT = 8-x) e do segmento AO na questdo 2C (AO =x - 9).

No grupo de referéncia, 0 que se observou também quanto a apreensdo
perceptiva foi que varios alunos erraram a questdo 1 por aplicarem indevidamente o
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teorema de Pitagoras, considerando so pelo aspecto visual que o triangulo em questéo
eraretangulo.

¢ Algumasvariaveisimportantes, porém de dificil administracdo

No decorrer da aplicacdo da seguiéncia didética, trabalhamos em duplas e
observamos que, se por um lado, o trabalho em dupla desenvolve a discussdo e o
relacionamento com o parceiro, por outro lado, ha alunos que ainda ndo entenderam o
objetivo de se trabalhar em duplas e se acomodaram as custas do parceiro |,
principalmente na agdo de escrever as conclusdes e justificativas. Constatamos no pos-
teste que esses alunos apresentaram dificuldades em escrever suas justificativas
preferindo ndo as fazer.

Uma das varidveis de dificil administracdo e que, acreditamos, atrapalhou
bastante 0 desenvolvimento do trabalho foram as auséncias de alguns alunos durante a
aplicacdo da sequiéncia didatica que, mesmo sendo no horério normal das aulas e tendo
uma avaliagdo por trés, ndo houve como evitar. Essas auséncias, aém de prejudicar o
parceiro que tinha de trabal har individualmente ou mudar de dupla, prejudicou o proprio
aluno, pois cada atividade preparava ou trazia contribui¢des para o desenvolvimento das
subsequientes.

Outro aspecto que também achamos importante destacar foi a fata de
compromisso de alguns alunos com as atividades preparatorias pedidas para serem
desenvolvidas em casa, individuamente, as quais uma boa porcentagem dos alunos
deixou de fazer, como jafoi dito no relato da experimentacéo.

¢ Validagéo

Diante de toda discusséo que acabamos de fazer, consideramos que os alunos
avancaram em seus conhecimentos em relacdo ao teorema de Thales e em suas atitudes
e autonomia no sentido de observar, levantar hipoteses, tirar conclusdes, justificar, dar
opini®es sem medo de errar e escrever.

Quanto, especificamente, ao teorema de Thales, notamos que os aunos

demonstraram compreender:

. a utilizagdo dos registros de representacao;

. a conversdo do registro figural para o registro simbdlico na determinacdo da
medida dos segmentos formados nas transversais e, em porcentagem menor, na
determinacéo da medida do segmento formado na paralela;
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. a aplicacdo do teorema de Thales na resolucéo dos problemas nos trés niveis de
complexidade segundo Duval;

. na aplicacdo do reciproco do teorema de Thales tanto na configuragdo dos
triangulos sobrepostos quanto na configuracdo dos tridngulos opostos pelo
vértice;

. na aplicacdo do teorema de Thales em problemas em que n&o tenha sido dado

nenhum tipo de configuracéo;
. na conversao do registro discursivo para o registro figural.

Tendo em vista que no 4° ciclo um dos aspectos enfatizado no PCN é aguele que
possibilita a0 auno redizar investigagdes, resolver problemas, criar estratégias,
comprovélas, justifica-las e argumentar sobre elas, reconhecemos a necessidade do
desenvolvimento de estratégias de ensino que levem os alunos a desenvolver essas
habilidades a0 mesmo tempo em que ampliam seus conhecimentos conceituais. Nossa
pesguisa sugere que o uso do software Cabri-géomeétre | e da calculadora, seguindo os
principios da Engenharia Didatica, pode favorecer o desenvolvimento dessas
habilidades, bem como levar o aluno a construir a propriedade do teorema de Thales e
de outras nogdes afins. O inconveniente desse programa é trabalhar com apenas uma
casa decimal ocasionando problemas de aproximagao o que, talvez, néo tivesse ocorrido
se tivéssemos utilizado o CABRI 1.

Devido a todas as consideracOes feitas até entdo, concluimos ser valida a
sequéncia didética adotada para esse grupo de alunos, podendo ser melhorada, conforme
dissemos anteriormente, com mais atividades que envolvam a conversao de registros, a
apreensdo sequencial, problemas de decomposicéo e reconfiguracdo de figuras. Outra
consideracgéo a fazer é que, se essa sequéncia for ser aplicada para um grupo de alunos
gue nunca trabalharam com o Software Cabri, pode-se acrescentar mais atividades de
construcéo para familiarizacéo dos alunos com as ferramentas do programa.

5.3—-Limitesdo trabalho, prolongamentos necessarios e sugestdes

Para darmos continuidade a pesguisa dos fendémenos ligados ao processo ensino-
aprendizagem do teorema de Thales, fatou-nos explorar com os aunos as
demonstragdes desse teorema, outras redes semanticas e fazer as confrontacOes, a
utilizacdo do software Cabri |1, ficando parte para um estudo posterior ou como
sugestdo para outras pesquisas.

Para a escola que gentilmente nos autorizou aplicar a seqiiéncia didética, vamos
dar a sugestdo da ateragcdo na ordem de se abordar os conteldos de Desenho
Geométrico de forma a possibilitar uma integracdo maior entre as disciplinas de
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Desenho e Matematica de maneira que, quando o aluno for estudar o teorema de Thales
na disciplina de Matemética, ele ainda néo tenha visto esse contelido no Desenho e sSim
estudado a equivaléncia de figuras planas que facilitard o trabalho de visualizacdo e
reconfiguracdo além de estar munindo os alunos das competéncias necessarias para se
abordar a demonstragéo do teorema pelo método de Euclides, Legendre ou Lacroix.
Sugerimos também que se trabal he desde o inicio do Ensino Fundamental com situagcoes
problemas dadas em lingua natural, com a conversdo de registros, atividades em que o
aluno tenha que explicar procedimentos, escrever observacOes, tirar conclusdes,
judtificar por escrito, com o intuito de ir desenvolvendo essas habilidades para
posteriormente se trabalhar com provas e demonstraces. Outras atividades que sdo
convenientes trabalhar nessa fase se refere a decomposicéo e reconfiguragdo, pois esse
tipo de habilidade cognitiva, deve ser adquirido de forma gradual. O uso do software
Cabri Il ou mesmo do Cabri | também pode ser extensivo aos alunos do 3° ciclo
paralelamente com a utilizacdo de materiais concretos.

Esse ano estamos fazendo algumas adaptactes e alteracdes na sequéncia didética
aplicada em 1999 e aplicando na turma da 82 série de 2000. A primeira alteracéo foi
quanto as atividades de familiarizagdo com o software Cabri. Nessa parte acrescentamos
algumas atividades de construgdes utilizando as ferramentas dos menus “criagéo”,
“construcdo” e diversos e dispusemos de mais tempo para essa fase pois duas aulas n&o
foram suficientes para o desenvol vimento de todas as atividades propostas na sequéncia.
Como na experimentagcdo tivemos alguns grupos prejudicados em suas observagoes
devido a ndo ter executado convenientemente as construgdes, achamos pertinente
utilizar mais aulas para essa etapa. Na sequéncia parte A, que se refere ao estudo da
semelhancga de figuras planas, tiramos a atividade 3 proposta para casa, adaptamos as
demais mudando as figuras da 12 questdo, procurando simplificar o enunciado de todas
as questbes e acrescentando outras. Na parte B, especifica do teorema de Thales,
reduzimos um pouco os itens das atividades iniciais, apos a institucionalizacdo, falamos
um pouco da histéria da matemética e propusemos as conjecturas de como
provavelmente Thales determinou a distncia do navio até a praia para que 0s alunos em
grupo depois da leitura e interpretacdo fizessem um esbogo para representar
geometricamente essa situacdo e escrevessem a justificativa matematica em jogo nessa
idéia. Cada grupo ficou com uma conjectura, depois que terminaram a atividade,
propusemos a troca das configuragdes para que cada grupo escreva uma conjectura para
aquela nova configuracéo e uma possivel explicagdo matematica. Depois comegamos as
discussbes coletivas. A seguir pretendemos trabalhar as aplicacbes e demonstracéo
seguindo a idéia de Lacroix tanto para 0s segmentos comensuraveis quanto para os
segmentos incomensuraveis.
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Uma outra atividade que intencionamos trabalhar com os alunos € a exploragéo
de figuras tridimensionais semelhantes. Para isso vamos propor que os aunos
construam a planificagdo de varias piramides semelhantes utilizando embalagens de
leite, suco, ou outras, analisem as construcdes fazendo a sobreposicdo delas. Depois
pretendemos que utilizando essa planificagdo como molde, os alunos construam com
gesso ou cera (vela) piramides semel hantes e explorem as propriedades. Essas piramides
poder&o ser confeccionadas em forma de vela para serem utilizadas no Natal.

Para os professores que se interessam em trabalhar com a seqiiéncia didética,
sugerimos que fagcam as adaptacOes de acordo com a sua redlidade. Se na escola n&o
houver computador, poderdo desenvolver todas essas atividades utilizando régua e
compasso. A atividade caixa preta (primeira atividade utilizando Cabri da sequéncia -
parte A) proposta podera ser feita fornecendo aos alunos varios quadrilateros mantendo
as propriedades das figuras construidas para que os alunos explorem as medidas dos
lados e éngulos e fagam a comparagdo com as figuras ampliadas e reduzidas nha méaquina
copiadora. Se 0 aluno nunca teve Desenho Geométrico e ndo sabe manipular com 0s
Instrumentos, sugerimos que proponham atividades para desenvolver essas habilidades.

Para formacdo de professores acreditamos que podera ser trabalhada a mesma
sequéncia didética e no término fazer as discussdes do ponto de vista didético sobre a
rede semantica, os pontos de vista, os enunciados, as demonstractes, as aplicacoes
inclusive a aplicacédo para construcdo de graficos de funcdes propostas pela Maria Célia
(Silva, 1997, PUC-SP).

Para Educacdo Matemédtica acreditamos que este nosso trabalho sera uma
contribuicdo em vérios sentidos. No aspecto didético pelo levantamento e andlise das
varidveis de situagdo referentes ao objeto matematico teorema de Thales, pela rede
semantica, pela aplicacdo da teoria dos registros de representacéo propostas por Duval,
pela constatacdo de que utilizando o software Cabri podemos contribuir para o
desenvolvimento da competéncia métrica, para exploracdo de situagdes de investigacéo,
resolucdo de problemas, criagdo de estratégias, comprovacdo, justificativa,
argumentacao e, porque ndo, da prova.

Para futuras pesguisas iremos tecer alguns comentarios, idéias e questdes.

. Trabalhar com outras redes semanticas e analisar qual sequiéncia proporciona
uma melhor apreenséo e producdo do sentido em relacéo a compreensdo global
dos conceitos de semelhanca, homotetia, teorema de Thales e responder a
guestdo — “Sera que ao término das sequéncias didaticas a apreensdo e
producéo de sentido se dara da mesma forma?”
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De que forma podemos abordar o teorema de Thales, destacando os trés pontos
de vista, sem que 0 aspecto da conservacao da abscissa seja um obstaculo para a
aplicacdo do aspecto da dilatagdo?

O ensino da homotetia ndo tem sido abordado na maioria das escolas e nem
percebemos este conteldo nos livros didédtico. Por que ndo trabalhar esse
assunto?

Anadlisar e trabalhar as aplicacbes do teorema de Thales em véarios nivels de
ensino.

Construir sequéncias didaticas trabalhando o estudo da funcdo enfocando o
teorema de Thales como uma aplicacéo.

Explorar situacfes de aplicacdo do teorema de Thales ndo s6 com figuras planas
mas também com figuras ndo-planas.

Trabalhar as demonstracfes do teorema de Thales.

Desenvolver pesguisa relacionada ao ensino-aprendizagem do conceito de
proporcao.

Desenvolver pesguisa relacionada ao ensino-aprendizagem do conceito de
numero decimal.

“Umdia nunca éigual ao outro...
...avida € uma evolucao,

a cada amanhecer somos um novo ser.”
Nancy
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ANEXO 1
Atividades para familiarizagdo com o software Cabri



Atividade— Cabri — Géometrell
(le Cahier de Brouillon Interatif = o caderno de rascunho interativo)

A — Apresentacéo

Menu Arquivo Edicao Criacdo Construcdo  Diversos
Novo Cancelar Ponto Lugar Eliminar um
Geométrico | objeto
Abrir-Alt O | Apagar tudo | Reta Ponto  sobre| Eliminar
objeto relacoes
Salvar Aspectos do | Circunferéncia |Interseccéo de| Ligar um
objeto 2 objetos ponto a um
objeto
Salvar como | Nomear Segmento Ponto médio
Opcoes | Voltar Preferéncias |Reta  definida| Mediatriz Macro
do Menu por dois pontos construgoes
Eliminar um Tridngulo Reta paralela
arquivo
Formato de Circunferéncia |Reta Histérico
impressao definida  por | perpendicular
dois pontos
Imprimir Centro deuma|Marcar um
circunferéncia | angulo
Sair Alt-H Simétrico de| Medir
um ponto
Bissetriz

Obs. - Paraentrar em um menu, bastalevar o cursor até ele e dar um clique.
Para entrar em uma op¢do do menu, leve o cursor até a opcao desgjada e clique
umavez.
Parainiciar um trabalho va no menu arquivo, op¢ao novo.

B - Conhecer os principais menus e suas opgoes

Para iniciar um trabalho, apds ter entrado na opgcdo novo, vocé deverd criar 0s
elementos e ou objetos antes de partir para as construgoes.



B, — Verificar as opcdes do Menu — Criacao

Bi1 —Ponto

Apbs entrar nesta opcao, basta levar o cursor (1apis) até o local desgjado e dar
um clique. Pronto, seu ponto esta criado. Se desgjar, podera nomeé-lo utilizando uma
letra maiUiscula, paraisso va ao menu “edicao”, opcdo “nomear”, aparecera o simbolo
vocé pode deslocé-1o pressionando atecla esquerda do mouse como melhor [he convier;
em seguida, digite a letra pretendida. Se digitar errado, aperte delete. Para ir a outra
etapa, leve o cursor fora do desenho e dé um clique.

B> —Reta

ApoGs entrar nesta opcdo, basta levar o cursor até o local desgado e dar um
clique. Se quiser mudar a posicéo, basta levar o cursor até a reta e, pressionando o
mouse, desloque até o lugar desgjado. Se quiser nomeé-la, utilize uma letra mindscula.
(menu edicéo, opcdo nomear)

B1s — Circunferéncia

Apbs entrar nesta opcado, leve o cursor até o local onde devera estar o centro da
circunferéncia e pressionando a tecla do mouse arraste-a até obter o tamanho desejado.
Se quiser marcar 0 centro de uma circunferéncia, va no menu “construcdo” opcao
“centro de uma circunferéncia’, leve o cursor até a circunferéncia e clique uma vez.
Podera nomear este ponto. (menu edic¢éo, opcdo nomear)

B14 — Segmento

Como um segmento de reta € limitado em suas extremidades, apds entrar nesta
opcao, leve o cursor em cada ponto da extremidade do segmento e clique uma vez. Se
quiser, poderd nomear este segmento nomeando suas extremidades. Se quiser medi-lo,
va ao menu “diversos’ opcgdo “medir”, leve o cursor até o segmento e clique fora das
OpgOes.

Pretendendo aumentar ou diminuir este segmento, leve o cursor até uma de suas
extremidades, pressione a tecla do mouse e arraste até obter a posicdo e tamanho
pretendido.

B1s — Reta definida por dois pontos

Apés entrar nesta opgdo, leve o cursor em cada ponto por onde se desgja criar a
reta e clique umavez. Se quiser, podera nomea-la de duas maneiras a escolher:

a) utilizando umaletra minudscula;

b) nomeando dois de seus pontos.



Se quiser mudar a posicéo desta reta, leve o cursor até um de seus pontos e,
pressionando atecla do mouse, arraste, deslocando até a posi¢éo pretendida.

Bis— Triangulo

Como um tridngulo tem trés lados, trés vértices e trés angulos, apos entrar nesta
opcao, leve o cursor a trés pontos que pretenda para os vértices e, em cada um, clique
umavez. Podera nomear cada vértice deste triangulo utilizando uma letra mailscula.

Para dimensionar os lados do tridngulo, va no menu “diversos’ opcao “medir”,
leve o cursor no e arraste até o local desegjado.

Para marcar os angulos va ao menu “diversos’, op¢do “marcar angulos’ leve o
cursor a um dos veértices e clique, v no outro vértice consecutivo e clique, va no
terceiro vértice e clique. Observe que o angulo marcado e o angulo correspondente ao
vértice do meio. Para medir o angulo va no menu diversos, opcdo medir, leve o cursor
no angulo marcado e clique. Podera ocorrer ambiguidade, se ocorrer, clique no angulo.

B17 — Circunferéncia definida por dois pontos
Apoés entrar nesta opgdo, basta levar o cursor até o local onde se queira para 0
centro e dar um clique; depois, até um ponto qualquer da circunferéncia.

B, — Verificar a definigdo das principais construcdes geométricas no Menu
—Construcao

B, — Retas Perpendiculares
Atividade 1
a) Criar umareta e marcar um ponto sobre ela (entrando no menu “construcéo”
opcao “ ponto sobre objeto”. Depois nomear este ponto de P e aretader.
b) No menu “construcdo” — opc¢édo “reta perpendicular” — leve o cursor no ponto
P e depois na reta, assim vocé tragou uma reta perpendicular a reta r no
ponto P.
Anadlise: as duas retas se interceptam dividindo o plano em 4 regides. Verifique
as medidas dos angulos formados. Para isso vocé devera marcar um ponto em cada
semi-reta (menu construcdo opcao ponto sobre objeto) e nomea-los. Exemplo:

C

Depois va no menu “diversos’, ha opcdo “marcar um angulo” e marque todos os
angulos (APD, APB, DPC, CPB). Para medir um angulo, va no menu diversos, na
opcao “medir” eleve o cursor aos angulos marcados. Escreva o que vocé observou.




Leve o cursor aumadasretas. vai aparecer uma mao. Pressione atecla esquerda
do mouse e arraste, deslocando as retas em varias posi¢cdes verificando se os angulos se
ateram.

Conclusao: Duas retas sdo perpendiculares

B., — Retas Paralelas

Atividade 2

a) Criar umaretaseum ponto A ndo pertencente aretas.

b) Menu “construcdo”, opcao “reta paraleld’; leve o cursor ao ponto A e clique,

depoisleve o cursor aretase clique.

Anadlise: leve o cursor até a reta s, pressionando a tecla esquerda do mouse
desloque-a.

Observacgoes

Conclusao: Retas paralelas sdo retas coplanares

Obs.: Retas coplanares sdo retas que estdo contidas num mesmo plano.

Responda:
1) Quais as posicoes relativas entre duas retas num plano?

2) Defina:
a) retas concorrentes

b) retas coincidentes

3) Quando duas retas concorrentes sdo perpendicul ares?

4) Duas retas concorrentes podem ser paralelas? Justifigue a sua resposta.




B2s — Ponto Médio

Atividade 3:

Criar um segmento AB, em seguida, va a0 menu “construcao”, opc¢do “ponto
medio”, e leve o cursor até o segmento. Nomeie o ponto encontrado de M.

a) crie ossegmentos AM e BM.

b) medir os segmentos AM, BM e AB (menu “diversos’ opcao “medir”).

Anadlise: Leve o cursor auma das extremidades do segmento AB e, pressionando
a tecla esquerda do mouse, arraste em varias posi¢oes, observe as medidas encontradas
e teca comentarios:

Conclusao:

Bos —Mediatriz

Atividade 4.

a) aproveitando a figura criada na atividade anterior, v4 no menu “construcaéo”

opcao “mediatriz” eleve o cursor ao segmento AB.

b) Medir os angulos formados com a mediatriz e 0 segmento (primeiro marque

0s angul os para depois medir).

Lembrando: 1° marque o angulo (construa ponto sobre a mediatriz para poder
marcar 0 angulo no menu diversos).

2° medir o angulo (menu diversos op¢ao medir)

Analise: Leve o cursor a uma das extremidades do segmento e pressionando a
tecla do mouse, arraste. Verifique se 0 angulo se altera e se as medidas dos segmentos
menores AM e BM continuam congruentes.

Concluséo:

Bas — Bissetriz

Atividade 5:

a) Trace duas retas (definidas. por dois pontos) concorrentes e margque o angulo
formado por elas. Nomeie seus pontos como no esguema abaixo:

\



C 0 B
=T
b) Menu “construcéo” — opcao “bissetriz”: leve o cursor aos trés pontos do
angulo AOB.
c) Construaum ponto E sobre areta bissetriz.
d) Marque os angulos formados AOE, BOE e em seguida, mega-0s.
Analise: leve o cursor a um dos pontos dos lados do angulo e desloque estas

retas. Observe a medida do angulo AOB e compare com as medidas dos angulos
formados pelas retas bissetrizes. Tega comentarios:

Conclusao: Bissetriz é

B,s— Simétrico de um ponto:
a) em relagcdo aum ponto:
Atividade 6a:
» Crie dois pontos, A e B, a seguir construa o simétrico de A em relagcdo a B,
nomeando-o de P. Crie areta AB, 0s segmentos AB e BP. Mega os segmentos. Tega
comentérios.

b) em relacdo aumareta
Atividade 6b:
= Crieumaretar definida por dois pontos, a seguir crie um ponto P ndo-pertencente
areta
» Construa o simétrico do ponto P em relagdo aretar e nomeie de B.
= Crie umareta pelos pontos P e B; a seguir, verifique se a reta PB € perpendicular a
r.
= Determine o ponto M, interseccdo entre asretasr e PB, crie os segmentos PM e MB
e verifique se sGo congruentes.

VI



C - Andlise das propriedades das principais construgbes geometricas
(mediatriz, bissetriz, circunferéncia, par de paraelas)

Cy—Circunferéncia
Atividade 1:
a) Crie umacircunferéncia de centro O e margue sobre ela os pontos A, B, C D.
c) Crieossegmentos AO, OB, OC, OD e marque suas medidas.
Analise: Leve o cursor em um dos pontos e deslogue a circunferéncia, observe
as medidas e teca comentérios:

Conclusdo: Todos os pontos da circunferéncia séo do seu
centro.

C,—Mediatriz
Atividade 2:
a) Crie um segmento AB e construa sua mediatriz.
b) Construatrés pontos C, D e E sobre a mediatriz.
c) Crie e marque a medida dos segmentos CA e CB; DA e DB; EA e EB,
Analise: Leve o cursor em uma das extremidades do segmento e pressionando a
tecla do mouse desloque em vé&rias posicOes, observe as medidas e teca
comentérios:

Conclusao: Qualquer ponto damediatriz é

C;3 - Bissetriz

Atividade 3:

a) Crieduasretas concorrentesr e s e trace a bissetriz dos angulos formados.

b) Construa sobre a bissetriz uns dois pontos A e B.

c) Construa retas perpendiculares a r passando por A e por B e retas
perpendiculares a s passando por A e B.

d) Determine os pontos C, D, E e F, intersec¢éo dessas retas perpendiculares
com asretasr e s. (menu construgdo — interseccdo de dois objetos)

e) Crie emegaos segmentos AC, BD, BF e AE.

f) Apague as retas perpendicul ares (menu edicdo, aspectos do objeto)

VIII



Anadlise: Leve o cursor a uma das extremidades das retas e desloque em varias
posicOes. Observe a variagdo das medidas e tega comentarios:

Conclusao: Qualquer ponto da bissetriz é

C,—Par de Paralelas
Atividade 4.
a) Construaduasretas paraelas, a e b, e marqgue um ponto A sobre aretaa.
b) Construaumaretar perpendicular ab por a.
c) Margue o ponto P, dado que Pb e POr.
d) Crie o segmento AP e mega-o.
e) Traceamediatrizde AP emecaadistanciadeaasedeb as.
Analise: Desloque asretas paralélas e verifigue as medidas.
Conclusao: Qualquer ponto pertencente ao par de paralelas é

Sabendo que Lugar Geométrico é o conjunto de todos os pontos de um plano
gue gozam de uma propriedade comum, podemos definir as construgdes acima da
seguinte forma:
= circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam de um

ponto fixo chamado centro;
» mediatriz é o lugar geométrico dos pontos de um plano que eqglidistam das
extremidades de um segmento (ou de dois pontos fixos);
» bissetriz € o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam das
extremidades de duas retas concorrentes (ou lados de um angulo);
» par de paralelas é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam de
umareta.



D - Relacdo entre os angulos formados por retas pardéeas e
transversais.

Atividade:
a) Construaduasretas paralelas, r es, eumaretat, transversal a essas retas.
b) Marqgue todos os angulos formados e escreva as suas medidas.

7 8

c) Observe amedida dos angulos e teca comentarios:

Analise: Leve o cursor aum dos vértices dos angulos e, deslocando, verifique se
o gque foi observado anteriormente continua sendo valido.

Chamamos os angul os:
a) le3,2e4,5e7, 6 e8deangulosopostos pelo vértice,
b) leb5, 2e6,4e8, 3e7 deangulos correspondentes,

C) 4 e 6, 3 e5 de angulos alternos internos,
d) 2 e8, 1 e7 deangulos aternos externos,
€) 4 e5, 3 e 6 de angulos colaterais internos,
f) 2e7,1e8deangulos colaterais externos.
Concluso:

1) Osangulos opostos pelos vértices sdo
2) Os angulos correspondentes séo
3) Os angulos alternos internos sdo
4) Os angulos alternos externos séo
5) Osangulos colaterais internos séo
6) Osangulos colaterais externos sdo




ANEXO 2
Atividades visando a formacéo do conceito de semelhanca
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1)

b)

2)

b)

Atividade para ser desenvolvida individualmente em casa

Dado o desenho abaixo, tire uma cépia ampliando e outro reduzindo as figuras.
Meca os lados e os angulos de todas as figuras e responda:

0 que ocorreu com os angulos quando a figura foi ampliada (houve variacéo)? E
quando afigurafoi reduzida?

calcule a razéo entre a medida dos lados de cada figura com a medida dos lados
correspondentes na ampliacéo e na reducéo.

ampliando ou reduzindo as figuras, o que ficou invariante? O que variou?

Utilizando os desenhos da atividade anterior:

calcule as areas das figuras da ficha, depois calcule as areas das figuras ampliadas e
reduzidas e em seguida determine a raz&o entre as areas de cada figura da ficha com
a area de sua respectiva ampliacéo ou reducao;

calcule o perimetro das figuras da ficha, depois calcule o perimetro das figuras
ampliadas e reduzidas e, em seguida, determine a razéo entre o perimetro de cada

figura daficha com o perimetro da sua respectiva ampliacéo e reducéo;

observe as razdes encontradas entre as medidas dos |ados, das éreas e do perimetro e
determine umarelacdo entre elas.
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Sequiéncia Didatica - Parte A - (2° encontro no laboratério)

Atividade 1
\ \\ obs. - Quatro segmentos S0 proporcionais se 0s NUMeros
aann N . gue exprimem suas medidas, na mesma unidade,
Woe N S formam uma proporc¢éo.

0N N

B ;g CF G

Abrindo o arquivo A: Sl11, vocé encontra os quadrilateros ABCD e EFGH.

Movendo os pontos A e B vocé consegue ampliar ou reduzir a area dos quadriléteros e

movendo o ponto F vocé pode ampliar ou reduzir a érea do quadrilatero EFGH, sem
modificar as medidas do quadrilatero ABCD. Utilizando no menu “diversos’ a opc¢éo
“medir” marque as medidas dos lados e angulos destes quadrilateros, observe estes
valores e responda:

a)

b)

c)

d)

f)

deslocando o ponto F o quadrilatero EFGH mantém a mesma forma, ou sga, a
mesma aparéncia em relacdo ao quadrildtero ABCD ou ele se deforma? Resp.:

0 que vocé observa com relacdo aos angulos internos desses quadriléteros?

deslocando os pontos A, B e F, 0 que vocé observou no item anterior? ele continua
valido?

desloque o ponto F até que EF fique o dobro de AB. Observe e escreva que relacdo
existe entre as outras medidas do quadrilatero ABCD com relacdo ao quadrilétero
EFGH,ousgda, AB=____EF,AD=___ EH,BC=__ FG,CD=___ GH.

desloque o ponto F até que EF fique o triplo de AB. Observe e escreva que relacéo
existe entre as outras medidas do quadrilatero ABCD com relacdo ao quadrilétero
EFGH, ou sgja, AB = EF ,AD = EH,BC= FG, CD = GH.

sera que deslocando o ponto F em qualquer posicéo a razéo entre as medidas dos
lados correspondentes de um dos quadrilateros com relacdo ao outro se mantém
constante, ou sgja, os lados correspondentes sdo proporcionais? (Nesse caso, 0S
lados correspondentes sdo: AB e EF, AD eEH, BC eFG, CD e GH).
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Vocé pode fazer esta verificagdo: desloque o ponto F, fixe uma posicéo,
preencha a tabela abaixo e fagca uma analise. Repitaisso para uma outra posi ¢ao.

1% posigeo 2 posicao

AB B ABE- AB B ABE-

BC FG BOFG BC FG BOFG

@D cH COH @D H D/
> HE DAHE DA HE DAHE
Conclusdo: Os quadrildteros ABCD e EFGH a mesma aparéncia, 0s
angulos congruentes e a medida dos lados proporcionais.
Atividade 2

]
Abrindo o arquivo A: S12, vocé encontrara os quadrildteros ABCD e |JLM.
Utilizando no menu diversos a op¢ao medir marque as medidas dos lados e angulos

destes quadril ateros, observe estas medidas e responda:
a) os quadriladteros ABCD e IJLM tém a mesma forma, ou sgja, a mesma aparéncia?

Deslocando os pontos |, J e M o quadrildtero | JLM mantém a mesma aparéncia em
relacdo ao quadrilatero ABCD? Escreva 0 que vocé observou. Resp.

b) o que vocé observa com relagdo aos angulos internos destes
quadriléteros?
c) deslocando os pontos |, J e M, 0 que vocé observou no item anterior continua valido?

d) desloque o ponto J até que |IJ fique o dobro de AB. Observe e escreva que relacéo
existe entre: AB = 1J,AD = IM,BC= JL,CD = LM. Resp.

Desoque o ponto M e veifique se esta relagdo se mantém. Resp.

e) desloque o ponto J até que 1J fique o triplo de AB. Observe e escreva que relacéo
existe entre: AB= 1J, AD= IM, BC= JL, CD= LM. Resp.

f) deslocando o ponto J em qualquer posicéo, arazdo entre as medidas dos lados AB e
IJ, AD e IM, BC e JL, CD e LM se mantém constante, ou sga, 0s lados
correspondentes s80 proporcionais?
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Se achar necessério pode fazer esta verificacdo: desoque o ponto J e M, fixe
uma posicdo, preencha a tabela abaixo e fagca uma anadlise. Repita isso para uma outra
pOsi ¢ao.

1° posicao 2° posicao
AB 1J AB/IJ AB 1J AB/IJ
BC JL BC/JL BC JL BC/JL
CD LM CD/LM CD LM CD/LM
DA MI DA/MI DA MI DA/MI
Conclusdo: Os quadril&eros ABCD e 1JLM a mesma aparéncia, 0s
angulos congruentes e a medida dos lados proporcionais.
Atividade 3
P
C
L1]
1]
o
B N

A

Abrindo o arquivo A: S13, vocé encontrara os quadrilateros ABCD e NOPQ
Movendo os pontos A e B vocé conseguira ampliar ou reduzir a area do quadrilatero
ABCD; dedlocando o ponto S vocé podera ampliar ou reduzir a érea do quadrilatero
NOPQ e deslocando o ponto R vocé mudara as medidas dos angulos internos do
quadrildtero NOPQ sem modificar as medidas do quadrildtero ABCD. Utilizando no
menu “diversos’ a opcdo “medir’, marque as medidas dos lados e angulos destes
quadriléteros, observe estes valores e responda:

a) deslocando o ponto R, escreva o que vocé observa com relacdo a dimensdo dos dois
quadrilateros

0 quadrildtero NOPQ mantém a mesma forma, ou sga, a mesma aparéncia em
relacéo ao quadrilatero ABCD ou ele se deforma? Resp.

Deslocando o ponto S, 0 que vocé observa com relagdo a dimensdo dos dois
quadriléteros?

b) o que vocé observa com relagdo aos éangulos internos desses quadriléteros?

c) deslocando os pontosR e S, 0 que vocé observou no item anterior continua valido?

d) desloque o ponto S até que NO fique o dobro de AB. Observe e escreva que relacdo
existe entre: NO e AB, OP eBC, PQeCD, NQ eAD
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€) desloque o ponto S até que NO fique o triplo de AB. Observe e escreva gque relacéo
existe entre: NO e AB, OP eBC, PQeCD, NQ eAD

f) sera que, deslocando o ponto S em qualquer posicdo, a razdo entre as medidas dos
lados NO e AB, OP e BC, PQ e CD, NQ e AD se mantém constante, ou sgja, 0S
lados séo proporcionais?
Vocé pode fazer esta verificagdo: deslogue os pontos R e S, fixe uma posicéo,
preencha a tabela abaixo e faca uma andlise. Repitaisso para uma outra posi ¢ao.

1° posicao 2° posicao
AB NO AB/NO AB NO AB/NO
BC oP BC/OP BC oP BC/OP
CD PQ CD/PQ CD PQ CD/PQ
DA QN DA/QN DA QN DA/QN
Conclusdo: Os quadrilateros ABCD e NOPQ = a mesma aparéncia, 0s
angulos congruentes e amedida dos lados proporcionais.

Atividade 4
Observando os quadrildteros das atividades 1, 2 e 3, responda:

- Ao “amplia” e “reduzir” as figuras, quais delas mantiveram a medida dos lados
correspondentes proporcionais?
- Ao “ampliar” e “reduzir’ as figuras, quais delas mantiveram a medida dos angulos
correspondentes congruentes?
- Ao “amplia” e “reduzir” as figuras, quais delas mantiveram a medida dos lados
correspondentes proporcionais e dos angul os correspondentes congruentes ?

- Em qual ou quaisfiguras, ao “ampliar” e “reduzir”, as caracteristicas foram as mesmas
observadas nas figuras ampliadas e ou reduzidas pela méquina copiadora.?
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Chamamos de figuras semelhantes aquelas que possuem todos os angulos
correspondentes congruentes e lados correspondentes proporcionais.
OBS. - Angulos homdlogos sfo angulos cujos vértices se correspondem.

- Lados homélogos sdo lados cujas extremidades sdo vértices que se
correspondem.

- Razdo de semelhanca € a razéo entre a medida dos lados homdlogos de dois
poligonos semel hantes.

- Angulos correspondentes -

- Lados correspondentes -

Diante disso podemos afirmar que os quadrilateros ABCD e s40
semelhantes. Quando EF é o dobro de AB, arazdo de semelhanca entre os quadril&teros
e ABCD &€ ; equando EF é o triplo de AB, a razéo de semelhanca

entre os quadriléteros eABCDe_ .

Atividade5 - Cabri —S3

Abra o arquivo A: S3 e vocé vera representado na tela a figura ABCDE e o
inicio de uma outra. Comparando as duas, tente terminar a construcdo da segunda figura
para que e€la seja semelhante a primeira.

2.0

4.0

Atividade 6 — Cabri — S2

Abra o arquivo A: S2 e vocé verarepresentada natelaafigura ABCD e o inicio
de uma outra. Comparando as duas, tente terminar a construcdo da segunda figura para
que ela sgja semelhante a primeira.

0 1.4 C
3.6
2.4 2.8
B IS
A Ha A 34 B

XVII



Continuacéo das atividades para serem realizadas em casa

3) Quais das seguintes fotografias sdo semelhantes a figura do item a? Por qué?
- Expligue em que se diferenciam as figuras semel hantes das que sdo s parecidas.
- a) b) c) d) €)

—, L

2 178

-_—

4)

Amplie a figura ao lado, dobrando suas
medidas, e reduza esta figura de forma que
suas medidas fiquem pela metade.

Responda:

Qual arazdo de semelhanca?

- Qual o perimetro das figuras?
Quanto aumentou o perimetro?

- Qua a érea? Quanto aumentou

aarea?

5) Observe os triangul os reténgulos anexos. Todos sdo parecidos? Parecido € 0 mesmo
gue semel hante?
- Mecga seus angulos. O que observou?

- Mecaseus lados. Complete a tabela seguinte.

Triangulos 1 2 3 4 5 6 7 8

Cateto >

Cateto <

cat >
cat <

Razdo :

1 agudo >

[0 agudo <

- Agrupe os tridngul os que acredita serem semel hantes.
- Cologue-os sobrepostos no triangulo maior de forma a coincidir o angulo reto.
- Escreva o que vocé observa
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Anexo —atividade5 —Parte A

Triangulos

Sugestdo de uma outra figura para a atividade 1 — parte A — (para casa)
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ANEXO 3
Atividades visando a formacao do conceito do
Teorema de Thales
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Sequéncia Didatica - Parte B - (3° encontro no labor atorio)

Atividade 1 - adaptada (livro Cabri p. 114 e 115)

Construir um triangulo qualquer RTU, em seguida construir o ponto S sobre o
segmento RU. A paralelaa UT, passando por S, corta a reta RT em K. Crie e megca 0s
segmentos. RS, RU, RK, RT,SK e UT.

Deslogue os pontos e verifique se a figura que vocé construiu permanece com as
caracteristicas dadas no enunciado. Em caso afirmativo, chame o professor; em caso
negativo, refaca.

Anote as medidas: RU= , RT= , UT=

N&o desdoquemaisR,UeT.

Escolhendo vérias posi¢cdes de S sobre RU, preencha atabela.

Posicdo de S 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
medida de RS RS/RU
medida de RK RK/RT
medida de SK SK/ UT
Exploracéo:

Ao tracar a paralela, quantos e quais triangul os vocé formou?
Se 0 ponto S estiver no meio de UR, qual é o valor do quociente RS/RU ?

Em cada posicéo, as razdes entre si tém 0 mesmo valor?

Esses triangul os séo semelhantes? Justifique.

Analisando a tabela que vocé construiu, pesquise quais proporgdes podemos
obter com as diferentes medidas.

Apds observar esta atividade, tente enunciar alguma relacdo entre a paralela a
um dos lados do triangul o e os outros lados

A- Savar —A: Bl
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Atividade 2 -

Tracar 2 retas AC e AB concorrentes em A. Criar o segmento BC . Construir um
ponto D sobre AB e a Paralela a BC por D. Nomear o ponto de interseccdo desta reta
com AC de E. Deslocando o ponto D, representar as possiveis configuragdes na folha de
papel sulfite anexa. A seguir, chamar o professor.

Criar os segmentos AD, AE, DE, AB, AC, BC e, para cada configuracdo, marcar
suas medidas.

Para cada configuragdo, os triangulos formados ADE e ABC sdo semelhantes?

Verificar em cada configuracdo quais sdo os lados correspondentes e completa a
tabela de forma que os lados correspondentes fiquem associados nas colunas. A seguir,
calcula arazéo entre a medida dos segmentos correspondentes.

lados do tridng. ABC |AB= |AC= |BC= lados do tridng. ABC |AB= AC= BC=
lados do triang. ADE lados do triang. ADE

razao razao

lados do triang. ABC |AB= |AC= |BC= lados do triang. ABC |AB= AC= BC=
lados do tridng. ADE lados do tridng. ADE

razao razao

Tentar representar para cada uma das configuracbes todas as proporcoes
possiveis com esses segmentos. Verificar se as proporcdes sdo validas para qualquer
uma das configuragoes.

Concluséo:

Trocar idéia com seu parceiro e tentar escrever uma relagdo ou concluséo desta
atividade.

Salvar —A:B2
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Atividade 3-
Observacao: Projecao Paralela-

Dado um ponto P e uma reta r, chamamos de projecéo de P sobre r, segundo
uma direcdo d, o ponto (P’) de interseccdo da reta paralela a d passando por P com a
retar. Veafigural abaixo:

Fig. 1 ~p { Fig. 2 p

Projecao Ortogonal:

Dado um ponto P e uma retar, chamamos de projecdo ortogonal de P sobrer o
ponto (P’) de interseccéo da reta perpendicular a r passando por P. Vea a figura 2
acima.

Tracar duas retas concorrentesr eseumaretad ndo paralelaar es. Construir
sobrer os pontos A e B e criar o segmento AB. Em seguida, determinar os pontos C e D
projecdo dos pontos A e B sobre a reta s, segundo a diregdo d. O segmento CD € a
projecdo do segmento AB sobre aretas. Construir o ponto M meédio de AB e determinar
suaprojecdéo M”.
Responda: Em que posicdo; com relacdo ao segmento CD vocés acham que esta a
projecdo do ponto médio de AB sobre s?
Verificar sua hipétese medindo o segmento CM” e M'D, a seguir deslocar as retas e
verificar se esta hipotese ainda é valida.
Conclusio:

Marque um ponto qualquer P sobre r e determine a projecdo P° de P sobre s
segundo a direcdo d. Verifique, em vérias posicdes, se a razéo entre 0s segmentos AP e
sua projecdo CP" se mantém constante. Fixe uma posi¢do, mega e anote as medidas dos
segmentos : AB= , AP= , PB= , CD= , CP'= , PD=_ . A
seguir, escreva todas as razdes e as propor¢es que Vocé conseguir formar com esses
segmentos.

Salvar —A:B3
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Nas atividades 1, 2 e 3 — Parte B — podemos perceber algumas relacbes entre
retas paralelas e segmentos proporcionais. Essas relagoes, durante muito tempo, foram
denominadas Teorema dos Segmentos Proporcionais e hoje as conhecemos por
“TeoremadeThales’.

“O gque vem a ser um teorema’ ?

Teorema : “ proposicao que precisa ser demonstrada para se tornar evidente’
(Dicionario Prético llustrado, publicado sob a direcdo de Jaime de Séguier, edicdo actuaizada e
aumentada por José Lello e Edgar Lello- LELLO & IRMAO- Editores—1972).

Teorema: “relacdo verdadeira numa teoria determinada’ (Diciondrio da Mateméatica
Moderna- CHAMBADAL, Lucien- traducéo de ANDRADE, lone- ED. Nacional, 1978)

A principio vamos considerar o teorema como uma relacéo verdadeira e refletir
sobre seus enunciados e, mais para frente, veremos alguma de suas demonstragoes.
Selecionamos abaixo alguns enunciados relativos ao teorema de Thales. Leia-0s
com atencao e tente esbocar uma configuracdo que represente estes enunciados e suas
respectivas proporgoes.
a) Nos elementos de Euclides (proposicéo 2 do livro VI), temos:
“Se tracarmos uma paralela a um dos lados de um triangulo, esta reta
cortara proporcionalmente os lados desse triangulo, e, se os lados de um
triangulo sdo cortados proporcionalmente, a reta que une as secgdes sera
paralela ao outro lado do triangulo”.

b) “ Seduasretas sdo transversais a um feixe de paralelas, entéo a razio entre
dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razao entre os segmentos
correspondentes da outra”.

C) “Se retas paralelas determinam sobre duas transversais segmentos
correspondentes, entdo as razdes entre esses segmentos correspondentes
formam uma proporc¢ao”.
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Atualmente ndo se tem documentos que comprovem a autoria deste teorema por
Thales. Apenas conjecturas baseadas em alguns relatos contidos no sumario Eudemiano
de Proclus e/ou citados por Diocenes Laertus e/ou Plutarco relativos a medida da altura
dapiramide.

Segundo a lenda, as histérias do método de Thales medir as alturas das
piramides variam. A versdo mais simples e a de Hieronymus, um aluno de Aristoteles,
citado por Diocenes Laertius.

Didgenes Laércio: “Jerénimo diz que Thales mediu as piramides pela sombra, depois
de observar o tempo que a nossa proépria sombra demora a ficar igual a nossa altura.” Vida,
Doutrina e OpiniBes dos Filésofos llustres; Tales, |, 27. (Serres, M, 1997, p. 167)

Plutarco: “ ...gostou da tua maneira de medir a piramide limitando-te a colocar o
bastdo no limite da sombra lancada pela piramide, gerando o raio de sol tangente dois
tridngulos, demonstraste que a relacdo entre a primeira sombra e a segunda era a mesma que
entre a piramide e o bastdo. Mas também te acusaram de nédo gostares de reis...” Sept. Sap.
Conv. , 147A. . (Serres, M, 1997, p. 167)

Nesses dois textos vimos que Jerdnimo relata um caso especial com triangulo
isosceles e Plutarco, 0 caso gera; porém, em ambos podemos perceber a origem do
teorema de Thales e uma de suas aplicacdes. Esse método implica a teoria geral dos
triangul os semel hantes ou proporcoes.

Thales deve ter observado que, na ocasido, quando a sombra de um objeto
particular € igual a sua atura, amesmarelacédo € vaida para todos os outros objetos que
projetam uma sombra. 1sso provavelmente ele deduziu depois de fazer medidas em um
nuimero consideravel de casos.

De Didgenes ou de Plutarco, 0s esguemas apresentam coisas que mudam e
outras que permanecem. Imoveis e invariaveis seriam as piramides e, pelo contrario,
variavels, s80 0 movimento aparente do sol, 0 comprimento e a posi¢cao da sombra.

Conjectura-se também o método que Thales utilizou para determinar a disténcia
da praiaao navio. A suposi¢ao mais comum é aquela que Thales, observando o navio do
topo de uma torre, na praia, usou a equivaléncia prética da proporcionalidade dos lados
de dois tridngulos retangulos semelhantes, um pequeno e um grande. Supondo que a
torre estéa no ponto B e 0 navio no ponto C, bastava um homem ficar de pé no topo da
torre D, ter um instrumento com 2 pernas que formassem um angulo reto, colocé-lo com
uma perna DA vertical e em linharetacom B, e aoutra perna DE nadi recdo do navio,
pegar qualquer ponto A na distancia DA e depois marcar em DE o ponto E, onde a
linha de visdo de A a C corta a perna DE . Depois DA (= |, digo) e DE (= m, digo)
pode ser realmente medida, como também a atura BD (= h, digo) de D ao pédatorre, e
pelos tridngulos similares”.
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Observacéo:

Segundo Pesquisa realizada por Henry Plane, foi apenas no final do século XIX,
na Franca, que surgiu o nome de Thales na obra os “Elementos de Geometria” de
Rouche et Comberousse (reedicéo de 1883)

No livro I11: Figuras semelhantes, 1&-se: “No tridngulo, a igualdade dos angulos
acarreta a proporcionalidade dos lados. Esta propriedade, da qual a descoberta é dada a
Thales (639-548), ndo sobrevive para os poligonos quaisquer”.

Atividade 4 -

Construir um pentagono ABCDE e um ponto O no interior da figura. Tragar os
segmentos: AO, OE, OB, OC, OD. Determinar os pontos A",B°, C’, D", E” tal que
AO'= 1/20A; OB'= 1/20B; OC'= 1/20C........ , @ Seguir, tracar os segmentos A'B’,
B'C,CD,D'E eE'A".

Pesquisar:
a) Quais retas ou segmentos sdo paralelos nesta figura? Tente
justificar.

b) Provar utilizando as propriedades que vocé conhece, que OA'B” = OAB

,,,,,

O pentagono A'B'C'D'E” éum(a) do pentagono ABCDE naescala

O pentagono ABCDE é um(a) do pentdgono A'B'C’'D'E" naescala____
Observacdo: Podemos perceber nesta atividade o reciproco do teorema de
Thales, veja:

Para cada uma das configuracbes abaixo podemos afirmar que
g B D - Se AB=AC entéoBC// DE
NV RN
C E\/
c D
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Atividade5—

Verifique experimentalmente usando Cabri se a afirmacdo abaixo ndo €
verdadeira para algum triangulo.

A “bissetriz de um angulo interno de um triangulo divide o lado oposto em
segmentos proporcionais aos lados adjacentes”

Esboco proporcao

Tente judtificar essa afirmacdo utilizando o teorema de Thales. Trace uma
paralela a bissetriz passando por um de seus veértices e determine o ponto de interseccéo
da paralela com areta formada pelos outros vértices.

Atividade 6 —
Construir um trapézio ABCD. Os lados ndo paralelos do trapézio se interceptam
em O. As diagonais se interceptam em |. A reta Ol corta os lados paralelos do trapézio
emM eN.
Qual éaposicdo de M e de N sobre oslados?

Justifique sua afirmacao.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Aplicagdes do teorema de Thales

Dois triangulos ABC e PQR sdo semelhantes. Os lados homodlogos AC e PQ
medem, respectivamente, 5cm e 8cm. Qual € o perimetro do triangulo ABC,
sabendo que o do tridngulo PQR é 22cm? (Bezerra, M. J. — pag. 142)

As bases de um trapézio retangulo medem 16cm e 12cm e a altura, 8cm. Calcular a
altura do menor triangulo obtido pelo prolongamento dos lados ndo paralelos do
trapézio. (Bezerra, M. J.- pag. 144)

Um feixe de quatro paralelas determina, sobre uma transversal t, segmentos de 2, 3,
4 centimetros, e sobre umatransversal t”, outros segmentos cuja soma das medidas é
18cm. Calcule os trés segmentos determinados sobret”. (Bezerra, M. J. — pag. 150)

Verifique em quais configuracdes abaixo 0s segmentos azuis sao paralel os.
b)

[=.]
-

Numa certa hora do dia um senhor de 1,6m observou que sua sombra era de 26cm e
gue a sombra do prédio onde mora erade 2,5m. Determine a altura desse prédio?

Criar um segmento AB e dividir em 6 partesiguais.
Criar um segmento BC e dividir em partes proporcionaisa 2 e 3.
Criar um segmento AB e determinar os segmentos:

a) AC, sendoque AC = 2/3AB,

b) AD, sendo que AD=5/3AB

Determinar a Quarta proporcional entre os segmentosa= 2, b= 3 ec=4

10) Determinar aterceira proporcional entre esses segmentos: a= 3 e b=4.
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ANEXO 4
Ficha de observacao das atividades propostas no laboratoério
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FICHA DE OBSERVACAO
Sequiéncia Didatica - Parte B - Atividade 1

Componentes dos grupos por computador

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

1) Entendeu o enunciado inicia? (S—sim; N —ndo; CP — chamou o professor)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

2) Fez esbogo do enunciado antes de construir? Qual configuragdo? (S—sim; N —néo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

3) Dificuldade em manipular com o software Cabri-géomeétre? Qual? (S—sim; N —néo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

4) Dificuldade no calculo darazéo e/ou interpretacdo da razéo:
(SC; SI; NC; NI - Ssim, N, ndo, C calculo, | interpretacdo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

5) Paraverificar se os trigngulos sdo semelhantes, marcaram a medida dos angul os?
(S—sim; N —néo) O quefoi feito?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

XXX




6) Dificuldade em montar as proporgdes?

(SN — ndo sabe 0 que é proporcdo; AS — ndp assacia corretamente; N ndo tem dificuldade)

1 2 3 4 5 6 I 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
7) Dificuldade em concluir arelagéo?
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

8) Outras observagoes:
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FICHA DE OBSERVACAO
Sequiéncia Didatica - Parte B - Atividade 2

Componentes dos grupos por computador

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
1) Entendeu o enunciado inicial? (S—sim; N —ndo; CP — chamou o professor)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

2) Fez esbogo do enunciado antes de construir? Qual configuragao? (S—sim; N —néo)

1 2 3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

3) Dificuldade em manipular com o software Cabri-géomeétre? Qual ?

S—sm; N —néo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
4) Dificuldade em representar as configuracdes. (S-sim, N- néo).

Posicdo das paralelas: (V- vertical, H- horizontal, I- inclinada).

Transversais se interceptam: entre as paralélas - (x), acima— (A); abaixo — (0)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 11|12 | 13|14 | 15
SN

H-V-I
X-A-0

5) Paraverificar se os triangulos sdo semel hantes, marcaram a medida dos éangul os?
(S—sim; N —néo) O quefoi feito?

1 2 3

4

5

6

7

10

11

12

13

14

15

XXX




6) Dificuldade em identificar os lados correspondentes? (S—sim; N —néo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
7) Dificuldade em montar as propor¢des?

(SN — ndo sabe 0 que é proporcdo; SA — ndo assacia corretamente; N ndo tem dificuldade)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
8) Dificuldade em concluir arelagdo? (S—sim; N —ndo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

9) Outras observagoes:

XXX




FICHA DE OBSERVACAO
Sequiéncia Didatica - Parte B - Atividade 3

Componentes dos grupos por computador

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
1) Entendeu o enunciado inicial? (S—sim; N —ndo; CP — chamou o professor)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

2) Fez esbogo do enunciado antes de construir? Qual configuragao? (S—sim; N —néo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
3) Dificuldade em manipular com o software Cabri-géomeétre? Qual? (S—sim; N — néo)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
4) Dificuldade em determinar a projecdo de um ponto: (S—sim; N —néo)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15
5) Dificuldade em representar as configuragoes. (S-sim, N- n&o).

Posicdo das paralelas: (V- vertical, H- horizontal, I- inclinada).

Transversais se interceptam: entre as paraelas - (x), acima— (A); abaixo — ()

1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11|12 | 13| 14 | 15
SN

H-V-I
X-A-0

XXXIV




6) Dificuldade em concluir arelacéo do ponto médio com sua projecao?
(S—d¢m; N —néo)

7) Dificuldade em escrever asraz6es? (S-sim, N - ndo).

8) Dificuldade em identificar oslados correspondentes? (S—sim; N — nao)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

9) Dificuldade em montar as proporgdes?
(SN — ndo sabe o0 que é proporgdo; SA — ndo associa corretamente; N ndo tem dificuldade)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

10) Dificuldade em concluir arelacdo? (S- sim, N - néo).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

11) Outras observagoes:

XXXV



FICHA DE OBSERVACAO
Seqliéncia Didatica - Parte B - Atividade 4

Componentes dos grupos por computador

1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 | 12 | 13 | 14 | 15
1) Entendeu o enunciado inicial? (S—sim; N —ndo; CP — chamou o professor)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15
2) Dificuldade em manipular com o software Cabri-géométre? Qual? (S—sim; N — néo)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15
3) Determinou o ponto médio paraachar A", B", C', D", E"?(S—sim; N —nao)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
4) Dificuldade em justificar os segmentos paralel0s? (S—sim; N —néo)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
5) Dificuldade em provar com as propriedades conhecidas os angul os congruentes?

(S—sm; N —néo)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
6) Mediu os angulos para verificar se sdo congruentes? (S—sim; N —nao)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
7) Mediu oslados para verificar se oslados so proporcionais? (S—sim; N —néo)
1 2 3 4 5 6 I 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

XXXVI




8) Dificuldade em expressar a escala? (S—sim; N — néo)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

9) Outras observagoes:

XXXVII




FICHA DE OBSERVACAO
Sequiéncia Didatica - Parte B - Atividade 5

Componentes dos grupos por computador

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Entendeu o enunciado inicial? (S—sim; N — ndo; CP — chamou o professor)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Fez esbogo do enunciado antes de construir? (S—sim, N —néo

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Dificuldade em manipular com o software Cabri-géomeétre? Qual? (S—sim; N — néo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Construiu corretamente a situacdo proposta? (S—sim; N — néo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Determinou corretamente a propor¢éo? (S—sim; N —néo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Conseguiu construir a situagdo sugerida para se justificar a afirmacéo?
(S—sm; N —néo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Conseguiram justificar aplicando o teoremade Thales? (S—sim; N —ndo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

XXXVIII




8) Outras observagoes:

XXXIX



FICHA DE OBSERVACAO
Sequiéncia Didatica - Parte B - Atividade 6

Componentes dos grupos por computador

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Entendeu o enunciado inicial? (S—sim; N — ndo; CP — chamou o professor)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Fez esbogo do enunciado antes de construir? (S—sim, N —néo

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Dificuldade em manipular com o software Cabri-géomeétre? Qual? (S—sim; N — néo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Dificuldade em construir o trapézio? (S—sim; N — néo)
N&o sabe 0 que e Trapézio? (NS)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Construiu o trapézio a partir de um tridngulo? (S—sim; N — néo)
Por meio do ponto médio? (S—sim; N —ndo

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

Concluiu que M e N sdo ponto médio das bases AB e CD do trapézio?
(S—sm; N —néo)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15

XL




7) Mediu os segmentos para verificar se M e N sdo ponto médio? (S—sim; N — ndo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15
8) Conseguiu demonstrar com propriedades mateméticas a conjectura?

(S—dm; N —néo)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14 |15

9) Outras observagoes:

XLI




ANEXQO5
Teste-diagnostico
a)  Atividades
b) Tabeladasvariaveis binarias

XLH



QUESTOES-TESTE DIAGNOSTICO ePOS-TESTE

1) Considere, nafiguraao lado, asretas ST elJ paralelas:

1 3 & ? R
a) cacular x; ! !
b) sendo ST =35cmé possivel cacular1J ? T/
Justifique. J

2) Sendo AB paraelo a CD, determine x ey nos esquemas abaixo:
a b)

3) Nos casos seguintes as retas RS e BC séo paraelas? Justifique sua resposta.
a) b)

4) O quadrilatero ADEF € um quadrado? Justifique.

I: n
3
[ T L[]
(1 [] )
B n A

5) Tracar um paralelogramo EFGH, tal que EF = 8cm, EH = 12 cm e FH = 10cm.
SegjaK o ponto do segmento EH ta gue HK = 2,4 cm e J o ponto de interseccdo de
FH edaparaelaa GH passando por K. Calcular HJ e JK.

XLII



6) Pode-se calcular x com os dados geomeétricos propostos? Justifique.
(Considere as linhas azuis paral €l as)
a) b d)

A A A

8) A unidade € o centimetro. No desenho abaixo, EFG é um triangulo, tal que:
FG=7cme EG mede5cm amaisque EF , considera-se EF= x.
Quando prolonga-se EF com 1cm a mais, obtém-se M; guando prolonga-se EG =
3cm amais, obtém-se N e asretas FG e MN séo paralelas.
O triangulo EF G é retangul 0? Justifique.

c

E H+9

9) ABC éumtriangulotal que AB=4,AC=7eBC =6. M éum ponto do segmento
AB, ele se projetaem N sobre AC paraelamente & BC.
1°) PGem-se BM = x. Onde deve-se colocar M para que o tridngulo BMN sgja um
triangulo iséscelesem M ?
2°) Nesse caso 0 que representa a reta BN no triangulo ABC? Justifique.

XLIV
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ANEXO 6

POs-teste
a)  poOs-teste 8%série A
b) posteste 82série B

XLVII



AT1A EM1A ET1A NF1A AT1B EM1B ET1B NF1B AX2A EX2A NX2A AY2A EY2A NY2A AX2B EX2B EC2B NX2B AY2B EY2B NY2B AX2C

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1

0
0

1
0
0

ALO1
ALO4 O

ALO2

ALO3

1
1
1
1
1
0
1
0
1
1
0
1
1
0
0
1
1
0
1
0
1
1
1
0

ALO7
AL34 O

ALO8

ALO9

AL10

AL12

0

AL13

AL14

0

AL15

AL16

AL17

0

AL18

AL19

AL20

0
0

AL21

AL22

AL24

AL25

0

AL26

AL28

1

AL29

AL30

AL31

AL32

0
0
1

AL33

0
1

AL36

AL37

Tabela 11 - Planilha de dados binéarios - Teste Diagnédstico - G.V. - 1998



EX2C MX2C NX2C AY2C EY2C MY2C NY2C AT3A ET3A EQ3A NF3A AT3B ET3B EQ3B NF3B ATQ4 ETQ4 NFQ4 NJC4 ATQ5 MCD5 ETQ5 NFQ5

Tabela 11 - Planilha de dados binéarios - Teste Diagnédstico - G.V. - 1998



POs teste - 1999- Grupo experimental - 82 série A

AT1A EM1A ET1A NF1A AT1B EM1B ET1B NF1B AX2A EX2A NX2A AY2A MY2A EY2A NY2A AX2B CX2B MX2B EX2B NX2B AY2B MY2B EY2B

0
0
1
1
1
0
0

1
1
0
0
0
1
0
1
0
1
1
1
1
0
0
0
1
0
1
0
1
1
1
0
0

ALO2

ALO3

ALO4

ALO5

ALO6

ALO7

ALO8

AL10

AL11

AL12

AL15

AL16

AL17

AL19

AL20

AL21

AL22

AL23

AL24

AL25

AL26

AL29

0
1
1

AL30

AL32

AL33

Tabela de dados binérios - Pagina 1 de 3



POs teste - 1999- Grupo experimental - 82 série A

NY2B AX2C MX2C EX2C NX2C AY2C MY2C EY2C NY2C AT3A EA3A EM3A NF3A AT3B EJ3B EM3B ET3B NJ3B NF3B ATQ4 EJQ4 ETQ4 NJQ4 NFQ4

Tabela de dados binérios - Pagina 2 de 3



POs teste - 1999- Grupo experimental - 82 série A

ATQ5MCD5ETQ5 NFQ5 ATQ6 EPQ6 NJQ6 ETQ6 NFQ6 ATQ7 ETQ7 NJQ7 NFQ7 ATQ8 AXQ8 CXQ8 ETQ8 NJQ8 NFQ8 ATQ9 EPQ9 ETQ9 NFQ9

Tabela de dados binérios - Pagina3 de 3



Pés teste - 1999 - Grupo de referéncia - 82 série B

AT1A EM1A ET1A NF1A AT1B EM1B ET1B NF1B AX2A EX2A NX2A AY2A MY2A EY2A NY2A AX2B CX2B MX2B EX2B NX2B AY2B MY2B EY2B

0
0
0
0
0
1
0
0

1
0
1
0
0
0
0
1
0
0
1
0
0
0
0
0
0
1
1
0
1
0
0
0
0
1

BLO1
BL34 O

BLO3
BLO4
BLO5
BLO6

BLO7

BLO8
BLO9
BL10O

BL11

BL12

BL13

BL15

BL16

BL17

BL19

BL20

BL22

BL23

BL25

BL27

BL29

0
1
1
0
0

BL30
BL31

BL32

BL33

Tabela de dados binérios



Pés teste - 1999 - Grupo de referéncia - 82 série B

NY2B AX2C MX2C EX2C NX2C AY2C MY2C EY2C NY2C AT3A EA3A EM3A NF3A AT3B EJ3B EM3B ET3B NJ3B NF3B ATQ4 EJQ4 ETQ4 NJQ4 NFQ4

Tabela de dados binérios



Pés teste - 1999 - Grupo de referéncia - 82 série B

ATQ5MCD5ETQ5 NFQ5 ATQ6 EPQ6 NJQ6 ETQ6 NFQ6 ATQ7 ETQ7 NJQ7 NFQ7 ATQ8 AXQ8 CXQ8 ETQ8 NJQ8 NFQ8 ATQ9 EPQ9 ETQ9 NFQ9

Tabela de dados binérios
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